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ВВЕДЕНИЕ 


Заниматься алгеброй — значит, по существу, вычислять, т. е. 
выполнять над элементами некоторого множества «алгебраиче- 
ские операции», наиболее известный пример которых доставляют 
«четыре действия» элементарной арифметики. ορ. 

Здесь не место описывать медленный, но неуклонный процесс 
абстракции, посредством которой понятие алгебраической. опера- 
ции, первоначально ограниченное натуральными числами и изме- 
ряемыми величинами, постепенно расширялось параллельно рас- 
ширению понятия «числа», покуда не переросло это последнее 
‘и не стало применяться к элементам совершенно не «числового» 
характера, как, например, перестановки множества (см. Истори- 
‘ческий очерк к гл. Г. Несомненно, именно возможность этих 
последовательных расширений, при которых форма вычислений 
оставалась одной и той же, но природа математических объектов, 
‘над которыми производились вычисления, существенно менялась, 
позволила постепенно выявить руководящий принцип современ- 
ной математики: математические объекты сами по себе не столь 
‘существенны — важны их отношения (см. Книгу 1). Во всяком 
‘случае можно определенно утверждать, что алгебра достигла 
этого уровня абстракции значительно раньше других областей 
‘математики, и уже давно стало привычным рассматривать ее как 
‘науку об алгебраических операциях, независимую от математиче- 
‘ских объектов, к которым эти операции могут применяться. 

Общепринятое представление, связываемое с обычными алге-. 
'браическими операциями, если отвлечься от их конкретного 
характера, весьма просто: выполнить алгебраическую операцию 
‘над двумя элементами а, 6 одного и того же множества Ё — зна- 
чит сопоставить паре (а, 6) вполне определенный третий элемент с 
‘множества Ё. Иначе говоря, в этом понятии нет ничего, кроме 
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понятия Фуниции: задать алгебраическую операцию — значит 
задать функцию, определенную Ha ΠΧ и принимающую значе- 
ния из Ё; единственная особенность сводится к тому, что областью 
определения функции служит произведение двух множеств, иден- 
тичных с множеством, из которого берутся значения функции; 
именно такую функцию мы называем внутренним законом KOM- 
позиции. 

Наряду с этими «внутренними» законами были введены в рас- 
смотрение (главным образом под влиянием геометрии) «законы 
композиции» другого типа, а именно «внешние» законы, в которых 
кроме множества Ё (остающегося, так сказать, на первом плане) 
участвует еще вспомогательное множество 2, элементы которого 
именуются операторами: на этот раз закон сопоставляет паре 
(a, а), образованной оператором a€Q2 и элементом аЕЁ, некоторый 
элемент 6 множества Ё. Например, в евклидовом пространстве Ё 
гомотетия с заданным центром относит вещественному числу Ё 
(«коэффициенту гомотетии», являющемуся здесь оператором) и точ- 
ке А пространства Ё определенную точку A’ в 2; это — внешний 
закон композиции в #. | 

В соответствии с общими определениями (Теор. мн., Рез.*), 
$ 8) задание на множестве Ё одного или нескольких законов 
композиции (внутренних или внешних) определяет в Ё структуру; 
структуры, определяемые таким способом, мы и называем алге- 
браическими структурами, изучение их и составляет предмет 
алгебры. 

Имеются многочисленные роды (Теор. мн., Рез., $ 8) алге- 
браических структур, характеризуемые, с одной стороны, опре- 
деляющими их законами композиции, а с другой — аксиомами, 
которым эти законы подчинены. Разумеется, эти аксиомы не могут 
выбираться произвольно; они представляют собой не что иное, 
как свойства, принадлежащие большинству законов композиции, 
встречающихся в приложениях, таких, как ассоциативность. 
коммутативность и т. д. Глава | посвящена главвым образсм 
изложению этих аксиом и вытекающих из них общих следствий; 
при этом проведено более подробное исследование двух наиболее 


*) «Теор. мн., Pe3.» — ссылка на сводку результатов Книги 1 «Теория 
множеств», перевод которой помещен в виде приложения в книге «Общая. 
топология. Основные структуры» (Физматгиз, М., 1958). 
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важных родов алгебраических структур, a именно групповых 
(где участвует лишь один внутренний закон композиции) и коль- 
цевых (с двумя внутренними законами композиции), частным 
случаем которых является структура тела. 

В главе | определены также группы с операторами и кольца 
с операторами, где, наряду с внутренними законами композиции, 
участвуют один или несколько внешних законов. Наиболее важ- 
ными группами с операторами являются модули, к которым отно- 
сятся, в частности, векторные пространства, играющие опреде- 
ляющую роль как в классической геометрии, так и в современном 
анализе. Изучение модульных структур ведет начало от исследо- 
вания линейных уравнений, откуда и его название — линейная 
алгебра; относящиеся к ней общие результаты будут содержаться 
в главе If. | 

Точно так же наиболее часто встречающиеся кольца с опера- 
торами — это так называемые алгебры (или гиперкомплексные 
системы). В главах III x IV будет проведено подробное исследо- 
вание двух специальных алгебр: внешней алгебры, являющейся, 
вместе с содержащейся в ней теорией определителей, ценным 
вспомогательным средством линейной алгебры, и кольца полино- 
мов, лежащего в основе теории алгебраических уравнений. 

В главе У изложена общая теория полей и их классификации. 
Отправным пунктом этой теории является исследование алгебраи- 
ческих уравнений с одним неизвестным; приведшие к этому во- 
просы в настоящее время представляют лишь исторический инте- 
рес, но сама теория полей продолжает играть фундаментальную 
роль в алгебре, составляя основу теории алгебраических чисел, 
с одной стороны, и алгебраической геометрии — с другой. 

Поскольку множество натуральных чисел наделено двумя 
внутренними законами композиции — сложением и умножением, — 
классическая арифметика (или теория чисел), имеющая своим 
предметом изучение натуральных чисел, охватывается алгеброй. 
Однако на почве алгебраической структуры определяемой этими 
двумя законами, здесь возникает структура, определяемая отно- 
шением порядка «а делит 6»; сущность же классической арифме- 
тики как раз и состоит в изучении связей между этими двумя 
выступающими вместе структурами. И это не единственный при- 
мер, когда структура порядка ассоциируется так с некоторой 
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алгебраической структурой посредством отношения «делимости»: 
последнее отношение играет отнюдь не менее важную роль в KOJIB- . 
цах полиномов. Поэтому оно подвергнуто общему рассмотрению 
в главе УГ; результаты этого рассмотрения применяются в гла- 
ве УП к установлению модульных структур в некоторых OCO- 
бенно простых кольцах и, в частности, к теории «элементарных 
` делителей». 

Глава VIII закладывает начала некоммутативной алгебры; осо- 
бое внимание в ней уделено исследованию некоторых типов моду- 
лей и колец, играющих фундаментальную роль во всех вопросах, 
относящихся к линейному представлению групп. Наконец, гла- 
ва IX посвящена элементарной теории квадратичных форм, эрми- 
товых форм и связанных с ними линейных групп — понятий, встре- 
чающихся почти во всех областях современной математики. 


ГЛАВА 1 
АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ СТРУКТУРЫ 


$ 1. Внутренние законы композиции; ассоциативность; 


коммутативность 


1. Внутрениие законы композиции 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Внутренним законом композиции элементов 
множества Ё называется отображение f некоторого подмноже- 
ства А произведения EXE в E. Значение f(x, у) отображения } 


при (x, y)E A называется композицией х и у относительно этого 
закона. 
_ Допуская вольность речи, говорят, что такой закон задан 
(или определен) на Е. Наиболее важны внутренние законы компо- 
зиций, определенные для всех пар (X, yJEEXE; допуская воль- 
ность речи, говорят, что такой закон определен всюду на Ё. Нас 
будут интересовать главным образом всюду определенные законы. 
Для записи композиции хи y чаще всего выписывают 2 иу 
в определенном порядке, отделяя их характеристическим знаком 
рассматриваемого закона (а иногда уславливаясь этот знак опу- 
скать). Из наиболее часто употребляемых знаков укажем уже 
теперь + и - и согласимся последний знак при желании опу- 
скать; посредством этих знаков композиция 2 и у записывается 
соответственно в виде ху и x-y или ту. Закон, обозначаемый 
знаком +, чаще всего называют сложением (называя тогда ком- 
позицию х--у суммой x и у) и говорят, что для него принято 
аддитивное обозначение; закон, обозначаемый знаком :, чаще 
всего называют умножением (называя тогда композицию х.у=алу 
произведением х и y) и говорят, что для. него принято мульти- 
пливативное ‘обозначение. В общих рассмотрениях $$ 1—5 этой 
2 Η. Бурбаки 
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главы мы будем обычно для обозначения произвольных законов 
композиции пользоваться символами Ти 1. 


В алгебре необходимо уметь переводить каждое предложение, 
относящееся к какому-либо закону композиции, непосредственно 
с одних обозначений на другие. В целях облегчения задачи читателя 
в этом отношении в конце книги (вклейка 2) помещен словарик тер- 
минов и символов, относящихся к основным понятиям, связанным 
с законами композиции, в переводе на наиболее употребительные 
обозначения (а именно на аддитивные и мультипликативные). 

Примеры. 1) Отображения (Х, Υ}-» ΧΙ) Уи(Х, У) + ХПУ 
являются (всюду определенными) внутренними законами компози- 
ции подмножеств множества Ё. 

2) В множестве М натуральных чисел сложение, умножение 
и возведение в степень являются. всюду определенными законами 
композиции (композиции x EN u yE N при этих законах обозна- 
чают соответственно xy. ху или x-y и αὐ; см. Теор. ΜΗ., гл. III). 

3) В множестве N натуральных чисел вычитание x — у есть 
внутренний закон композиции, определенный лишь для тех пар (α, у), 


т 
в которых х > у; точно так же one определено лишь для тех 


пар (x, y), в которых у + 0 их кратно у. 

4) Пусть Е — произвольное множество; отображение (X, Y) — 
— Χο У является законом композиции подмножеств произведения 
EXE (Teop. mu., Рез., $3, n° 10); отображение (}, =) —> [ο g есть закон 
композиции отображений E в E (Teop. мн., Рез., $ 2, n° 11). 

5) В множестве всевозможных отображений подмножеств множе- 
ства E в Е (Teop. мн., Рез., ἃ 3, n° 5) отображение (f, ϱ) — fog есть 
внутренний закон композиции, определенный лишь для тех пар (f, g), 
которые, если обозначить через A и В те подмножества множества ЕЁ, 
где определены соответственно f и г, удовлетворяют условию g (B) C A. 

6) Пусть Е —решетка (Теор. ΜΗ. Рез., $ 6, n° 8) и sup (x, у) 03Ha- 
чает верхнюю грань множества { х,у}. Отображение (x, y) — sup (x, y) 
есть всюду определенный закон композиции элементов множества Е. 
Аналогично для нижней грани inf (α, у). Приведенный выше пример 1 
подпадает под это, если считать множество %(Ё) всех подмножеств 
множества Е упорядоченным по включению. | 


‚ Пусть (x, у) —> хТу— закон композиции элементов множества E , 
определенный на некотором подмножестве А произведения Ё ХЕ. 
Каковы бы ни были ХС РЁ, УС Е, будем обозначать через ХТУ 
(если только это не может повлечь путаницы *)) множество всех 


*) Вот пример, в котором этот принцип обовначения мог бы повлечь 
путаницу и потому не должен применяться. Цусть речь JET Oo законе ком- 
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элементов хТУЕЁ таких, что хЕХ, yEY и (x, y)E A (иными сло- 
вами — образ следа X x У на А при отображении (z,y)—XxTy). 


Таким образом, отображение (Х ‚ У) — X ТУ является всюду 
определенным законом композиции подмножеств множества Е (если. 


(x, y)€A, то {x} T {y} = D). 


Нусть (x, y)— x Ty — всюду определенный закон компози- 
ции элементов множества Ё; отображение (x, у) > уТх также есть 
всюду определенный закон композиции; он называется противопо- 
ложным предыдущему. Если закон (x, у) —> хТу определен Ha неко- 
тором подмножестве A произведения EX E, то, поскольку отноше- 


ние (у, x) Е А эквивалентно отношению (X, у) Е А (Теор. мн., Рез., 
| = 
$ 3, n° 4), (x, y)—yTx есть отображение Ав Е; оно по- 


прежнему называется законом композиции, противоположным 
предыдущему. Иными словами: 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Два закона композиции элементов множества E 
(всюду определенные или нет) называются противоположными, 
если каждый из них является композицией канонической симмет- 
рии произведения Ex E и другого закона. Если один из них всюду 
определен, то всюду определен и другой. 


Согласно нашим общим определениям (Теор. мн., Рез., $ 8, 
π΄ 2), задание закона композиции элементов множества Ё опре- 
деляет в этом множестве структуру; это — специальный род 
алгебраической структуры (общее определение которой будет 
дано в $ 4 этой главы). Мы будем называть ее структурой, опре- 
деляемой в Е рассматриваемым законом композиции. 


Пусть E и Е’— множества, наделенные каждое структурой, 
определяемой некоторым внутренним законом композиции; будем 
обозначать оба эти закона композиции знаком Т. Пусть A — 


позиции A |) В подмножеств множества Е; он порождает закон композиции 
(U, Ὁ) — ЕСГ, B) подмножеств множества % (Е), где F (A, Ὁ) означает 
множество всех A |) В, в которых AEA, BES; но F (A, Ὁ) нельзя было 
бы обозначать Y |) 3, поскольку этому обозначению уже приписан другой 
смысл (а именно объединения À и DB, рассматриваемых как подмножества 
множества 3% (δ). | 

2» 
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Ta часть Ex E nu А’— τὰ часть E’ x Е’, где соответственно опре- 
er эти. два’ закона. Согласно общим определениям (Teop. 

‚ Рез., ἢ δν π΄ 5), изоморфизмом Е на Е’ называется взаимно 
δλδ отображение }. Е на Е’, распространение которого 
на Ex E отображает А на A’ и для которого ,. 


к. | (ту) =f (x) THY) (1) 
всякий раз, когда 2 Т у определено (т. 6. для каждой пары (X, y) E A). 
Если существует изоморфизм E на Е’, то говорят, что Ё и Ё' 
изоморфны (или что имеется изоморфизм их структур). 


Более общим образом, говорят, что отображение f Ев Е’ есть 
представление Е в ЕЁ’, если всякий раз, когда определена компо- 
зиция Ту, композиция f (x) Tf (y) также определена и удовлет- 
воряет соотношению (1) (это частный случай понятия, определяе- 
мого в $4 для произвольной алгебраической структуры). 


Если закон Т на Е всюду определен, то ясно, что изоморфизм Е 
на А’ есть не что иное, как взаимно однозначное представление Е на Е’. 


Но это предложение уже неверно, если закон Т не всюду определен 
на E, ибо тогда может случиться, что f(x) Т f(y), где f — взаимно 
‘однозначное представление Ё на Е’, определено, ax Ту — нет. 


и Композиция серии элементов 


Напомним (Теор. ΜΗ., Рез., $ 2, n°14), что семейство элемен- 
тов множества Ё определяется заданием множества индексов / 
и его отображения L— 2ι в Ё; семейство (x), ег называется конеч- 
ным, если множество индексов конечно. 

Множество индексов / семейства может иногда наделяться 
структурой (Теор. мн., Рез., $ 8); если Г и К — множества 
индексов, наделенные структурами одинакового рода, то говорят, 
что семейства (x), ги (Ух) х с к элементов одного U того же множества 
Е подобны (относительно структур, заданных в /иК), если суще- 
ствует изоморфизм ф I на К такой, что x, — Yo qa) для каждого LEI. 

Удобно дать ΟΟΟὄΟΘ наименование семействам, множества 
индексов которых наделены специальной структурой, особенно 
когда на множестве индексов одного и того же семейства (5), Е 1 
рассматриваются различные структуры. Это как раз имеет место 
в алгебре, где нам придется рассматривать в особенности случай 
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конечного семейства (Ti), € 1, множество / индексов которого: наде- 
лено структурой совершенно упорядоченного множества; мы будем го- 
ворить, что задание семейства (X), € r и структуры совершенно. упо- 
рядоченного множества в / ‘определяет серию элементов множества 
Е; эта серия обозначается по-прежнему (5,), 1, но это обозначе» 
ние определяет серию лишь при дополнительном указании струк: 
туры совершенно упорядоченного множества в /. 

Заданному конечному семейству (ta)ac A элементов множе- 
ства E отвечает столько серий, ‘сколько в A имеется структур 
совершенно упорядоченного множества (т.е.р!, если А —множество, 
состоящее из р элементов); все эти серии должны рассматриваться 
как различные. В частности, всякой конечной последовательности 
(тен, где H — конечное подмножество множества N натураль" 
ных чисел, соответствует специальная‘ серия, получающаяся 
если ввести в Н структуру, определяемую отношением. порядка 
MEN между натуральными числами (Теор. мн., Рез., $.6,-n°2); 
рассматривая последовательность как серию без указания отноше- 
ния порядка BH, мы всегда будем подразумевать, что. наделено 
этим специальным отношением порядка. При этом условии Можно 
сказать, что любая серия (2α)α € A подобна (в определенном выше 
смысле) конечной последовательности, ибо существует взаимно 
однозначное возрастающее отображение совершенно упорядочен- 
ного множества A на некоторый интервал [0, п] множества N. 


Пусть теперь Ё — множество, наделенное всюду определенным 
внутренним законом композиции Τ 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Пусть Е A— серия : элементов из Е. Для 
каждого непустого множества BC A (совершенно упорядоченного 
индуцированным отношением порядка) композицией серии (Too ев 
(относительно закона TT) называется элемент. из E, обозначаемый 


т. Bu, определяемый ‚индукцией по числу. элементов, множе- 
аЕВ | | os y 


ства B следующим образом: er UNI 
1° если B=tß}; mo | Ta = TB; | ΠΩΣ ar 
acB | 


t) Σι 


2° если В состоит из p > Ί элементов, B — его ‘наимёньший 


элемент, и, Β᾽ — множество всех элементов > В. из В, moo hing 
ern 


=2T | + Ta): ieee Ра er а MORTE ;. ЗОН В 


a € В’ 
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Легко убедиться (индукцией по числу элементов множеств 
индексов) в том, что композиции двух подобных серий равны; 
в частности, композиция произвольной серии равна композиции не- 
которой конечной последовательности (что позволяет при желании 
ограничиться этими последними). Когда А состоит из двух элемен- 


тов, A={A, u} (A < и), композиция | хо есть нечто иное,как 2} Τ ἀμ. 
«ΕΑ 


Композиция серии (то), Ед OTHOCHTEIBHO закона, обозначае- 


moro |, записывается в виде +. Хо, для аддитивно обозначае- 
«ΕΑ 


мого закона принято записывать эту композицию в виде > Ха 
à € À 


и называть суммой серии (Xo)ac a (а Ta называть членами этой 
суммы); для закона, обозначаемого мультипликативно, указан- 


ную композицию записывают чаще всего в виде II Τα И НАазывают 
«ΕΑ 


произведением серии (Ζᾳ)αε A (а Хо называют сомножителями 
произведения) *). | 


Если нет опасности недоразумений по поводу множества индексов 
(а также его структуры порядка), то при обозначении композиции 
серии это множество часто опускают, т. е., скажем, при аддитивном 


обозначении закона вместо >) zg пишут >) x, или даже У αρ; 
«ΕΑ α 
аналогично при других обозначениях. 


При законе, обозначаемом Т, композиция последовательно- 
сти (x;), имеющей множеством своих индексов интервал [р, 4] 


а 
множества М, обозначается ни 2, , или ss т, ; или также 
psisq i=p 


т, Тт,.Т.-.Т 2g; аналогично для законов, обозначаемых дру- 
гими символами. 


Замечания. 1) При не всюду определенном внутреннем 
законе Т можно по-прежнему вводить понятие композиции серии, 
как в определении 3, но это определение будет иметь смысл лишь 
для серий, удовлетворяющих некоторым условиям. 


*) Однако в случае, когда х„— множества, употребления этого термина 
и обозначения [| т, следует избегать, чтобы не получилось смешения 
оЕА 
с аналогичными термином и обозначением из теории множеств. 
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2) Заметим, что в определении композиции серии имеется некото- 
рый произвол; введенная нами индукция действует «справа налево»: 
композиция последовательности (5;) <;<„ ABHO заданных п элементов 

u 


есть не что иное, как æ1 Г (xy Τ (хз Г (... Τ (ση ι T &n)..-))) (n—2 пар 
скобок). Было бы также вполне законно определять композицию, 
действуя «слева направо» или любым другим способом (произвольно 
группируя скобки); но, как мы увидим, этот произвол исчезает в слу- 
чае наиболее важных на практике ассоциативных законов. 


3. Ассоциативные законы 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Всюду определенный закон композиции 
(xz, у) —>тТу элементов множества Е называется ассоциативным, 
если, каковы бы ни были элементы т, Y, zus LE, 


(«Ty)T2=2T(yT2). (2) 


Множество, наделенное структурой, определяемой ассоциатив- 
ным всюду определенным законом, будет называться MOHOUOOM. 


Очевидно, закон, противоположный ассоциативному, ассо- 
циативен. 


Закон хГу, не являющийся всюду определенным, называют 
иногда ассоциативным, если ассоциативен порождаемый им (n° 1) 


закон композиции ХТУ подмножеств множества EL, который уже 
всюду определен; иногда же не всюду определенный закон называют 
ассоциагивным, если соотношение (2) выполнено всякий раз, когда 
обе его части определены (впрочем, это второе условие является след- 
ствием первого). Часть нижеследующих результатов распространяется, 
с надлежащими видоизменениями, на не всюду определенные ассо- 
циативные (в одном из указанных двух смыслов) законы. 
Примеры. 1) Среди примеров законов композиции, указанных 
в n° 1, ассоциативны следующие: X [Г] У u X |) У (пример 1); x+y 
и гу (пример 2); XoY π]οξ (пример 4), sup (x, y) minf (x, у) (пример 6). 
Если x Гу — ассоциативный закон композиции элементов множества 


Е, το ХТУ есть ассоциативный закон композиции элементов мно- 
жества $ (11). С другой стороны, возведение натуральных чисел в сте- 
пень (пример 2) не ассоциативно; действительно, (212 207), 

2) Свободные моноиды. Пусть А — некоторое множе- 
ство и Е — множество всех конечных последовательностей элементов 
из A; отношение «5 и s’ — подобные конечные последовательности» 
(в смысле n° 2), очевидно, есть отношение эквивалентности в E; οὔο- 
значим через L(A) фактормножество E/R, где В — указанное 


24 АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ СТРУКТУРЫ ΓΠ. 1. ἃ 4 


отношение. Определим на этом множестве ΡΠ закон компо- 
зиции следующим образом. 

Рассмотрим два элемента $ = (αἰ); с 7, S —(b;), cy из Е, где <} 
при любых i€/, JEJ; и пусть Κ--|||} и для каждого ΚΕΚ 
Chap, если ΚΕΙ, cr=bp, если КЕЛ; мы будем говорить, что после- 
довательность 5” = (ск), ex Получена путем приписывания En 
Нетрудно видеть, что если $1 = s(mod R), $1 = s’ (mod В) и приписы- 
вание $1 K $1 определено, TO OHO дает последовательность 91 == 5" 
(mod А); таким образом, класс (mod В) последовательности s” зависит 
лишь от классов последовательностей s и $’; будем по-прежнему гово- 
рить, что он получен путем приписывания класса последователь- 
ности 5’ к классу последовательности $; тем самым нами получен 
закон композиции в L (A). Этот закон всюду определен, ибо для любых 
двух последовательностей $ = (а;); ЕГИ =) jeg 43 Е существует 
последовательность 5] такая, что $1 =s’ (mod В) и приписывание 5, 
к $ определено (если h — наибольший элемент в Г, то достаточно pac- 
смотреть множество индексов К, образованное числами A+7j--1, где 
; пробегает J, и положить $1= (би_п_1)» Е к). Кроме Toro, ‘легко прове- 
рить, что этот закон ассоциативен. | 

Множество L (A), наделенное этим законом композиции, назы- 
вается свободным моноидом, порожденным множеством À, а элементы 
множества L (A) — словами, образованными из элементов множества A. 
Если е — пустое слово (класс пустой последовательности), TO ех=хе=х 
для каждого слова х. В каждом непустом слове х существует одна 
и только одна последовательность (ai); <i<n> Множеством индексов 


которой служит некоторый интервал. [1, п] из N; п называют длиной 
слова x и x часто отождествляют с последовательностью (а;). За длину 
пустого слова принимают 0. 


Основным свойством ассоциативных законов является следую- 
щая теорема, выявляющая всё значение понятия композиции 
серии, определенного в п°2: 


ТЕОРЕМА 1 (теорема ассоциативности). Пусть А — непустое 
говершенно упорядоченное конечное множество, являющееся об’ъеди- 
нением непустых подмножеств В; (1<1< р) таких, что отноше- 
ния аЕВ,, ВЕБ; (1<i<j<p) влекут а<В; и пусть 
(ζα]αε д — серия элементов us EL, имеющая А своим множеством 
индексов. Тогда для каждого ассоциативного закона Т, задан- 
ного на Е, имеет место формула | 

“ЕВ }’ ο. 


a E À 1<i<? 


Ва ВНУТРЕННИЕ ЗАКОНЫ КОМПОЗИЦИИ 25. 


Теорема доказывается индукцией по числу п элементов множе- 
ства A. Если n=1, то, поскольку δ; непустые, необходимо р=1, 
и теорема очевидна. В противном случае, предполагая теорему 
справедливой для множеств индексов, имеющих меньше чем п 
элементов, рассмотрим два случая: 

а) В, состоит из одного элемента В. Пусть C= B,UB,U.. 118: 
Левая часть формулы (3) есть (по определению) не что иное, 


κακαρΤί I i, a правая часть (по определению) — не что. 
“ЕС 


иное, Как eT ( I ( HE τω) равенство вытекает из предположен- 
2£1<D αΕΒ. 


ной справедливости теоремы для С и В., Β.,..., By. 
6) В противном случае пусть В — наименьший элемент в А 
(а значит, ив B,); пусть A’ — множество всех элементов > В. 


в A, и пусть В,=А`ПВ,; так как А’ состоит из n—1 элемента, 
а условия теоремы выполнены для А’ и его подмножеств B,, Βα... - 
x Das TO, согласно предположению, 
Τα.-(Τ αα)τίΤ (Ta). 
ae A’ ' OCB, 2<1<р “ЕВ, 
Образуем композицию 15 с каждой из частей этого равенства; 


слева мы будем иметь, по определению, | ха, справа же (при- 
QE À : 
меняя определение ассоциативного закона) получим 


(2 Τ (oto; %)) (ocien (ein), 


“ЕВ, 2<i<p | ЕВ, 


D? 


& 


а это (по определению 4) есть не что иное, как правая' часть фор- 
мулы (3). 


В теореме 1 содержится как частный случай формула 


ТТТ... 1% =(%)T2,T .- 1 En 1) Τ Zn 
позволяющая определять композицию конечной последователь- 
НОСТИ индукцией, действующей «слева направо» (вместо данного» 
выше определения, действовавшего «справа налево»); таким обра- 
зом, для ассоциативного закона эти два определения эквивалентны. 


Если все члены серии, состоящей из п членов, равны одному 
: nr 
и тому же элементу zEE, то их композиция обозначается Тх 
п 
при законе, обозначаемом Т, Lx при законе, обозначаемом 1... 


x” при законе, обозначаемом мультипликативно, и чаще всего nx 
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при законе, обозначаемом аддитивно (за исключением неко- 
торых случаев, где это последнее обозначение могло бы повлечь 
путаницу; см. $3, п° 1). Теорема ассоциативности в применении 
к серии, состоящей из одинаковых членов, дает формулу Ἢ 


i ia LE “Ny N, Ny Ny 
| Τ = (T2)T(T2)T.-. TT 2), 
и значит, в частности, при р=2 — формулу 
min m n 
Т «=(T2)T(T2), (4) 
а при n,=n,=...=n,„=m— формулу 


рт р т 
T2=T(T2). (5) 
Если X CH, то, в соответствии с введенными обозначениями, 
р 
ТХ означает множество ЭТА Та. ТА me А. 
.. =X,=X; таким образом, это есть множество всевозможных 
композиций 2, Тх,Т... Тх,, 11e EX, x, © X,...,x,€ À. 


Важно He смешивать это множество с множеством композиций 


p 
< Τα, где x пробегает X. 


со р 
Положим T Х = U (ТХ); это — множество композиций все- 
p>0 


возможных конечных последовательностей, члены которых при- 


oo 
надлежат X; в случае ассоциативного закона имеем ХТ(ТХ)= 
[ee] OO 
ATAÏTAC TA. 
4. Устойчивые множества. Индуицированиые законы 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5. Подмножество А множества Е называется 
_ устойчивым относительно закона композиции элементов множе- 
ства Е, если композиция двух элементов из А всякий раз, когда 
она определена, принадлежит А. 


Иными словами, для того чтобы А было устойчиво относитель- 
но закона Т, необходимо и достаточно, чтобы АТАС А. 

Пересечение семейства устойчивых подмножеств множества E 
очевидно устойчиво; поэтому, в частности, существует наимень- 
mee устойчивое подмножество Z множества EZ, содержащее задан- 


4 ВНУТРЕННИЕ ЗАКОНЫ КОМПОЗИЦИИ 27 


ное множество X CE (Теор. ΜΗ., Рез., $ 6, n° 5); его называют 
устойчивым множеством, порожденным множеством Х. Индук- 
цией по п легко убедиться в том, что композиция всякой п-член- 
ной серии, элементы которой принадлежат À, принадлежит 7; 


ь [9 ο) 
иными словами. всегда ΤΧς 2. При этом имеет место 


ТЕОРЕМА 2. Диля ассоциативного закона Т на Е устойчивое 

а 

множество, пороэкденное множеством ХСЕ, совпадает с ΤΆ. 
[Φ Φ) 

Достаточно убедиться в том, что ТХ при ассоциативности 


OO 
закона Т устойчиво; но любые два элемента и и υ из T À имеют 
вид TXT es TF ya, Pi ТЕТ... 12, THO 2,6% 
{0 <1<п- р); следовательно (теорема 1), uTv=2,T2,T..-.- 


-.. ΤΖῃ.» принадлежит T À. 


Примеры. 1) В множестве М натуральных чисел устойчивым 
относительно сложения множеством, порожденным множеством, со- 
стоящим из одного числа 1, является множество всех натуральных 
чисел 2:1; относительно умножения множество {1}само устойчиво. 


2) Пусть Т — всюду определенный закон композиции элементов 
множества HL; для того чтобы множество {h}, состоящее из одного 
элемента, было устойчивым относительно закона T , необходимо 
и достаточно, чтобы ht h—h; тогда h называют идемпотентом. 
Например, всякий элемент решетки идемпотентен относительно каж- 
дого из законов Sup (x, y) и inf(x, y). 

3) Если Т — ассоциативный закон на множестве Е, то устой- 
чивое относительно него множество, порожденное множеством {а}, 
состоящим из одного элемента, есть множество, образованное элемен- 

γι 
тами Та, где п пробегает все натуральные числа > 0. 

4) Из определений примера 2 n° 3 явствует, что каждая непустая 
конечная последовательность (Zi )ic т элементов из A представляет 
собой результат последовательного приписывания одночленных по- 
следовательностей (x,),_;, где i пробегает J; таким образом, свобод- 


ный моноид L(A) порождается пустым словом и множеством всех 
слов длины 1, которое обычно отождествляют с A. 


Если T —всюду определенный закон композиции Ha Ё и F — 
подмножество множества Ё, устойчивое относительно этого закона, 
то сужение функции zTy на ΡᾺΡ является всюду определенным 
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законом композиции на Е; его называют законом, индуцированным. 
на Р законом Т. Более общим образом: ᾿ 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 6. Пусть Т — закон композиции элементов мно- 
жества Е, определенный на некоторой части А произведения 
EXE; законом, индуцированным законом Т на множестве F CE, 
называется закон композиции элементов множества F, определен- 
ный на множестве тех (x, у) ЕЁ XF, для которых (х, у) ЕА ихТУЕР, 
и относящий каждой такой nape (x, y) композицию x Ty. Струк- 
туру, определяемую в Е этим законом, мы будем называть структу- 
рой, индуцированной e F структурой, определяемой законом Тв Е. 


_Закон, индуцированный на F законом Т, мы будем (допуская 
вольность) обозначать тем же знаком Т , если это не сможет внести 
путаницу. 

На множестве, устойчивом относительно ассоциативного зако- 
на Т, индуцированный им закон ассоциативен. 


5. I ерестановочиме элементы. Поммутативные за- 
оны | | 


‚ ОПРЕДЕЛЕНИЕ 7. Пусть Т — закон композиции элементов мно- 
жества ЕЁ. Элементы x, y из Е называются перестановочными 
относительно закона_Т , если x Ту и y T x определены UCTY=YT«. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 8. Закон композиции Т элементов множества Е 
называется коммутативным, если для любой пары (x, y) элемен- 
тов из Е, для которой хТу определено, x и у перестановочны. 


Коммутативный закон совпадает с противоположным ему 
законом. 


Примеры. 1) Сложение и умножение натуральных чисел — 
коммутативные законы. 

2) Законы sup (x,y) и inf(x,y) в решетке коммутативны; в част- 
ности, коммутативны законы композиции |) и [] подмножеств мно- 
жества E. 

3) Закон композиции (x, У) > XoY подмножеств. произведения: 
ЕХЕ не коммутативен (если Е содержит более одного элемента): 
действительно, если 4 = {(а, b)}, В ={(6, ο)ὶ wae, то Во А ={(а, с)!, 
а AoB=g. Но диагональ Δ произведения EXE перестановочна. 
с каждым его подмножеством. Точно так же закон композиции fog 

‚ отображений Е в Е не коммутативен (если Е содержит более одното 
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δι 


элемента), в чем можно убедиться, беря в ‘качестве } и g различные 
постоянные отображения; но тождественное отображение переста- 
HOBOYHO CO всяким. 


4) Если x Ty — коммутативный закон композиции элементов 


множества Е, то ХТУ — коммутативный закон композиции под- 
множеств множества Е. 


ПрЕДлОЖЕНИЕ 1. Ёсли элемент x перестановочен с каждым 
из элементов у и 2 относительно ассоциативного закона Т, то 
он перестановочен и с УТ Z. 

‚Действительно, x T (y T 2) записывается последовательно в виде 


oT (yT2)=(@Ty) T2=(yT 2) T2=yT (©T2) =yT Te) =(yT 2) Te. 


ПрЕдложЕНИЕ 2. Ecau при ассоциативном законе Т каждый 
элемент множества X CE перестановочен с каждым элементом 
множества Ÿ CE, то каждый элемент устойчивого множества, 
порожденного множеством Х, перестановочен с каждым элемен- 
том устойчивого множества, порожденного множеством У. 

Действительно, из предложения 1 индукцией по п получается, 
что если х перестановочен с каждым членом п-членной последо- 
вательности, то х перестановочен и с ее композицией; поэтому 
(теорема 2) каждое хЕХ перестановочно C каждым элементом 
устойчивого множества У’, порожденного множеством У; но отсю- 
да таким же путем вытекает, что каждый элемент из У’ переста- 
новочен с каждым элементом устойчивого множества Х’, порож- 
денного множеством X. | 


Отметим два частных случая предложения 2: когда X—{z}, 


У={у} и когда Х=У: 
Следствие 1. Всли x и у перестановочны относительно ассо- 


т n 

циативного закона T, то это верно u для Tru TY, каковы Ou 
т n 

ни были целые т>0 и n>0; в частности, Tx и Tx nepecmano- 


вочны, каковы бы ни были x и целые т>0, п>0. 


СледствиЕ 2. Ecau элементы множества X попарно nepecma- 
новочны относительно ассоциативного закона Т, то закон, инду- 
цированный им на устойчивом множестве, порожденном множе- 


ством X, ассоциативен и коммутативен. 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 9. Центральным элементом множества E отно- 
сительно некоторого закона композиции элементов этого множе- 
ства называется каждый элемент, перестановочный со всеми эле- 
ментами из Е. Центром множества Е называется множество 
всех его центральных элементов. | 


Из предложения 1 вытекает, что центр множества Ё относитель- 
но ассоциативного закона является устойчивым множеством; закон. 
композиции, индуцированный на центре, очевидно коммутативен.. 


Основное свойство законов, одновременно ассоциативных и ком- 
мутативных, заключается в том, что композиции всех последова- 
тельностей, отличающихся от заданной конечной последователь- 
ности лишь порядком следования членов, имеют одно и то же 
значение; докажем это. 


ТЕОРЕМА 9 (теорема коммутативности). Пусть Т — коммута- 
тивный ассоциативный закон композиции, на Е и (ζα)αεα — непустое 
конечное семейство элементов из Е; каким бы образом ни было со- 


вершенно упорядочено множество A, композиция | хо имеет одно: 
ΧΕΑ | 
и то же значение. 


Если А состоит из одного элемента В, то теорема справедлива; 
композицией служит тогда Xp. Докажем индукцией по р справед- 
ливость теоремы для каждого множества А из р элементов: для 
этого достаточно показать, что она верна для множества индексов, 
состоящего из р элементов, если она верна для каждого его- 
подмножества, имеющего менее р элементов. Итак, пусть А — 
множество, состоящее из р элементов, и #—>а, —взаимно одно- 
значное отображение интервала [0, р 1] СМ на А; перенеся 
посредством этого отображения порядок интервала [0, р —1] в A, 
мы совершенно упорядочим A, причем композицией серии (Ζα)αεα» 


определяемой этим отношением порядка, будет не что иное, 
р—1 
nak: | 2... 
iQ .° 
Пусть теперь A совершенно упорядочено иным способом и Q,— 
наименьший элемент в A при этом упорядочении, а A’— множе- 
ство всех остальных элементов из A (совершенно упорядоченное 
индуцированным порядком). Предположим сначала, что O<h< 


( . 
<р—1, и положим βΔ--(αρ, Ay -:., @ 1}, (--ἰᾶη,ιν ..-» oil 
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так как теорема, по предположению, справедлива для А’, то, 
применяя теорему ассоциативности (поскольку À’ — B|]C), имеем 


ho ae | 
zx = | Ἔα χα. 
acA’ © i=0 “т (1, a), 


откуда, образуя композицию Та, © обеими частями и повторно 
применяя коммутативность и{ассоциативность Т, получаем 


“ΗΝ. Pr 
À Ta = Ta T( 1 | = Lay Т ( | Ta) Τ | Fa) = 
αΕΑ αΕΑ’ | +=0 ‘ i=h+1 7 
R—1 Е p—1 


таким образом, теорема в рассматриваемом случае доказана. 
Если A=0 или h=p—1, то получаем тот же результат, но более 
простым путем, поскольку члены, относящиеся к В или к С, 
исчезают. 


Для коммутативного ассоциативного закона на множестве Ё 
композицией конечного семейства (то)аед элементов из Ё будет, 
по определению, называться общее значение композиций серий, 
получаемых при всевозможных способах превращения А в совер- 
шенно упорядоченное множество. Эта композиция для закона, 0003- 


—— 


начаемого J ‚ будет по-прежнему обозначаться | хо; аналогично 
ae A 


при других обозначениях. 
Комбинируя теоремы 1 и 3, получаем: 


ТЕОРЕМА 4. Пусть Т — коммутативный ассоциативный закон. 
на Е и (то)оед — непустое конечное семейство элементов из Е. 
Если А — объединение своих попарно не пересекающихся непустых 


подмножеств Bj, Ba, ..., By, mo 
D 


1. δας i | + δα | (6) 
«ΕΑ i=1 | αξΒ; : 
Действительно, это вытекает из теоремы 3, если совершенно ΥΠΟ: 
рядочить A так, чтобы В, удовлетворяли условиям теоремы 1 


Отметим два важных частных случая этой теоремы. Во-первых, 
; bes = 
если (2αβ)(α, ВЕАхв — Конечное семейство, MHO?KECTBOM, индексов 
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которого служит произведение двух непустых конечных мно- 
жеств А, В («двойное семейство»), то 
cy Lop = La CL Tag) = LT | + Тов); (7) 
(и, ВЕАХВ . |. GEA BEB ВЕВ\ “А 

действительно, это вытекает из теоремы 4, если рассматривать 
AXB, с одной стороны, как объединение множеств {%}хВ, 
а с другой стороны, как объединение множеств АХ {В}. 

В частности, если В состоит из п элементов и все хов 0 одним 
и тем же ΕΑ имеют одно и то же значение хо, то 


Т (Ти) = TT) 8 


«ΕΑ «ΕΑ 


Основываясь на формуле (7), композицию двойной последова- 
‘тельности (211), имеющей множеством своих индексов произведение 
интервалов [р, η] u(r, $] из N, относительно аддитивно обозначаемого 
коммутативного ассоциативного закона часто обозначают 


8 ἢ 


Ч $ 
δ 3 
ХУ, вв YY εὐ, 


Di jr --ρ 


и аналогично для законов, обозначаемых иначе. 


Во-вторых, пусть А— множество всех пар целых чисел (i, j) 
таких, что O<i<n, O<j<nu i<j; пусть, далее, композиция 
семейства (2;,)(i, ред ре о ассоциатив- 


HOTO закона) обозначается по-прежнему T + (или просто 
ian 


i? т,, если это не может повлечь недоразумений); теорема 4 
<] 
приводит здесь к формулам 
n—1 n n 1—1 

и) feck Τ᾽ L ( Le) | (9) 

0<i<jcn i=0 \j=i-+1 j= i= + | " 

Существуют формулы, аналогичные (7), для семейства, множе- 

ством индексов которого служит произведение более чем двух 

множеств, и формулы, аналогичные (9), для семейства, множе- 

ством индексов которого является множество 5, строго возра- 

стающих последовательностей (1,)!<ь<р P целых чисел, в которых 

O<i,n<n (р<п-1); в этом последнем случае композиция 


семейства (Ti ...1}α......:1 EB, обозначается Ly ἅμα... 
a Σὲ ie Ge, м 
пли просто ae Sie... i’. 


; 4 а δ. р 
<< on ty 
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Отметим, наконец, что, в силу следствия 2 предложения 2, 
теоремы 3 и 4 применимы также в случае ассоциативного закона 


ий семейств элементов, попарно перестановочных относительно 
этого закона. 


Упражнения. 1) Пусть Т — закон композиции (всюду 
определенный или нет) на множестве Ё. Каковы бы ни были семейства 
(4 μ)αεα И (Ύρ)ρε в подмножеств из E, 


ОИ U Tr) 
EA ВЕВ 


(a, ВЕАХВ 


2) Пусть Т —не всюду определенный закон композиции на мно- 
mectBe Eu E’ — подмножество множества $ (Е), состоящее из MHO- 
жеств {x}, где x пробегает Е, и пустого подмножества 5 множества Е. 
Показать, что Е’ — устойчивое множество в % (ЕЁ) относительно закона 


X TY; вывести отсюда, что, обозначив через Е множество, полу- 
ченное путем присоединения (Теор. ΜΗ., Рез., $ 4, n° 5) к E элемента ©, 
можно продолжить закон | HaEXE так, чтобы Т совпадал с законом 
индуцированным на Ё этим продолженным законом. 


3) Пусть Т —не всюду определенный закон композиции на Е. 


а) Для того чтобы закон композиции X ТУ подмножеств мно- 
жества Е был ассоциативным, необходимо и достаточно, чтобы при 
любых x, y и 2 из Е, если определена одна из частей формулы (2), 
была определена также вторая и равна первой. [При доказательстве 
достаточности условия использовать упражнение 1.] 

6) Предполагая это условие выполненным, показать, что тео- 
рема 1 обобщается следующим образом: если определена одна из ча- 
стей формулы (3), то определена также вторая и равна первой. 

4) а) Пусть Е — заданное множество, Ф — множество всех 
отображений в E всевозможных его подмножеств и f, g, À — элементы 
из Ф. Показать, что если композиция (fog)oh определена, то опреде- 
лена и композиция fo(goh), но обратное неверно; если же обе эти ком- 
позиции определены, то они равны. 

6) Пусть % — семейство попарно не пересекающихся непустых 
подмножеств множества E и Ÿ — подмножество множества Ф, обра- 
зованное всевозможными взаимно однозначными отображениями мно- 
жества из κα на множество из %. Показать, что для закона, индуци- 
рованного на Ф законом fog, условие упражнения 3a) выполнено. 

°5) Показать, что единственными тройками (т, п, р) натуральных 
чисел =- 0, для которых (т”)Р = т””, являются: (1, п, р), THe n ир 
произвольны; (т, п, 1) и (m, 2, 2), где т и п произвольны.о 

6) Пусть T — всюду определенный закон композиции элемен- 
тов множества Е и А — подмножество множества EL, образованное 


3 H. Бурбаки 
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элементами 2, для которых zT (уТ z)—(x Гу)Т z, каковы бы ни были 
y a z из Е. Показать, что А — устойчивое множество и закон, кото- 
рый Т индуцирует на A, ассоциативен. 

7) Если Т — ассоциативный закон на Ё, то, каковы бы ни были 
элементы а и ὦ из Е, множества {а} ГЕ, ET{b}, {α1ΤΕΤ{Ρὶ 
u ET {a} ГЕ устойчивы относительно Т. 

8) Пусть Т — ассоциативный закон на E и а — элемент из Е; 
для любых x и у из Е положим xiy—xTaTy. Показать, что. 
закон L ассоциативен. 

9) Отображения (x, y) + x и (x, y) > у являются противо- 
положными — ассоциативными законами композиции на множе- 


стве А. 

10) Пусть X и Ур— произвольные подмножества множества E; 
положим ХТУ=хХУ, если XNY=g, и XTY=E, еслв 
ХПУ-= 9. Показать, что определенный так закон композиции 
на %(ЁЕ) ассоциативен и коммутативен. 

11) Пусть Т — ассоциативный закон на Eu АСЕ, BC E-- 
устойчивые относительно него множества. Показать, что если 


BTACATB, то АТ В устойчиво относительно Т. 

512) Единственными различными натуральными числами == 0, 
перестановочными относительно закона (x, у) -» αὐ, являются 
αμ G., 

13) Показать, что относительно закона композиции ХоУ подмно- 
жеств произведения EXE центром служит множество {5} |) { A} 
(где A — диагональ ЕЖЕ). 

14) Показать, что относительно закона композиции fog 


отображений Е в Е центр сводится к тождественному отобра. 


жению. 
15) Закон, заданный на множестве Ё, называют идемпотентным, 


если все элементы из E идемпотентны (n° 4) относительно этого закона, 


т.е. если х Гх=<х для каждого x EE. Показать, что если закон Т 
на E ассоциативен, коммутативен и идемпотентен, то отношение 


Ту=у есть отношение порядка в E; записывая его х<у, 
показать, что любые два элемента x, у из E обладают верхней 
гранью (относительно этого отношения порядка), равной % | y. 
Обращение. 

16) Пусть Е — моноид (n°3) и À — устойчивое множество, 
порожденное непустым множеством À © Е. Показать, что если каж- 
дому слову u=(a;)o<i<n свободного моноида L (X), порождаемога 
множеством A, отнести композицию }](и) последовательности (а;) 
в Е, то определенное так отображение | будет представлением (n° 1) 


L(X) на А. 
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$ 2. Нейтральный элемент; регулярные элемевты; 
симметричные элементы 


1. Нейтральный элемент 


ОпРЕДЕЛЕНИЕ 1. Густь Т — закон композиции элементов MHO- 
жества E. ες Е называется нейтральным элементом относительно 
Т, если еТх и хТе определены и равны x для каждого LEE. 


Заданный закон Т обладает не более чем одним нейтральным 
элементом, ибо еслиеие’ — нейтральные элементы, TO е=еТе’=е’. 
Нейтральный элемент, если он существует, перестановочен с каж- 
дым элементом и. значит, является центральным. 


Примеры. 1) В множестве всех подмножеств множества Е 
© есть нейтральный элемент относительно закона | , аЁ — относительно 
закона [). Более общим образом, наименьший элемент решетки, 
если он существует, является нейтральным элементом относительно 
закона SUp (x, у); обратно, нейтральный элемент относительно этого 
закона, если он существует, является наименьшим элементом ре- 
_шетки. 

Аналогично для наибольшего элемента и закона inf(x, y). 

2) Число 0 является нейтральным элементом относительно сло- 
жения натуральных чисел, а 1 — относительно их умножения. Закон 
(x, y) > 1 не обладает нейтральным элементом. 

3) Нейтральным элементом относительно закона композиции 
Α΄ ο У подмножеств произведения LXE служит диагональ А. Ней- 
тральным элементом относительно закона композиции fog OTOGpAXKE- 
ний Е в E является тождественное отображение E на E. 

4) Если е — нейтральный элемент относительно закона компо- 


зиции | элементов множества E, TO {εἰ --- нейтральный элемент OTHO- 


сительно закона композиции (X, У) - ХТУ подмножеств MHO- 
жества E. 


5) В свободном моноиде L(A) ($1, n° 3) пустое слово является 
нейтральным элементом. 


Если существует нейтральный элемент е относительно закона 
T на множестве Ё и если F — подмножество множества EL, содер- 
‘Kamee €, TO € является нейтральным элементом относительно 
закона, который Т индуцирует на Р. Но может случиться, что 
индуцированный Ha À закон обладает нейтральным элементом €’, 
когда F не содержит e или даже когда относительно закона T 
на Ё не существует нейтрального элемента. 


4:5 
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Например, если T — ассоциативный закон на А и hEE-— 
идемпотент относительно Т ($1, n° 4), το À — нейтральный элемент 
относительно закона, индуцированного законом Т на устойчивом 
множестве, образованном элементами hf x Î h, где x пробегает Е; 
при этом À может и не быть нейтральным элементом относительно | 


в Е. В частности, когда | — закон sup (x, y) на решетке Е, в качестве h 
можно взять любой элемент из Е. 


Пусть E и Г — множества, каждое из которых наделено внут- 
ренним законом композиции, обозначаемым T; если f — пред- 


ставление / в Ги закон T на Ё обладает нейтральным элементом 
e, то} (е) является нейтральным элементом относительно закона, 
индуцированного Ha }(Ё) законом, заданным Ha F. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Пусть на множестве Е задан ассоциативный 
закон, обладающий нейтральным элементом. Композицией пус- 
того семейства элементов из E называется нейтральный элемент €. 


Таким образом, если @ — пустое подмножество множества 


индексов, то мы будем, в условиях определения 2, писать FT ха=е; 
AED 


точно так же, каково бы ни было х, будем считать Тх=е. При 
этих определениях теоремы 1 и 4 $ 1 остаются справедливыми u без 


предположения непустоты множеств A и B,. Точно так же фор- 
m-+n m n mn т п 
мулы Т x=(T2)T(T2) и Тх= Т (Т2) сохраняют тогда силу 


для т>0, п>0. 

Нейтральный элемент аддитивно записываемого закона 000- 
значается 0 и называется нулем или началом, если только это 
не сопряжено с риском смешения (например, с натуральным 
числом 0); при законе, записываемом мультипликативно, ней- 
тральный элемент обозначается 1 и называется единицей (или 
единичным элементом), с той же оговоркой. 


2. Регулярные элементы 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Лусть Т — заданный всюду определенный закон 
композиции элементов множества Е. Левым (соответственно правым) 
переносом, соответствующим элементу a € E, называется отобра- 
жение x—aTzx (соответственно х—>хТа) множества Е в себя. 
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Прилагательные «левый» и «правый» проистекают от обычной 
записи большинства законов композиции. При переходе кпротиво- 
положному закону левый перенос становится правым, и обратно. 

Левый и правый переносы, соответствующие элементу а ЕЁ, 
будут иногда обозначаться у, и ὃς, т. €. 


у. (2) =aTz, 6, (1) =хТа. 


ПрЕдложЕНИЕ 1. Ecau Т— ассоциативный закон, то левый 
перенос Yxty; соответствующий композиции т и Y, совпадает 
с композицией у.о, переносов у, и γι; а правый перенос ÖxTy— 
с композицией 6,06, переносов 5, и ὃν. 

Действительно, 


YTy@)=(2Ty)T2=&T (YTz) = γα (у, (2)), 
OxTy (2) =2Т (хТУу) = (2Т2) Ty =4,( 6, (2)). 


Иными словами, отображение x — у, есть представление множе- 


ства Е (наделенного законом Т) в множество ЕЁ всех отображений Е 
в себя, наделенное законом fog; ах — ὃχ eCTb представление E в мно 


жество ЕЁ, наделенное законом, противоположным fog. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Пусть Т — всюду определенный закон компо- 
зиции элементов множества E. Элемент aC Е называется регуляр- 
ным относительно закона Т, если соответствующие а правый 
и левый переносы являются взаимно однозначными отображениями 
E в себя. | 

Иными словами, для того чтобы а был регулярным, необхо- 
димо и достаточно, чтобы каждое из соотношений аТх=атТу, 
zTa=yTa влекло z=y (т. е. чтобы эти равенства, как говорят. 
можно было «сократить Ha а»). Если закон Т обладает нейтраль- 
ным элементом €, то последний регулярен относительно этого за- 
кона: переносы у, и ὃ, являются тогда тождественными отоб- 
ражевиями Ё на себя. 

Если Х и У — подмножества множества Ё и а — регулярный 
элемент этого множества, то каждое из соотношений {а} ТХ= 


={а} ТУ, ХТ{а}=УТ{а} влечет Х=У. 


Напротив, даже если каждый элемент множества Ας Е регу- 
лярен, соотношение ATX=ATY (как и соотношение ХТА= 
--Υ T À), вообще говоря, не влечет X=Y. 
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Примеры. 1).Каждое натуральное число регулярно OTHOCH- 
тельно сложения; каждое натуральное число = 0 регулярно относи- 
тельно умножения; каждое натуральное число, кроме 0 и 1, регулярно 
относительно возведения в степень. 

2) В решетке не может существовать никакого регулярного элемента 
относительно закона SUP (x, у), кроме нейтрального (т.е. наименьшего) 
элемента; аналогичное верно для inf (x, у). В частности, в множестве 
всех подмножеств множества Ё ©’ есть единственный элемент, регуляр- 
ный относительно закона |), а E — единственный элемент, регуляр- 
ный относительно закона (Ἴ. 


ΠΡΕΠΠΟΧΕΗΜΕ 2. Множество всех регулярных относительно 
ассоциативного закона элементов устойчиво относительно этого 


закона. 
Действительно, если у, и Y, взаимно однозначны, то это верно 


и для ‘\хту =Yx°Yy (предложение 1). Аналогично для O57, 


Если элемент x регулярен относительно закона Т, TO он 
регулярен и относительно закона, индуцированного этим зако- 
ном на каждом устойчивом множестве А, содержащем х (но эле- 
мент из A может быть регулярным в А, не будучи регулярным 
в №); в частности, если А — множество всех элементов множе- 
ства Ё, регулярных относительно ассоциативного закона T, то 
все элементы из В регулярны относительно закона, индуцировав- 
ного законом Т на А. 


3. Симметричные элементы 


ОпрЕДЕЛЕНИЕ 9. Лусть Т — закон композиции элементов мно- 
жества Е, обладающий нейтральным элементом е. Элемент x 
называется симметричным элементу XL, если <Tx=x Txr=e; эле- 
мнт X называется симметризуемым, если существует элемент. 
симметричный т. 


Примеры. 1) Нейтральный элемент, если он существует. 
симметричен сам себе. Может случиться, что в Е не существует 
других симметричных элементов; так обстоит дело для сложения и 
умножения в N; так же обстоит дело и для закона зар (х, У) 
в решетке. 

2) В множестве всех отображений Е в Е симметризуемыми эле- 
ментами относительно закона fog являются взаимно однозначные отоб- 
ражения Е на Е (Teop. мн., Рез., $2, n° 12); симметричным такому 
отображению f служит обратное отображение. 
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Пусть Е и Г — множества, каждое из которых наделено внут- 
ренним законом, обозначаемым Т, и f — представление Ё в F; 
осли хи x’ симметричны BE, το f(x) и f(x’) симметричны в f (62). 


ПредложеЕНИЕ 9. Относительно ассоциативного закона Т на 
Е каждый симметризуемый элемент x регулярен и обладает 
единственным симметричным, а соответствующие левый и правый 
переносы у, U ὃ, являются взаимно однозначными отображениями 
& на #. 

Пусть x’ — элемент, симметричный x; если хТу=хТ2, то 
z’T (xTy)=2z' ΤίαΤα) или (по ассоциативности) eTy=eTz, т. €. 
y=z. Точно так же,, если уТх=2Тх, то (yTz) Tz =(zT2z)Tz, 
откуда и=2. Таким образом, x регулярен. Если x” — элемент, 
симметричный 2, то << TX=xTx”=e, а тогда x =x": элемент, 
симметричный X, единственен. Наконец, y, есть отображение Ё на 
Ё; иными словами, каково бы ни было YE E, существует 2 такое, 
что \, (2)=у; в самом деле, для 2=х’ Ту имеем Y, (2) = coi ‘Ty)= 
=eTy=y, и аналогично для Oy. 


Предложение 3 допускает следующее обращение: 


ΠΡΕΠΠΟΧΙΕΗΠΕ 4. Пусть Т — ассоциативный закон на Е. Если 
тЕЕ таково, что левый и правый переносы у.. и 6, являются отоб- 
ражениями Е на Е, то Т обладает нейтральным элементом и ‘x 
симметризуемо. 

Так как у,(Е)=Е, то существует e€ Ё такое, что у, (е)=х, 
т. ο. хТе==х; далее, так какд,.(Ё)=Е, тодля каждого y€ E суще- 
ствует z€# такое, что 2Тх=у, откуда yTe=2TxTe=zT x=y. 
Аналогично (меняя ролями y, и Ô,) убеждаемся в существовании 
e’ такого, что e Ty=y для каждого y. Но в таком случае, с одной 
стороны, е’Те=е’, а с другой, e Te=e, так что e=e’, уТе=еТту=у 
при любом у, т. е. е — нейтральный элемент. Тогда существуют 
z u x” такие, что zTx=e, x" Tx=e; поэтому α"Τ(ατΤα')-Ξα", 
(«" T2)Te=r, откуда x’=x” и x’ — элемент, симметричный X. 


ПрЕдложеЕНИЕ 5. Пусть Т— ассоциативный закон. Если x 
и У’ соответственно симметричны хиу, то У’ Тут’ симметрич- 
но TT y. 

Действительно, (y Tz’) T (x Ty)=y T(x’ Te) Ty=y Ty=e, 
и аналогично для (TTY)T (y Te). 
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Следствие 1. Пусть Т — ассоциативный закон на Е. Если 
‘каждый элемент то серии (то)осд элементов из Е обладает, сим- 


метричным La, то элементом, симметричным композиции | Ta, 
αΕΑ 


служит композиция Ἓ Den где A” — совершенно упорядоченное 
at A’ 


множество, полученное из А заменой его порядка противопо- 
ложным. 
Это следствие получается из предложения 5 индукцией по 


числу элементов множества А. 
n n 
В частности, если x и x’ симметричны, TO Тхи T x’ симметричны 


для каждого целого 20. 


СледствиЕ 2. Множество всех симметризуемых элементов отно- 
сительно ассоциативного закона устойчиво. 


ПредложЕниЕ 6. Если x u © симметричны относительно 
ассоциативного закона и т перестановочно с у, то также x пере- 
становочно су. 

Действительно, из хТу=уТх вытекает zT (Ти) Te= 
этот тх жи (TL TTL = TI TETE), 58 
yTe=xTy. 


Следствие. Ёсли закон композиции ассоциативен, то элементы, 
симметричные центральным элементам, центральны. 


Из предложения Ὁ вытекает также, что при существовании 
нейтрального элемента предложение 2 § 1 можно заменить сле- 
дующим более полным результатом: 


ПрЕдлОЖЕНИЕ 7. Пусть Т — ассоциативный закон композиции 
элементов множества E, обладающий нейтральным элементом е; 
пусть X и У — подмножества множества Е, X" (соответственно 
У”) — устойчивое множество, порожденное объединением X (соот- 
ветственно У), {е} и множества элементов, симметричных все- 
возможным симметризуемым элементам из X (соответственно У). 
Если тогда каждый элемент из Х перестановочен с каждым эле- 
_ ментом из У, то каждый элемент us X" перестановочен с каждым 
элементом из У". 
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4. CUMMEMPUZAUYUA коммутативного ассоциативного: 
закона 


Элемент хЕЁ, симметризуемый относительно ассоциативного. 
закона Т, регулярен относительно закона, индуцированного- 
законом Т на каждом устойчивом множестве, содержащем 2. 
Обратно, можно задаться вопросом, возможно ли множество Ё 
с заданным ассоциативным законом Т «погрузить» в более широ- 


кое множество Ё, определив на последнем закон композиции: 
так, чтобы он индуцировал Т на Ё и чтобы относительно него 
каждый регулярный элемент из E был симметризуем. ITO не всегда 
возможно *), но, как мы увидим, при коммутативности закона Т 
задача разрешима. | 

Итак, предположим, что T коммутативен, и обозначим через L* 
множество всех регулярных элементов из Ё. Откинем прежде 
всего тот неинтересный случай, когда Ё* пусто: задача тогда 


тривиально решается принятием за Ё самого множества Ё. Таким 
образом, будем в дальнейшем предполагать, что E*+@. Говоря 


точно, нашей задачей является определить множество Е, комму- 
тативный ассоциативный закон Т на Eu изоморфизм f множества. 
Е на устойчивое подмножество А множества Ё (наделенное зако- 
ном, индуцированным законом u) так, чтобы: 

1° E обладало нейтральным элементом относительно закона Τ; 


2° f(x) было симметризуемо в E для каждого регулярного. 
элемента ХЕ E*. 

Предположим сначала, что задача решена; пусть A*—f(L*) 
и A’ — множество элементов, симметричных всевозможным эле- 


ментам из А*. Устойчивость множеств А и А’ относительно Т 
влечет устойчивость AT A’, поскольку тогда, вследствие комму- 
тативности и ассоциативности закона Т, (АТА’)Т(АТА”) = 
= (АТА)Т(А’ТА’) CATA’. ATA’ содержит нейтральный эле- 
мент множества Ё; далее, АТА" содержит A*, ибо если yE A* 
и У’— элемент, симметричный у, то y=yT(yTy)=(yTy)Tye 


+) См. А. Malce v, On the immersion of an algebraic ring into a field, 
Math. Ann., т. 113, 1937, стр. 686. 
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€ ATA’: наконец, ATA’ содержит также А’, ибо в Tex же обозна- 
чениях имеем y —(yTy)T y =yT(y Ту’) ЕАТА’. Таким обра- 
зом, множество A T A’, наделенное законом, индуцированным зако- 
ном Τ᾽, удовлетворяет всем условиям задачи. Поэтому, если задача 


разрешима, можно наложить на E дополнительное условие: 


3° E порождается объединением множества А =f (Е) и множе- 
ства А’, состоящего из элементов, симметричных образам всевоз- 
можных регулярных элементов из Ё при отображении f. 


Покажем, что условия 1°, 2°, 3° влекут единственность Е (с 
точностью до изоморфизма). Действительно, снова в предполо- 


жении разрешимости задачи, каждый элемент из Ё имеет 
вид 2Ty, где хЕА, а у’— элемент, симметричный некоторому 
yeA*. Для того чтобы 2, Ty/=z,T Y,, необходимо и достаточно 
(принимая во внимание регулярность у, и Y,), чтобы 


QA. TATATISR TAT TA) 


т. €. (поскольку Т коммутативен) чтобы x, Ту,=х,Тиу!:. Отсюда 
тотчас следует, что это последнее отношение есть отношение 
эквивалентности между элементами (7, Y,) и (х., у.) произведе- 
ния AXA* и что существует взаимно однозначное отображение 


множества Ё на фактормножество множества АХА* по этому 
отношению. 

Переходя с помощью изоморфизма, обратного f, от A kK #, мы 
видим, что если задача разрешима, то отношение u, Ту, =и, Ту, 
между элементами (μι, 91) и (Uy, 2.) произведения Æ XE* есть 
отношение эквивалентности .и существует взаимно однозначное 


отображение множества Ё на фактормножество  произведе- 
ния EX E* по этому отношению. Кроме того, если перенести с по- 


мощью этого отображения структуру, определяемую законом Т 


в Ё, то композицией класса эквивалентности элемента (и, VU) 
a класса эквивалентности элемента (U,, 0.) будет класс эквива- 
лентности элемента (uU, TU, UT Ua); действительно, если € À, 


1, A, y€A*, у,6А*, то (ey ТУТ (а, ТУ.) = (TA) TT Ys), 
а у.Ту, есть элемент, симметричный у, Гу». Таким образом, всё 


это показывает, что если можно определить Е, закон T и изомор- 
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физм ] так, чтобы удовлетворялись условия 1°, 2°, 3°, то Е будет 
определяться с точностью 00 изоморфизма заданием E и закона Т. 


При этом каждый регулярный элемент из Е симметризуем; 
действительно, если хТу’ (где r€A, yEA*) регулярно BE, то (пред- 
ложение 2)это верно и для (x Ту’) Ту= x; тогда 2 тем более регу- 


лярно в А и, значит, по предположению симметризуемо в Е; сле- 
довательно, и хТу’симметризуемо. Таким образом, это свойство 
множества Ё является ‘следствием предположенной справедли- 
вости свойств 1°, 2°, 3°. 

Остается доказать, что задача действительно разрешима. Руко- 
водствуясь предшествующим, прежде всего покажем, что отношение 
UT Vo = UT V, между элементами (μη, V,) и (U,, и.) произведения 
ExE* есть отношение эквивалентности. Действительно, очевид- 
но, это отношение А рефлексивно и симметрично; оно также 
транзитивно, ибо отношения u,Tv,=Uu,Tv, и T Us = UT Vo 
влекут u, То. T Us =и T dv, T Ug =UgT U3 ТУ, =UgT V9 T Uy, и зна- 
чит (в силу регулярности v,), U, То. = Us T Vi. 

Обозначим теперь через Ё фактормножество произведения Ё x E* 
по отношению А. Пусть x, ux, — элементы из Ё, (u,,v,) и (Uy, v,)— 
элементы из классов эквивалентности 2, и 2)»; класс экви- 
валентности, содержащий (uU, Ти,, Vv, T Ve), зависит только OT X, 
и z,, ибо при замене (μι, V,) эквивалентным элементом (из, Us) 
будем иметь шТь=и.Ги и потому (u,Tu,)T (V3 T 0) = 
= (из Ти.) Т (9, Τους); аналогичный результат получим, заменив 
(U,, и.) эквивалентным элементом (и, Uy). Обозначим класс, KOTO- 


рому принадлежит (u, Ти., V, T L,), через X, TT. Т есть закон 
композиции элементов множества А, очевидно, ассоциативный 
и коммутативный. 


Покажем, что Ё обладает нейтральным элементом относи- 
тельно этого закона. Действительно, все элементы из ЁХЁ* 
вида (w, w), где ΕΤ, эквивалентны; и обратно, если (и, υ) экви- 
валентен (ш, и), тт uUTw=vT w, и значит (в силу регулярности 
1), u=v. Пусть е — класс, образованный элементами (№, и). 
Если (u, v)EEXE* ишЕЁ*, то (иТш, υτ w) эквивалентно (u, υ): 
следовательно, е является нейтральным элементом относительно 


закона Т, и условие 1° выполнено. 
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Рассмотрим в Ex E* множество всех элементов вида (UT v, v), 
где и — заданный элемент из Ё, а v пробегает E*; все элементы: 
этого множества эквивалентны, и обратно, если (μι, V,) эквива- 
лентно одному из этих элементов (иТь, и), TO uTvTv,=u,Tv. 
откуда (в силу регулярности 9) ии =иТ V,; иными словами, эле- 
менты (иТь, υ) образуют класс эквивалентности; обозначив ere: 
f(u), мы тем самым определим взаимно однозначное отображение: 


{ множества Ё на некоторую часть А множества Ё; легко прове- 


ряется, что A устойчиво относительно закона Т и что f есть изо- 
морфизм Ё на A. Наконец, если и — регулярный элемент из E, 


то f(u), τ. ο. класс (иТь, Vv), обладает в Ё симметричным элемен- 
том, а именно классом (νυ, UT в) (поскольку в этом случаеи TUE E*); 
тем самым условие 2° выполнено и поставленная задача решена. 
Итак, мы доказали следующую теорему: 


ТЕОРЕМА 1 (теорема симметризации). Если Т — всюду опре- 
деленный коммутативный ассоциативный закон композиции эле- 


ментов множества E, то можно определить множество Е, ком- 


мутативный ассоциативный закон композиции T элементов этого: 


множества и подмножество А множества E, устойчивое отно- 
сительно закона Т, так, чтобы выполнялись следующие условия: 

1° существует изоморфизм Е (наделенного законом Т) на А 
(наделенное законом, индуцированным законом ть относящий 
каждому регулярному элементу из Е элемент из А, симметризуе- 
moi 6 Е - 

25 Е порождается объединением А и множества А’ элементов. 
симметричных всевозможным регулярным элементам из А. 


При этом указанные условия определяют множество Е одно- 
значно (с точностью д0 изоморфизма) и каждый регулярный эле- 


мент из Е симметризуем. 


Следствие. Рсли все элементы множества Е регулярны. 


то все элементы множества Е симметризуемы. 
Действительно, это вытекает из условий 1°и 27 теоремы 1 и 
предложения 5. 


Структура, определяемая в E законом Τ᾽, подпадает тогда под 
род групповых структур, рассматриваемый в § 6. 
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Множество Ё, построенное при доказательстве теоремы 1, 


наделенное законом T , будет называться симметризованным мно- 
жеством (или результатом симметризации) множества Е (отно- 


сительно T ); мы будем говорить, что Т получен путем симметриза- 
ции закона Т. В применениях теоремы 1 Ё чаще всего удобно 
отождествлять (Теор. мн., Рез., $ 8, п°5) с множеством, обозна- 
ченным выше через А, что позволяет (допуская вольность) 1 ΤΟΒΟ- 
рить, что Ё «погружено» в его симметризованное Ё и что Т есть 
продолжение по симметрии закона Т. Этот условный язык будет 
применяться, в частности; в следующих двух важных примерах. 


5. Применения: I. Раииональные иелые числа 


Примем за Ё множество N натуральных чисел, а за закон 
композиции — сложение; все элементы из М регулярны относи- 
тельно этого закона. Результат симметризации множества М обо- 
значим Z; его элементы называют рациональными целыми числами; 
закон, полученный путем симметризации сложения, заданного 
в №, называется сложением рациональных целых чисел и по-преж- 
нему обозначается —. Элементами множества Z являются, по 
определению, классы эквивалентности, определяемые в МХМ 
отношением между (M, п.) и (ть, п.), записываемым равенством 
m, +n,=m,TtNn;,; все эти элементы симметризуемы; элемент ME N 
отождествляется с классом, образованным парами (m-+n, п), где 
п пробегает N; симметричным ему элементом в Z служит класс 
пар (п, m-+n). Но каждая пара (р, 4) из МХМ может быть запи- 
сана в виде (т--п, п), если р > 4, или в виде (п, m-+n), если P< а; 
отсюда вытекает, что Z есть объединение N и множества элементов, 
симметричных всевозможным элементам из М. При этом нейтраль- 
ный элемент 0 является единственным элементом из Ν, симме 
тричный к которому принадлежит Ν. 

Рациональное целое, симметричное натуральному числу MZ. 
обозначается —m; Z есть объединение N и множества всех эле- 
ментов —m, где mE М, m£0; т отождествляется с классом, содер- 
жащим (m, 0), а —т с классом, содержащим (0, т); отсюда (при- 
нимая во внимание сказанное при доказательстве теоремы 1) 
легко получаем выражение для суммы двух радиональнных це- 
лых; при тЕМ, ΠΕΝ, nO имеем: 
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a) ели m>n, TO m+(—n)=p, где р — элемент из М такой, 
что m=n-+ Pp; | 

6) ели m<n, TO m+(—n)=—p, где р— элемент из № 
такой, что m+ p=N; 

в) если т == 0, то (—т) + (—п)= — (т- п). 

Эти соотношения остаются в силе и без ограничения п = 0. 
ав случае в) — также m # 0, если условиться, что — 0 означает 0. 

Более общим образом, через — х обозначают элемент, симмет- 
ричный 2, для произвольного рационального целого 2 и называют 
его чаще всего элементом, противоположным XL; композиция 
z+(—y) обозначается сокращенно х— у. 

Отношение порядка т < п между натуральными числами (Теор. 
ΜΗ., гл. ПТ) обладает следующим свойством: если m<n, то 
m+p<n-+p для каждого PEN; покажем, что в Z можно опре- 
делить, и притом единственное, отношение порядка, которое будет 
обозначаться по-прежнему х< у, индуцирующее в М указанное 
отношение и такое, что х<у влечет r+2<yY+2 для каж- 
дого z€Z (этот порядок в называют инвариантным относи- 
тельно переносов; см. гл. VI). 

Действительно, при таком отношении мы для каждого mEN 
олжны иметь 0 < т, откуда (—т) < т- (— т)=0; еелихи y — 
рациональные целые такие, что д <у, то 0=х—х<у— х, следова- 
тельно, у — х=т 6 Ми, значит, у=х-- т; обратно, если существует 
т Е М такое, что у=х- т, то О хЖжт-х, т. е. х<у; таким обра- 
зом, если существует отношение порядка, удовлетворяющее ука- 
занным условиям, оно необходимо эквивалентно отношению 
«существует MEN такое, что у=х-- т» (или также y—ZEN). 
Обратно, это последнее отношение действительно является отно- 
шением порядка, ибо оно, очевидно, транзитивно, и если у=х- т. 
х=у-+ п, тЕМ, пЕМ, то m+n=(, откуда т=п=0 и х=у; при 
этом оно действительно удовлетворяет поставленным условиям; 
наконец, Ζ, совершенно упорядочено этим отношением, ибо х— у= 
= —(y—z) и потому, каковы бы ни были x и у из Z, всегда 
y—zeN или х— УЕ М, т. е. х<у или ух х. 

‚ Рассматривая в дальнейшем как упорядоченное множество, 
мы всюду, где не оговорено противное, будем считать, что порядок 
определен в нем описанным образом. Натуральные числа coBna- 
дают с целыми > 0; они называются также положительными целы- 
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ми; целые < 0 — числа, симметричные положительным целым, — 
называются отрицательными целыми; целые >O (соответственво 
<0) называются строго положительными *) (соответственно строго 
отрицательными); множество всех целых >O обозначается №. 


6. Применения: ТТ. Положительные рациональные 
числа, 


Примем за Ё множество М натуральных чисел, а за закон ком- 
позиции на этот раз умножение; множеством всех регулярных 
элементов из N относительно этого закона служит №. Результат 
симметризации множества N относительно умножения будет обо- 
значаться Q,, а его элементы называться положительными, рацио- 
нальными, числами; закон, полученный путем симметризации умно- 
жения, будет называться умножением положительных рацио- 
нальных чисел и обозначаться мультипликативно. Элементами Q. 
являются классы эквивалентности, определяемые B NXN* отно- 


пением между (ру, 91) и (Pos 42), занисываемым D, Jo Po; элемевт 


из Q,, содержащий (р, 4) Е МХ №, условились обозначать = или 


p/q; таким образом, произведением p,/q, и p,/q, является 
(Ριρο)/(Φι ᾳ9); натуральное число т отождествляется с рациональ- 


тп . 
ными числами — (ne №). Мы не будем продолжать здесь далее 


изучение множества Q,, поскольку ниже ($ 9, n° 5) снова встретим- 
ся с ним как с частью множества © всех рациональных чисел (где 
будет введено не только умножение, индуцирующее на ©, умно- 
жение, определенное выше, но также сложение). 


7. Продолжение представления по симметрии 


Пусть Ё — множество, наделенное коммутативным ассоциатив- 
ным законом. Нижеследующая теорема позволяет продолжать 


на симметризованное множество Ё (n° 4) некоторые представления 
E в множество F, наделенное ассоциативным законом: 


*) Заметим, что, сообразуясь с общей терминологией, принятой для упо- 
рядоченных множеств (Teop. мн., Рез., $6) и упорядоченных групп (см. гл. VI), 
мы отклонились от обычного словоупотребления (где положительное озна- 
Чает » 0); при нашей терминологии 0 одновременно положителен и отрица- 
телен (причем это единственное рациональное цэлое, обладающее таким 
свойством). | 
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ТЕОРЕМА 2. Пусть E — множество, наделенное коммутативным 
ассоциативным законом, и Е — его устойчивое подмножество такое. 


что: 1° каждый регулярный элемент из Е симметризуем в E: 


2° Е порождается объединением Е и множества элементов, симме- 
тричных всевозможным регулярным элементам из Е. Пусть f — npeo- 
ставление Ё в множество F, наделенное ассоциативным 3AKO- 
ном, относящее каждому регулярному элементу из E симметри- 
зуемый элемент в ЕЁ; тогда } может быть, и притом единственным 


способом, продолжено до представления Ё в F. 


Будем законы, заданные в А и Ё, обозначать T, а элемент, 
симметричный элементу хЕЁ (соответственно y€ F), обозначать x’ 
(соответственно у’). Очевидно, закон, индуцированный на f (£) 
законом Т, заданным на F, коммутативен. С другой стороны, из 


доказательства теоремы 1 следует, что каждый элемент we E имеет 
вид x Ту’, rae xe А, ау— регулярный элемент из #; если x Ту = 
=, Ty, то ZT Y =, T y, и поэтому f(x) T f(y,) =f (2) T f(y); 
так как f(y) и f(y,) по предположению симметризуемы и, кроме 
того, перестановочны друг с другом, а также с f(x) и f(z,), το 
TI = (а) TI), так что f(x) T(fy)) зависит 
только от элемента W, но не от выбора его представления в виде 
x Ty’; если при этом ЕЁ, то x =w Т у; значит, f(x) =f (w) T f (y) 
и f(w)=f(x) T (f(y))’. Таким образом, положив f(x T y’)= 
=f(x) Т (f(y))’, мы продолжим отображение f множества ЁвЁ 


на Ё, и выкладки, аналогичные проведенным выше, показывают, 
что это продолжение является представлением £ в F. Единствен- 


ность вытекает из того, что каждое представление g EsF удовле- 
творяет условию g(x Ту’) = (5) T (g(y)) для всякого симме- 
тризуемого у из E. 


8. Применение: умножение рациональных целых 
чисел 


Рассмотрим множество рациональных целых чисел Z (n° 5) 
и множество натуральных чисел NC со структурами, опреде- 
ляемыми в них одним сложением. Если mEN, то (Teop. ΜΗ., 
гл. III) для EN, УЕМ имеет место тождество т (x + y)=mx-+my, 
означающее, что отображение х—>тх М в себя есть представление. 
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Его можно также рассматривать как представление М в Z u на 
этом основании применить к нему теорему 2; поэтому оно может 
быть продолжено до представления Z в Z, которое по-прежнему 
будет обозначаться TZ —> MT; согласно доказательству теоремы 2, 
для c= — п, где nEN*, mx равно — (mn). 

Определим теперь все представления ] Z в Z. Пусть }(1)=а. 
Предположим сначала, что а>0. Имеем f(x+1)=f(x)+a, откуда 
по индукции следует, что f (x) = ax для всех xE М; применяя теоре- 
ΜΥ 2 к Z u N, имеем поэтому f (x) = ax, каково бы ни было ΖΕ Z. 
Пусть теперь a= —n, где пе №; отображение х—>—}(5) есть 
композиция f и отображения х—>—х (являющегося, в силу KOM- 
мутативности сложения, представлением) и, значит, представление, 


отображающее 1 в п>0, откуда —f(x)=nx u f(x)= — (ne), 
каково бы ни было zEZ; здесь снова по определению полагают 
7 (1) =ах, полагая тем самым (—п) х= — (nr) для всех п = №, 
ТЕХ. 


Таким образом, произведение аб определено, каковы бы ни 
были aeZ, LEZ. Для mEN, пЕМ имеем (—m)n= — (mn), 
т (— п) = — (mn), (— т) (—п) =тп, откуда непосредственно сле- 
дует, что умножение в Z ассоциативно и коммутативно; по самому 
способу, каким было получено произведение, имеем х(у- 2) = 
= Ty + TZ, откуда (по коммутативности) (x + у) == 22-|- yz, каковы 
бы ни были г. U, в 1 Veoh ed, slip, 

Очевидно, N есть устойчивое множество относительно так 
определенного в Z умножения; иными словами, отношения zr > 0, 
у>0 влекут ху>0. Поэтому, если х<у и z>0, то z(y—z)>0, 
т. 6. ро ΖΗ. | 


В $8 (n° 1) мы увидим, что рассуждение, приведшее к определению 
умножения в Z, позволяет при надлежащем его обобщении определить 
кольцо эндоморфизмов произвольной коммутативной группы. 


9. Обозначения элемента, симметричного данному 


Множество рациональных целых чисел позволяет ввести 


n 
обозначение, содержащее обозначение T x, введенноеви° 3 $1, как 


частный случай. Напомним, что для ассоциативного закона Т, 


| 0 
обладающего нейтральным элементом €, мы положили Т х=е, 


каково бы ни было X, если при этом существует элемент т’. 


4 Ἡ. Бурбаки 
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—n n 
симметричный 2, TO, по определению, полагают Т х= T x’, каково 


a 
бы ни было NEN*: тогда T x определено, каково бы ни было 


1 
a€Z, и, в частности, имеем Тх=х’. Легко убедиться в том, что, 


каковы бы ни были ae Z, bEZ, 


Τα-(Τα)τίτα) (1) 
ab a b 
τα-Ττί(τα) (2) 


Сделаем еще несколько общих замечаний относительно терми- 
нологии и обозначений для законов композиции, записываемых 
аддитивно или мультипликативно: 

а) Если только определенно не указано противное, + упо- 
требляется лишь для обозначения коммутативного ассоциатив- 
ного закона композиции элементов некоторого множества Ё. Для 
обозначаемого так закона считают --х, где хЕЁ, означающим 
само X; если при этом 5 симметризуемо, то элемент, симметричный X, 
обозначается —х и чаще всего называется противоположным 2. 
Кроме того, композиция 2--(-- y) обозначается сокращенно x — y; 
аналогично такие обозначения, как х--у—2, 2 y— 2,2% y 
+-2—t, означают соответственно х-- у-- (— 2), x+(—y)+(—2), 
2+(—y)+2z-+ (—t). Наконец, во всех случаях, когда композицию 
последовательности из п (nEN*) элементов, каждый из которых 
равен x, обозначают nx ив Ё существует нейтральный элемент, 
уславливаются понимать под 0 2 этот нейтральный элемент (а самого 
его чаще всего обозначать 0 и соответственно именовать нулем); 
если же х обладает противоположным элементом — X, то через 
(—n)x обозначают элемент п (— 2) = — (пл). 

6) Если только определенно не указано противное, мульти- 
пликативное обозначение употребляется только для ассоциативного 
закона. При такой записи закона, если существует элемент 2’, 
симметричный 2, его чаще всего называют обратным к X, а эле- 


мент x — обратимым; при тех же условиях 2°, где GE Z, означает 
4; 


элемент, обозначавшийся выше для закона Т через Τά; в частно- 
сти, элемент, обратный x, обозначается x’. 
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Если, кроме того, рассматриваемый мультипликативный закон 
коммутативен (и только в этом случае), а 1 означает нейтраль- 
ный элемент (чаще всего называемый в этом случае, соответственно 
его обозначению, единицей), то иногда уславливаются, если 


у обратимо, записывать элемент у | в виде 7 И элемент ay tyes 


x x 
в виде — ; вместо -- пишут также х/у, если только это не может 


вызвать путаницу. Элемент, обозначаемый таким способом, назы- 
вают дробью; при этом х называется числителем, а у — знаме- 
нателем дроби. 


в) В дальнейшем, при общих рассуждениях, относящихся 
к ассоциативным законам композиции, мы чаще всего будем поль- 
зоваться мультипликативным обозначением (но если закон, кро- 
ме того, коммутативен, то иногда и аддитивным). 


Упражнения. 1) Пусть Т — всюду определенный закон 
композиции Ha множестве ЕЁ. Обозначая через К «сумму» (Teop. 
мн., Рез., $ 4, n° 5) E и множества fe}, состоящего из одного элемента, 
и отождествляя E и fe} с соответствующими подмножествами множества 
F, показать, что на / можно, и притом единственным способом, опре- 


делить закон композиции | , индуцирующий на Ё закон Т и имею- 


— 


щий е нейтральным элементом; если Т ассоциативен, тои | ассоциа- 


тивен. (Еслив Æ нет нейтрального элемента относительно Т , то гово- 
PAT, что К получается из E «путем присоединения нейтрального эле- 
мента».) 

2) Пусть Т — всюду определенный закон на Ё. Для его ассо- 
циативности необходимо и достаточно, чтобы каждый левый перенос Vy 
был перестановочен с каждым правым переносом д, (относительно 
закона fog в множестве всех отображений Е в В). 

3) Для того чтобы в множестве Ё всех отображений E в E отно- 
шение fo g— fo h влекло # = h, необходимо и достаточно, чтобы } было 
взаимно однозначным отображением Ё в E; для того чтобы отношение 
gof=hof влекло == h, необходимо и достаточно, чтобы f было отобра- 
жением Ё на Ё; для того чтобы } было регулярным (относительно. 
закона ο), необходимо и достаточно, чтобы f было взаимно однознач- 
ным отображением E на EL. 

4) В свободном моноиде ($ 1, n° 3) каждый элемент регулярен. 

9) Определить на множестве Ё, состоящем из п элементов, где 
2<n<9, все всюду определенные законы с нейтральным элемен- 
том, относительно которых каждый элемент из E регулярен; показать, 
что при n=O существуют также неассоциативные законы, удовлс- 
творяющие этим условиям. 


- 
/ an 
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Упражнения с 6 по 16 включительно относятся к мультиплика- 
тивно обозначаемым ассоциативным законам на множестве Ё; е озна- 
чает нейтральный элемент, если таковой существует, Ya и Og — левый 
и правый переносы, соответствующие элементу a € Е; если ХС Е, то, 
по определению, γα (Х) =аХ, да (Х) =Ха. 

6) Для ассоциативного закона на конечном множестве каждый 
регулярный элемент обратим. [Использовать предложение 4.] 

7) Пусть заданы ассоциативный закон на множестве Ё и элемент 
x € E, и пусть A — множество всех x”, гдепе N*; далее, если суще- 
ствует нейтральный элемент, пусть В — множество всех x", где 
ΠΕΝ; если, кроме того, x обратимо, то пусть С — множество всех 
α΄, rue a€ Z. Показать, что если A (соответственно В, С) бесконечно, 
TO (наделенное законом, индуцированным законом, заданным на £) 


‚оно изоморфно N* (соответственно N, 7), наделенному сложением. 


8) В обозначениях упражнения 7 предположим, что A конечно. 
Показать, что A содержит идемпотент À ($ 1, n° 4), и притом только 
один. [Если xP и x? — идемпотенты, то хр — хР9, 11—24, и значит, 
x? —=x1.] Если h=xP, то множество D всех x” сп > р есть устойчивое 
подмножество множества Ё такое, что относительно закона, индуци- 
рованного на D, h является нейтральным элементом и все элементы 
из D обратимы. 


*9) Пусть на множестве E задан мультипликативный закон и а — 
элемент из Е такой, что левый перенос у. есть взаимно однозначное 


’ отображение Е в Е. 


а) Показать, что если существует элемент и, для которого аи=а, 
то их=х для всякого zE E; в частности, если хи=х для каждого 
хЕЕ, то u — нейтральный элемент. 

6) Показать, что если существуют u€ E, для которого au=a, 
и bCE, для которого аб = и, то ba=u. [Образовать αὖα.] В частности, 
если существуют нейтральный элемент е и элемент 6, для которого 
ab=e, то ὦ — элемент, обратный a. 


10) Показать, что если а и ὦ — такие элементы из Е, что Ύρα — 
взаимно однозначное отображение E в E, TO Ya — взаимно однознач- 
moe отображение FL в Е. Вывести отсюда, что для коммутативного ассо- 
циативного закона на EL множество 5 всех нерегулярных элементов 
из Е обладает свойством ES CS (и, в частности, устойчиво). 

*11) Е называют полугруппой с левым сокращением, если ‘ух есть 
взаимно однозначное отображение Е в Е для каждого x CE. 

а) Если и — идемпотент ($ 1, n° 4), το их=х для каждого ΕΕ. 
[Использовать упражнение 9а.] и — нейтральный элемент OTHOCH- 
тельно закона, индуцированного на Eu. 

6) Если и и v— два различных идемпотента из Е, то Eu)Ev= 2 
[показать, что отношение хи=у влечет xu—xv] и множества Eu 
и Ευ (наделенные законами, индуцированными законом, заданным 
на E) изоморфны. 
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в) Пусть А — дополнение к объединению множеств Eu, где u 
пробегает множество всех идемпотентов из E. Показать, что ER С В. 
| Доказать, что идемпотент и не может удовлетворять равенству ху= 
=хуи прих ЕЁ, уЕВ.] Следовательно, В — устойчивое подмножество 
множества Ё. Если R не пусто, το аВ == В для каждого a € R. [Для 
доказательства того, что в противном случае В содержало бы идем- 
потент, воспользоваться упражнением 9а.] В частности, В тогда бес- 
конечно. А называется остаточным множеством полугруппы с левым 
сокращением E. | 

г) Если В не пусто и в Е существует хотя бы один идемпотент u 
(τ. е. E= В), то для каждого x € REu имеем хЁВи == Eu. [Показать, 
что в противном случае существовало бы a € В, для которого аВ = 
—R.] В частности, ни один элемент из REu не обратим в Вии REu— 
бесконечное множество. [Использовать упражнение 8.] 

д) Если Е обладает нейтральным элементом 6, то он является 
единственным идемпотентом в Е и В пусто. [Заметить, что E=Ee.] 

е) Если существует a € E такое, что правый перенос ὃς является 
взаимно однозначным отображением Е в Е (в частности, если заданный 
на Е закон коммутативен), то либо Е обладает нейтральным элемен- 
том, либо Е= ВН. [Заметить, что если существует идемпотент и, то 
za=xua для каждого хЕЁЕ.] 


x) Если существует аЕЁ такое, что δα является отображением 
Е на Е, то либо Е обладает нейтральным элементом, либо E = В. [Рас- 
смотреть отдельно случаи a€R и a€ Eu, где и — идемпотент.] 

*12) Пусть на Е задан мультипликативный закон x à ЕЕ таково, 
что Ya является отображением Е на Е. 

а) Показать, что если существует и, для которого иа=а, то их=х 
для всякого x CE. 

6) Для того чтобы Yra было взаимно однозначным отображением Е 
в Е, необходимо и достаточно, чтобы Ya было взаимно однозначным 
отображением E на Е, a уь — взаимно однозначным отображением 
Е в Е. 

*13) Предположим, что у, для каждого x € E есть отображение 
Е на Е. Показать, что если Ya для некоторого с € Е есть взаимно одно- 
значное отображение E на FE, то у, для каждого x € E есть взаимно 
однозначное отображение E на Е. [Использовать упражнение 126. ] 
То же, в частности, верно, если в Е существуют элементы а, 6 такие, 
что ab= δ. [Использовать упражнение 12а.] Ё является тогда полу- 
группой с левым сокращением, остаточное множество В которой 
пусто; кроме того, для каждого идемпотента и все элементы из Eu 
обратимы в Eu. 


*14) Для ассоциативного закона на конечном множестве E суще- 
ствуют минимальные множества вида aE (т. е. минимальные элементы 
множества всех подмножеств множества Ё, имеющих такой вид, упоря- 
доченного по включению). 
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а) Если M —aË минимально, то хМ — xE =М для каждого x € M; 
наделенное индуцированным законом, М является полугруппой с левым 
сокращением (упражнение 11), в которой каждый левый перенос есть 
взаимно однозначное отображение М на себя. [CM. упражнение 13.] 

6) Если М =аЕ и M’=a’E минимальны и различны, то МОМ’ = 
= ©: для каждого БЕ M отображение x’ > be’ множества M' B M 
есть взаимно однозначное отображение М’ на М. Вывести отсюда, что 
существуют идемпотент u’ € М’, для которого би’ =, и идемпотент 
u€M, для которого ии’ =и. [Взять за и идемпотент, для которого 
bu=b.] Показать, что и’и=и’ [рассмотреть uu’u] и что каждое 
y Е М’, для которого у’и=у’, принадлежит M'u'. 

в) Показать, что отображение x’ > их’ множества М’и’ в М 
есть изоморфизм M’u' на Ми; вывести отсюда, что М и М’ — изоморф- 
ные полугруппы с левым сокращением. 

г} Пусть М; (4 <i<r) — попарно различные минимальные MHO- 
;жества вида aE; вывести из 6), что идемпотенты каждой полугруппы 
с левым сокращением М; можно расположить в последовательность 
(u) (A<7<s) так, чтобы изик,= и, для любых i, 7, К. Показать, 
что Eu; CK, где К — объединение полугрупп M;. [Заметить, 
что ти;ЁЕ для каждого хЕЕ есть минимальное множество 
вида aE.] Вывести отсюда, что Eu;, есть объединение множеств 
чв Вик; (1<k<r) [шоказать, что (Eu, ))M,=ur;Eu,;] и что 
Eu,;E=K. Наконец, доказать, что каждое минимальное множество 
вида Eb совпадает с одним из 5 множеств Eu;,. [Заметить, что на OCHO- 
вании а) Ebu,;b=Eb, и вывести отсюда, что LbC K.] 

15) Пусть (α1}|--1--ῃ-- Конечная последовательность элементов, 
для которых левые переносы у. являются взаимно однозначными 

Ἔ 


отображениями E BE. 

a) Показать, что соотношение 51х....х„==е влечет все соотношения 
5141... Inkıka ... Же (1 << п), получающиеся из него «круговой 
перестановкой». 

6) Вывести отсюда, что если композиция последовательности (α;) 
обратима, то каждое х; обратимо. | 

16) Если x и y обратимы, то элемент y tx 1/2; называется комму- 
татором x иуи обозначается хоу. Показать, что для того, чтобы x 
и у (предполагаемые обратимыми) были перестановочны, необходимо 
и достаточно, чтобы хоу=е. Доказать тождества 


you = (хоу) 1, Σο(γ2) = (Loy) (2°(тоу)) (x02), 
(σον) (zo(xoy)) (202) 1 (yoz) (2ο(γοα)) (wey) 1 (202) (yolzox)) (уо2) 1=е. 


[Третье получается из второго круговой перестановкой x, у, зи по 
членным перемножением полученных тождеств. | 

17) Распространить доказательство теоремы симметризации (тео- 
рема 1) на тот случай, когда T — ассоциативный закон и каждый 
регулярный относительно него элемент — центральный. 
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*18) Пусть Т — ассоциативный закон на множестве E и E* — 
множество всех регулярных относительно него элементов; предполо- 
жим, что E* не пусто и что каждый регулярный элемент — централь- 
ный. Обозначим через % множество всех À C E, обладающих следую- 
щим свойством: существует y € E*, для которого dy (Е) СХ. 

а) Показать, что пересечение двух множеств из % принадле- 
жит τ. 

6) Пусть Ф — множество всех функций, определенных на MHO- 
жествах из 75, принимающих значения в EL и таких, что, каковы бы 


ни были ДЕ Фи ХЕХ, F (X) принадлежит %. Обозначим через В 
следующее отношение между элементами f и g множества D: «суще- 
ствует множество À Е 5 такое, что сужения [и г на À совпадают». 
Показать, что А — отношение эквивалентности; пусть Y—D/R — 
фактормножество множества Ф по этому отношению. 

в) Пусть ри g — элементы из D, AET u BET — множества, 
на которых f и g соответственно определены, и пусть существует 
X C В, принадлежащее %, для которого g (X) С A; обозначая через 
gy сужение g на Х, показать, что отображение fogy принадлежит Ф 
и что его класс (mod В) зависит только от классов функций f из 
{но не от X); этот класс называется композицией класса функции f 
и класса функции 2; показать, что так определенный закон компози- 
ции в Ф ассоциативен и обладает нейтральным элементом. 

г) Показать, что левый перенос у, для каждого a€ E принадле- 
жит Ф; пусть фа — его класс (mod В). Показать, что отображение 
2 > φχ есть изоморфизм Е в Фи что если xE E*, то фу обратимо в Y. 
[Рассмотреть отображение, обратное к γχ, и показать, что оно принад- 
лежит Ф, а его класс (mod В) симметричен @,.] Получить отсюда 
новое доказательство теоремы 1 и ее обобщения, сформулированного 
в упражнении 17. 


$ 3. Внешние законы композиции 
1. Внешние законы вомпозиции 


ОпРЕДЕЛЕНИЕ 1. Buewnum законом композиции элементов 
множества |}, называемого множеством операторов (или областью 
операторов) закона, и элементов множества E называется отобра- 
жение f некоторого множества ACQXE в Е. Значение f(a, x), 
принимаемое fe (%, x) Е A, называется композицией οι и х относитель- 
но этого закона. Элементы из ® называются операторами закона. 


Как и в случае внутренних законов, допуская вольность, гово- 
рят, что внешний закон задан (или определен) на Ё. Наиболее 
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важны законы всюду определенные, т. 6. определенные Ha A—QXE; 


они и будут чаще всего рассматриваться в дальнейшем. 

Из наиболее распространенных обозначений для композиции 
аи 2 приведем мультипликативное слева &-x (где точка может при 
желании опускаться), мультипликативное справа X-& и экспонен- 
циальное x“; при рассмотрениях $5 3—5 мы для обозначения 
произвольных внешних законов будем обычно пользоваться зна- 
ком 1. 


Примеры. 1) Если на множестве Ё задан мультипликативно 
обозначаемый ассоциативный внутренний закон, то (п, z)— οἱ есть 
всюду определенный внешний закон композиции элементов из N* 
и Е; дляаей (а, х) —> x” есть закон композиции элементов из Z 
и E, всюду определенный лишь когда все элементы из E абратимы. 
Сказанное относится также к законам (п, x)—> πα и (а, х) >> ах для 
аддитивно обозначаемого внутреннего закона на E Ὁ). 

2) При заданных множествах E и F отображение (A, У) > Х‹У 
есть (всюду определенный) закон композиции множеств ХС FXF 
и УС EXF, где первые служат операторами; отображение (Z, У) — 
—-YoZ есть закон композиции множеств Z С FXF (операторов) и мно- 
жеств УС FXE. 


3) При заданном внутреннем законе композиции Т на Е через 
x ТА, ге ας Ε, АС Ε, обозначают множество всех x Гу, где у 


пробегает A (т. е. множество {x} T A); этим определяется закон ком- 
позиции элементов из Е (операторов) и подмножеств множества Е. 


Если | — внешний закон композиции операторов a€ Q и эле- 
ментов ХЕЁ, определенный на множестве АС ОХА, то через 
ELX для каждого SC (ὁ и каждого X C Ё обозначают множество 
всех α] 42, rmea€S, хЕХ и (a, 2)Ε A; если Я сводится к одному 
элементу &, вместо {a} 1 Χ пишут aLX. 


Отображение (=, X) — 5 Х есть всюду определенный заков 
композиции подмножеств множеств Q и E. 


*) Может случиться, что наряду с этим внутренним законом на Ё задан 
мультипликативно обозначаемый внешний закон, область операторов кото- 
рого содержит множество N натуральных чисел (или его часть). В этом слу- 
чае во избежание путаницы следует пользоваться для суммы последователь- 
ности п членов, равных x, каким-нибудь обозначением, отличным OT п:х 
(если только эта сумма не равна всегда композиции п и 2 относительно задан- 
ного внешнего закона). 
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Если а | т— внешний закон композиции операторов aEQ и 
элементов CE Ё, тох—> fu (x) =a | x есть отображениев Ё некоторого: 
его подмножества, а именно множества тех X, для которых © | 2 оп- 
ределено. Это отображение называется умножением на оператор αι. 

Обратно, пусть (ῄα)αεα — семейство отображений подмножеств 
множества Ё в E, имеющее (ὁ своим множеством индексов; тогда 
отображение (α, 2) --» fa (x) есть закон композиции элементов из (2 
и Ё. Таким образом, совершенно безразлично, задаться ли Ta- 
ким семейством ([,) или же задаться законом композиции элемен- 
тов из Фи E. Если | — внешний закон композиции элементов. 
из Qu E, то элемент x € E называется инвариантным относительно. 
оператора «Е ©, когда & | 2 определено и равно zx; элемент € € {2 
называется нейтральным оператором, если все элементы множе- 
ства Ё инвариантны относительно €. 


2. Раздвоение внутреннего закона 


Множество © операторов внешнего закона на множестве Ё 
может совпадать с самим Ё; если @ = ЕЁ, то налицо отображение: 
в Ё некоторого А С. ЕХЁ, и это отображение можно с равным пра- 
вом считать определяющим внутренний закон композиции эле- 
ментов из Ё. Более точно: отображение (x, Y)— f (x, y) множества 
Ας ΕΧΩ Β ЕЁ можно рассматривать как определяющее следую- 
щие законы, которые важно ясно различать: | 

1° внутренний закон T , при котором композицией x и у служит 
rTy=f(z, y); | 

2° внутренний закон T , противоположный предыдущему (8 1, 
n° 1), при котором композицией x и у служит Ту=утх = { (у, 2); 

3° внешний закон | композиции операторов x€ E и элементов: 
y€ #, при котором композицией хи у является <Ly=f(z, у); он 
называется левым внешним законом, порожденным законом Т; 

4°внешний закон | композиции операторов хЕЁ и элементов. 


уУЕЁ, при котором композицией x n y является xLy=f(y, +); 


он называется правым внешним законом, порожденным законом Т,и 
является также левым внешним законом, порожденным законом] . 


Если можно не опасаться путаницы, для обозначения внешних 
законов, порожденных внутренним законом [| , пользуются тем же 
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символом Τ ‚ записывая композицию хи упри левом внешнем законе 
в виде x | y H при правом внешнем законе — в виде у | х. 


Если Т — всюду определенный закон на Ё, то порожденный 
им левый внешний закон есть закон, соответствующий (описанным 
выше образом) семейству всех левых переносов (у..)хск, а правый 
внешний закон — семейству всех правых переносов 0... Сказать, что 
6 ЕЕ есть нейтральный элемент относительно закона T , все равно, 
что сказать, что е есть нейтральный оператор для левого и пра- 
вого внешних законов, порожденных законом Т. 

Мы будем говорить, что два внешних закона, порожденных 
заданным внутренним, получаются путем раздвоения последнего. 
Всякий раз, когда область операторов внешнего закона на Ё 
совпадает с А и есть опасность путаницы, эта область будет заме- 
няться некоторым множеством Ё’, поставленным во взаимно 
однозначное соответствие с Ё, а композиция x' EE” u yEE счи- 
таться, по определению, равной композиции оператора хЕЁ 
и элемента y € Ё при заданном законе, где x — элемент из Ё, соот- 
ветствующий элементу x ΕΠ’. Разумеется, одновременно с этим 
в δ’ будут при необходимости переноситься и все структуры, 
заданные в Ё (Теор. мн., Рез., $ 8, n° δ). 


3. Устойчивые множества. Индуиированиные законы 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Подмножество А множества Е называется 
устойчивым относительно внешнего закона композиции à Lx one- 
раторов «Е Q и элементов хЕЁ, если композиция οι 1 x принадле- 
жит А всякий раз, когда хЕА и aLx определено. 


Иными словами, А устойчиво, если (ὁ | ACA. 

Пересечение семейства устойчивых подмножеств множества L, 
очевидно, устойчиво, так что существует наименьшее устойчивое 
множество, содержащее заданное ХС А; оно называется устой- 
чивым множеством, порожденным Х. 


Пример. Для внешнего закона, полученного путем раздвоения 
умножения натуральных чисел, устойчивое множество, порожденное 
множеством {1}, содержит п.1=и для каждого п € М и тем самым 
совпадает с N. На этом примере видна необходимость тщательно отли- 
чать внутренний закон от внешних, получающихся путем его раз- 
двоения, поскольку относительно умножения натуральных чисел 
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множество {1} само устойчиво. Более общим образом, если множество 
АСВ устойчиво относительно левого (или правого) внешнего закона, 


порожденного внутренним законом Т, то оно устойчиво и OTHOCH- 
тельно Т; HO, как показывает предыдущий пример, обратное неверно. 


Если | — всюду определенный внешний закон композиции 
операторов & € Фи элементов хЕЁ и A — подмножество множества 
Е, устойчивое относительно этого закона, то, каково бы ни было 
Ὅς 9, сужение функции a Lx на DXA есть всюду определенный 
внешний закон композиции операторов GED и элементов 26; 
он называется законом, индуцированным законом | на множествах 
Ф и А. Более общим образом: 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 9. Пусть | — внешний закон композиции опера- 
торов a€ Q и элементов x € Е, определенный na АСФХЕ, иФС®, 
ЕСА; законом композиции операторов QED и элементов хЕР, 
индуцированным законом |, называется закон, определенный на 
множестве тех (a, т) ЕФХЕ, для которых (a, т) ЕА и alxEF, 
и относящий каждой такой паре (a, x) композицию “| т. 


Там, где нет опасности путаницы, закон, индуцированный зако- 
ном |, мы будем (допуская вольность) обозначать снова |. Говоря 
(без дополнительных уточнений) о законе, индуцированном зако- 
ном | на некотором множестве FC Æ, мы будем всегда под- 
разумевать, что Ф=о. 

Напротив, рассматривая случай, когда F=E и ФСО, мы 
будем по-прежнему говорить, что закон, индуцированный на Ф 
и Ё, получен путем сужения области операторов заданного закона 
ло множества Ф. 


Упражнение. Пусть 1 — всюду определенный закон ком- 
позиции операторов α Е © и элементов x € E. Пусть, далее, F — мно- 
жество всех отображений E в Е, С — его подмножество, образованное 
умножениями |, на всевозможные операторы α закона |, и H— 


устойчивое относительно закона fog подмножество множества F, 
порожденное множеством С и тождественным отображением Ё на себя. 

а) Показать, что каждое подмножество множества Ё, устойчивое 
относительно закона | , устойчиво относительно закона (], x) -> f (x) 


композиции операторов f € À и элементов x € Е, и обратно. 

6) Устойчивое относительно закона | множество, порожденное 
множеством ХС E, совпадает с множеством всех f(x), где | пробе- 
тает À, а x пробегает X. 
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$ 4. Алгебраические структуры 


1. Определение алгебраической структуры 


Предметом алгебры является изучение структур, определяе- 
мых заданием одного или нескольких внутренних или внешних 
законов композиции элементов одного или нескольких множеств. 
Чаще всего все эти множества, кроме одного, рассматриваются 
как вспомогательные (Теор. мн., Рез., $ 8, п° 2), что приводит 
к следующему определению. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Алгебраической структурой в множестве Е 
называется всякая структура, определяемая в Е одним или несколь- 
кими внутренними законами композиции элементов из E и одним 
или несколькими внешними законами композиции операторов из 
областей операторов ©, ©,... и элементов из Е, причем эти 
законы могут быть подчинены некоторым условиям (например, 
ассоциативности, коммутативности и т. п.) или быть связаны 
друг с другом некоторыми отношениями (см. $5). 

Аналогично определяется алгебраическая структура на не- 
скольких основных (и, возможно, нескольких вспомогательных} 
множествах путем задания внутренних или внешних законов ком- 
позиции на некоторых основных множествах; часть основных 
множеств может служить областями операторов внешних законов 
структуры. 

Таким образом, род алгебраической структуры Σ (Теор. ΜΗ., 
гл. IV, $ 1), определенный на основных множествах базы X], 
.... Zn Wee вспомогательных множествах A,,..., A, (в теории более 
сильной, чем теория множеств), имеет общую структуру вида 
(51, ..., S,) И типовую характеристику вида | 


«ЕТ: и $ ЕГ.и ... и $ ЕГ», 


где каждое 7’, получается путем замены в терме $ ((u X о) X V) буквы 
р одной из букв £,, буквы и— одним из термов x, или A,. При этом 
аксиома рода À записывается в виде «Р и Q», где Р есть отношение 
«$, есть функциональный график и ... 

. HS, есть функциональный график» 
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(выражающее таким образом, что $, являются графиками 
законов композиции); отношение О (выражающее дополнительные 
условия, наложенные на законы композиции рода структуры À) 
называют вообще (допуская вольность речи) аксиомой рода Σ 
(и, разумеется, чаще всего оно представляется в виде конъюнкции 
нескольких отношений, называемых аксиомами рода À). 

С таким родом структуры À можно ассоциировать род алге- 
браической структуры %,, имеющий те же множества базы и ту же 
типовую характеристику, но аксиома которого сводится к Р; 
У называется обедненным родом структуры, соответствующим À. 
Два рода алгебраической структуры, имеющие один и тот же 
обедненный род структуры, называются гомологичными, и две 
структуры гомологичных родов называются гомологичныгми. 
= Определение алгебраической структуры естественно порождает 
понятие изоморфизма (Теор. мн., Рез., § 8, n° 5): если на Ё и E’ 
заданы алгебраические структуры одинакового рода, то изомор- 
физм Е на E” есть биекция*)} : Е —> Е’ такая, что внутренние и внеш- 


ние законы на Ё’ получаются из соответствующих законов Ha Ё 
переносом структуры посредством f и тождественным отображе- 
нием каждой из областей операторов внешних законов (являю- 
щейся вспомогательным множеством для обеих структур). 


Если речь идет о роде алгебраической структуры Σ, опре- 
деленном на нескольких основных множествах базы X, ..., Lys 
το 06 изоморфизме Κι, ..., Е, на Κι, .... En еще говорят, когда 
ни одно x, не является областью операторов внешнего закона. 
В противном случае систему (1, ..., /„), где f, — биекция E, на Ё; 
и законы композиции структуры, рассматриваемой в Ё', ..., En, 
получаются из законов композиции структуры, заданной в Κι, ... 
.., En, переносом структуры посредством отображений f, и тож- 
дественного отображения каждого из вспомогательных множеств 
рода Σ, — предпочитают называть полиизоморфизмом (биизомор- 
физмом при п=2); если же рассматриваемые структуры совпадают, 


то говорят о полиавтоморфизме (биавтоморфизме при п=2). 


Это различение между полиизоморфизмом и изоморфизмом вве- 
дено главным образом из-за того, что обычно, допуская вольность, 
отождествляют два рода алгебраических структур, отличающиеся 


*) То есть взаимно однозначное отображение на.— Перев. 
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лишь тем, что некоторые основные множества базы одного рассматри- 
ваются как вспомогательные множества базы другого °(например, 
в модуле над кольцом последнее рассматривают то как вспомогатель- 
ное множество, то как основное).. 


2. Устойчивые миножества. Индуцированная алге- 
браичесвая структура 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Пусть Е — множество, наделенное алгебраической 
структурой. Множество АСЕ называется устойчивым (относи- 
тельно структуры, заданной BL), если оно устойчиво относительно 
каждого из внутренних и внешних законов, определяющих эту 


Пересечение произвольного семейства устойчивых множеств 
есть снова устойчивое множество; в частности, существует наи- 
меньшее устойчивое множество, содержащее заданное множество 
ХС Е; оно называется устойчивым множеством, порожденным 
множеством À. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Пусть E — множество, наделенное алгебраи- 
ческой структурой. Индуцированной ею структурой в множе- 
стве ЕС. Е называется структура, определяемая в F внутренними 
и внешними законами, индуцированными на F законами, опреде- 
ляющими структуру в E. 


Часто говорят, что структура, заданная в Ё, является продол- 
жением структуры, индуцированной ею в множестве FCE. 

Если структура, рассматриваемая в Ё, есть структура рода 
x и 2%,— соответствующий обедненный род структуры (п°1), 
то индуцированная структура в F есть структура рода Ж, но не 
обязательно рода Σ, даже когда F— устойчивое множество. 


В $ 6 будет показано на примере, что структура, индуцирован- 
ная в устойчивом подмножестве F группы E заданной в Е групповой 
структурой, вообще говоря, не является уже групповой структурой. 


>. Факторструвтуры 


В дальнейшем будут рассматриваться отношения эквивалент- 
ности А, S,... между элементами множеств, наделенных алгебраи- 
ческими структурами. Напомним (Teop. мн., Рез., ἃ 5, n° 2), 
что отношение А между элементами X, у часто записывается в ви 
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де æ=y(mod À) или просто x = y, если нет опасности смешения. 
с другим отношением. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Пусть Т — внутренний закон композиции, эле- 
ментов множества Е. Говорят, что отношение эквивалентности В 
согласуется с законом T, если xTy=x Ty (mod В) всякий pas, 
когда x == т’ (mod В), у= у’ (mod В) и композиции xTy u x Ty’ 
определены. Закон, относящий классам эквивалентности элемен- 
тов 2 и у класс эквивалентности, элемента XT у, есть внутренний 
закон композиции элементов фактормножества E/R, называемый 
факторзаконом закона Т по В. 


Если Т всюду определен, то всюду определен и его факторзакон 
по А; если Т ассоциативен, то и факторзакон ассоциативен; если 
T коммутативен, то и факторзакон коммутативен (кратко говорят, 
что ассоциативность и коммутативность сохраняются при фактори- 
зации). Если Т обладает нейтральным элементом е, то и факторза- 
кон обладает нейтральным элементом (а именно классом эквива- 
лентности, которому принадлежит €); элементам из E, симметрич- 
ным относительно T , соответствуют в Ё/Ё элементы, симметричные 
относительно факторзакона, и значит, симметризуемому элементу 
из Ё отвечает симметризуемый элемент из Ё/А. С другой стороны, 
регулярному элементу из Ё не обязательно соответствует регуляр- 
ный элемент в Z/R (см. пример ниже). 


ОСиРЕДЕЛЕНИЕ 9. Лусть | — enewnuü закон композиции операто- 
poe «Е@ и элементов множества Е. Говорят, что отношение 
эквивалентности R между элементами из Е согласуется с зако- 
ном |, если а | х=а 1х’ (mod А) всякий раз, когда х==х’ (mod В) 
и композиции a Lx u & 2’ определены. Закон, относящий опера- 
тору οι и классу эквивалентности элемента х класс эквивалент- 
ности, элемента οι 1 х, есть внешний закон композиции операторов 
den и элементов из E/R, называемый факторзаконом закона | 


по В. 


Если отношение А согласуется с внутренним законом T , TO оно 
согласуется также, с одной стороны, с противоположным законом, 
а с другой — с двумя внешними законами, получающимися из Т 
путем раздвоения. Факторизация по этим четырем законам дает 
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ABA противоположных внутренних закона композиции элементов 
из E/R и два внешних закона композиции элементов из Ё, служа- 
щих операторами, и элементов из E/R. 

Обратно, пусть Т — всюду определенный внутренний закон 
и А — отношение эквивалентности, согласующееся с обоими 
порождаемыми Т внешними законами. Тогда отношения x = 
(mod А), y=y’ (mod А) влекут, с одной стороны, © Ty=xTy 
(mod К), а с другой, х’Ту=х’Ту (mod В), и значит, хТу=х' Ту’ 
(mod А); тем самым А согласуется с Τ. 

Если отношение А согласуется с левым (соответственно пра- 
вым) внешним законом, порожденным внутренним законом Τ, 
то мы кратко говорим, что А согласуется слева (соответственно 
справа) с Т. Таким образом, имеем: 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Для того чтобы отношение эквивалентности 
согласовалось со всюду определенным внутренним законом, необхо- 
димо и достаточно, чтобы оно согласовалось слева и справа с этим 
законом. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 6. Пусть Е — множество, наделенное алгебра- 
ической структурой, определяемой внутренними или внешними 
законами композиции. Говорят, что отношение эквивалентности 
В между элементами множества Е согласуется со структурой, 
заданной в E, если оно согласуется со всеми этими законами; струк- 
тура, определяемая в фактормножестве E/R ux факторзаконами 
по В, будет называться факторструктурой структуры, заданной 
в Е, по В, а E/R, наделенное этой факторструктурой, — резуль- 
татом факторизации множества E, наделенного заданной струк- 
mypoü, по В. 


Если структура, рассматриваемая в E, — рода Σ и ὃρ-- 
соответствующий обедненный род структуры (n° 1), то фактор- 
структура в E/R будет рода Σρ; но нужно в каждом случае иссле- 
довать, будет ли она также рода À (так, во всяком случае, будет, 
в частности, когда À есть род групповых структур ($ 6) или род 
кольцевых структур ($ 8)). 


Пример: Сравнения B Z. 
Пусть a€ Z; отношение между элементами 2 и у из Ζ, «сущест- 
вует z€Z такое, TOL — у = 42» есть отношение эквивалентности; 
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его раз навсегда условились записывать 2 = y (mod а) или, короче, 

=y (а) и называть сравнением по модулю а. заменив а на — а, 
получим эквивалентное отношение, так что можно считать a> 0; 
если а =0, то х = (0) означает, что x — y; таким образом, отноше- 
ние, отличное от равенства, получается лишь при а =2 0; поэтому 
в дальнейшем, если только явно не указано противное, будет пред- 
полагаться, что а > 0. 

Фактормножество множества Z по сравнению x == (a), где 
а > 0, есть конечное множество U3 A элементов, называемое множест- 
вом рациональных целых по модулю а; этот факт вытекает из следу- 
ющего свойства, обобщающего на рациональные целые евклидово 
деление натуральных чисел (Теор. mu., гл. ПТ: 

Если a&EN* и x€Z, то существуют однозначно определенные 
рациональные целые 4 и г такие, что <= да-- ти О<г<а-—1. 

Действительно, если = gat+rud<r<a—1,T0 qa<x<(q+1)a, 
откуда та < т при т < ди та >> х при т >> 4; следовательно, 4 (если 
оно существует) однозначно определено как наибольший элемент 
множества тех mEZ, для которых та<х. Но существование 4 
в случае 220 было доказано (Теор. ΜΗ., гл. ПТ); если же x < 0, 
то существует g’€Z такое, что Ja< —x< (q’+1)a; а отсюда 
ga<z<(gq+i)a, где 4=: —4, ели —x= ga, и а= —(q +1), 
если ga< — 1. 

Определенное так число г называется вычетом х по модулю а; 
для того чтобы x = (а), необходимо и достаточно, чтобы хиу 
обладали одинаковым вычетом по модулю а, ибо два натуральных 
числа, принадлежащих интервалу [0, а — 1], могут быть сравнимы- 
ми по модулю а только если они равны. Отсюда следует, что фактор- 
множество множества Z по отношению 1 = (а) находится во вза- 
имно однозначном соответствии с интервалом [0, a— 1] и тем ca- 
мым есть множество, состоящее из а элементов; его часто отождест- 
вляют с этим интервалом. 

Легко видеть, что, каково бы ни было AE Z, отношение x = y (а) 
согласуется со сложением и умножением в Z; следовательно, при 
факторизации они порождают коммутативные ассоциативные 
законы; эти законы называют сложением и умножением по модулю 
a (a > 0). При отождествлении фактормножества множества Z по 
сравнению (mod a)c интервалом [0, а— 1] суммой (соответственно 
произведением) по модулю а элементов г, $ этого интервала 
9 H. Бурбаки 
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является вычет по модулю а их суммы г-- $ (соответственно про- 


изведения 79) Β Ζ.. 
Отношение x =: 0 (mod а) выражают также следующим образом: 


«zZ кратно а», «а — делитель 2», «а делит 2». 


Заметим, что если x = 0 кратно a, TO x регулярно относительно 
умножения в Z, ноего класс (mod а) не является регулярным элемен- 
том относительно умножения по модулю а. 


Ясно, что фактормножество множества М по отношению, инду- 
цированному на N отношением x = (а), совпадает с множеством 
всех рациональных целых по модулю а; сложение и умножение 
по модулю а можно получить также, взяв факторзаконы сложения 
и умножения в Ν по этому индуцированному отношению. 


В $6 мы увидим, что отношения сравнения x = у (а) являются 
единственными отношениями эквивалентности в Z, согласующимися 
со сложением. 


4. Представления; гомоморфизмы 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 7. Пусть Е и Е — множества, наделенные гомо- 
логичными, алгебраическими структурами, и f — отображение Е 
в F. При обозначении соответственных законов композиции на Е 
и F одинаковыми, символами, | называется представлением Е в F, 
если: 

1° для каждого внутреннего закона композиции T , заданного на 


Е и F, всякий раз, когда определено zT y, определено также 
f(z) Т1 (у) и f(xTy) =f (2) THY); 

2° для каждого внешнего закона |, заданного на Е u F, всякий 
раз, когда определено & | x, определено также à 1} (x) и f (&[:)= 
= à 11 (x). 


Из определения 7 следует, в частности, что для каждой пары 
соответственных внутренних законов Т, заданных на ЕиРЁ, | 
есть представление Ё в À при структурах, определяемых одними 
этими законами ($ 1, п” 1); если законы Т всюду. определены, то 
для каждой серии ἰζλ)λει, элементов из Ё имеет место тождество 


(т ΚΟ. (1) 


ЛЕГ, ЛЕГ. 
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в справедливости чего можно убедиться индукцией по числу эле- 
ментов множества L. 


Более общим образом, пусть (Fy, ..., En) и (В, ..., EN) — 
две системы множеств, наделенные гомологичными алгебраическими 
структурами. Пусть [; (1 << п) — отображение Е; в Ei. Говорят, 
что (fus ss, fn) есть представление (Е\,.... Eu) в (Е... Е), 
если выполнены следующие условия: 1° }; удовлетворяет условию 1° 
определения 7 для каждого внутреннего закона T , заданного на ЕЁ; 


и Ei; 2° f; удовлетворяет условию 2° определения 7 для каждого внеш- 


4 es 
него закона |, заданного на E; и Ei и имеющего своей областью 
операторов некоторое вспомогательное множество; 3° для каж- 
: = Γ 
дого внешнего закона, заданного Ha Ё; (соответственно Ei) и имею- 


mero своей областью операторов Е; (соответственно En, всякий 
раз, когда x; | х; (где z;EE;, x;CE;) определено, f; (α;) | Fi (11) 
определено и равно f; (x; | χι). 


Если все законы композиции, определяющие структуру BE, 
всюду определены, представление } E в F называется также гомомор- 
физмом *) Е в F; если при этом f (Ё) = F, το f называют гомоморфиз- 
mom Ё на F; гомоморфизм Ё в себя называют эндоморфизмом Е. 

Если существует гомоморфизм E на F, то говорят, что струк- 
тура в F гомоморфна структуре в E (или является ее гомоморф- 
ным образом). Структуры, гомоморфные заданной, характеризуют- 
ся следующей теоремой, доказательство которой непосредственно 
вытекает из определений: 


ТЕОРЕМА 1 (теорема о гомоморфизмах). Пусть Е и F — мно- 
жества, наделенные гомологичными алгебраическими структура- 
ми, и законы композиции в Е всюду определены. Если } — гомомор- 
физм Ев F, то f (Е) есть устойчивое подмножество множества F u, 
наделенное индуцированной структурой, изоморфно результату 
факторизации E по отношению эквивалентности f (x) = f (y) (кото- 
poe согласуется со структурой, заданной в А). 


*) Когда E и F наделены не только алгебраическими структурами, но 
и топологиями, удовлетворяющими определенным условиям, термин «гомо- 
морфизм» употребляется в более ограниченном значении и уже не является 
синонимом «представления» (см. Общ. топ., гл. ПТ, $ 2). Но при отсутствии 
топологических структур эта синонимия не доставляет никаких; неудобств. 


5 
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Если законы композиции на E не всюду определены, то теорема 
может утратить силу, поскольку тогда композиция f (x) и } (у) относи- 
тельно внутреннего закона, заданного на А, может быть определена 
также, когда композиция x и у относительно соответствующего закона 
на Ё не определена, и аналогично для внешних законов. 


Если гомоморфизм f EB F инъективен *), КЕ) по теореме 1 
изоморфно Ё; ] можно рассматривать тогда как изоморфизм Ё на 
/(E), наделенное индуцированной структурой. В частности, для 
каждого устойчивого подмножества А множества Ё со всюду опре- 
деленными законами композиции каноническая инъекция **) А (на- 
деленного индуцированной структурой) в Ё есть гомоморфизм. 

Если А — отношение эквивалентности в множестве E, согла- 
сующееся с заданной в Ё алгебраической структурой, то канони- 
ческое отображение Ё на E/R есть представление; оно называется 
каноническим представлением Е на Е/В (или каноническим гомомор- 
физмом Е на Е/В, если все законы композиции на Ё всюду опре- 
делены). 

Пусть законы композиции Ha Ё и F всюду определены, } — 
гомоморфизм E вРи À — отношение эквивалентности f(x) = f (y); 
теорема 1 показывает, что каноническое разложение (Теор. MH., 
Рез., $5, n° 3) гомоморфизма f дает: 

1° канонический гомоморфизм E на Κ/Π; 

2° изоморфизм E/R на (Е), называемый взаимно однозначным 
представлением, ассоциированным c } 

3° каноническую инъекцию }(E) в Г. 


ПреЕдложеЕнНИиЕ 2. Пусть Е, Е, а — множества, наделенные гомо- 
логичными алгебраическими структурами, f — представление Е 
в Гиз — представление F в G; тогда в of есть представление Ев С. 

Это предложение непосредственно следует из определения 7. 


ΠΡΕΠΠΟΧΙΕΗΠΕ 3. Пусть Е — множество, наделенное алгебра- 
ической структурой, В — согласующееся с ней отношение экви- 
валентности, f — каноническое представление Е на ЕВ и F — 
множество, наделенное структурой, гомологичной заданной в E. 


*) То есть является взаимно однозначным отображением Е в F.— Перев. 

**) Инъекция — взаимно однозначное отображение в. Каноническая 
инъекция множества AC Е в Е — отображение относящее каждому эле- 
менту из А этот же элемент в E.— Перев. 
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Для того чтобы отображение g Е/В в Е было представлением. 
необходимо и достаточно, чтобы gof было представлением E в Е 

Необходимость условия вытекает из предложения 2. Легко 
убеждаемся в его достаточности: если композиция UT © элементов 
и и v u3 Е/В относительно внутреннего закона Т определена, то в 
Е существуют элемент 2 класса и и элемент у класса V, для KOTO- 
рых æTy определено; тогда g(f(x)) T £ (f(y)) определено и равно 
σ(](ατυ))τ.6. g (и) Tg (5) определено и paBHo g (иТ 0); аналогичное 
рассуждение для внешних законов. 


В остающейся части этого n° мы будем рассматривать множе- 
ство Ё, наделенное алгебраической структурой, задаваемой всюду 
определенными законами композиции. В обозначениях предложе- 
ния 9, пусть S — отношение g(x’)=g(y') 8 Е/В u T — отношение 
g (f(x)) = g (f(y)) в Е; 5 есть факторотношение T/R отношения T 
по А (Teop. мн., Рез., $5, п° 9); по теореме 1 образ E/R при ото- 
бражении g изоморфен (Æ/R)/S; но он есть также образ Ё при 
отображении gof, и теорема 1 показывает, что он изоморфен E/T. 
Тем самым, беря в качестве © канонический гомоморфизм E/R на 
(E/R)/S, получаем следующую теорему: 


ТЕОРЕМА 2 (первая теорема об изоморфизме). Пусть Е — мно- 
жество, наделенное алгебраической структурой, и В — согласующее- 
ся с ней отношение эквивалентности в Е. Тогда каждое отношение 
эквивалентности 5 в E/R, согласующееся с факторструктурой 
множества Е по Кв Е/В, имеет вид Т/В, где Т — отношение экви- 
валентности в E, являющееся следствием В u согласующееся со 
структурой, заданной в Е; и обратно. При этом каноническое 
отображение E/T na (E/R)/(T/R) есть изоморфизм. 


Будем обозначать через } канонический гомоморфизм Ё на 
E/R; пусть А — устойчивое подмножество множества EL, наделен- 
ное индуцированной структурой; сужение } на А есть представле- 
ние A в E/R, и значит, по теореме 1, f(A) изоморфно A/Rı, где 
Ra — отношение, индуцированное отношением А в А (Teop. ΜΗ.. 
Рез., $ 5, п”5). Пусть В — подмножество множества Ё, полученное 
путем насыщения А по R (Teop. ΜΗ., Рез., $5, п° 6); В также 
устойчиво. Действительно, пусть zEB, y€ 6; по определению, 
существуют 2'Е Απ ΕΑ такие, что х=х’ ny =y (mod А); для 
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любого внутреннего закона Т из определяющих заданную в Ё 
алгебраическую структуру имеем х’ТуЕА и хту=тТУу 
(mod А), откуда xTy€B; аналогично для внешних законов. 
Поскольку В/Вв изоморфно f(B), а } (В) =} (А), нами получена 


ТЕОРЕМА 3 (вторая теорема об изоморфизме). Пусть Е — мно- 
жество, наделенное алгебраической структурой, А — его устойчи- 
вое подмножество и Е — отношение эквивалентности, согласую- 
щееся со структурой, заданной в Е. Множество В, получающееся 
путем насыщения А по В, устойчиво; отношения Ra u Rp, индуци- 
рованные отношением В в А и В, согласуются со структурами, 
индуцированными в А и В из Е, и каноническое отображение *) A/R: 
на В/Вв есть изоморфизм. 


Пусть Z (A) — свободный моноид, порожденный множеством A, 
М — моноид с нейтральным элементом € и f — отображение А в 
М. Существует, и притом единственное, представление g моноида 
L(A) в М, переводящее ϱ) ве и служащее продолжением f (так 
что L(A) есть решение универсальной проблемы (см. Теор. ΜΗ., 
гл. IV, $ 3)). Действительно, если $ = (а,):сг — непустое слово из 
L(A), то примем за g (5), по определению, композицию последова- 
тельности (f(a,))ier; кроме того, положим g (0)=е; по теореме 
ассоциативности, g — представление. С другой стороны, пусть 
| 2’ — представление L (А) в M, являющееся продолжением } и nepe- 
водящее (2) ве, и пусть В — та часть L (A), на которой g и g’ CoB- 
падают; тогда EB, ACB, В устойчиво относительно заданного 
в L(A) умножения, значит, B=L(A), и следовательно, g’ = 5. 

Пусть А и В — два множества и f — отображение А в ВБ. 
Согласно предыдущему, существует, и притом только одно, пред- 
ставление f моноида L(A) в Г. (В), переводящее @ в ϱ) и служа- 
mee продолжением f. Пусть С — третье множество, f, — отобра- 
жение В в Сир — порождаемое им представление L(B) в 2 (С); 
тогда ро] есть представление L(A) в 2 (С), порождаемое отобра- 
жением f,of множества A в С. | 


*) Это каноническое отображение (композиция канонического отобра- 
жения A/Rı на f(A) и канонического отображения множества }(В)=} (A) 
на B/Rg) относит каждому классу (mod Ад) в А содержащий его класс 
(modR) в Е. 
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-ὅ. Произведения алгебраических структур 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 8. Пусть (Е,) г — семейство множеств, наделен- 


т 
ных гомологичными, алгебраическими структурами, и E= ПА, — 
ЕТ 


его. произведение. Будем предполагать, что каждый из (внутренних 
и внешних) законов обедненного рода структуры Lo, соответствую- 
щего родам структур, заданных в множествах E,, обозначается 
одним знаком для всех E.. | 

1° Для внутреннего закона Т на множествах Γι, х= (х,) и 
у = (y) положим xT y = (αι Τ γι) всякий раз, когда х,Т у, определены 
для. ecexvE Г; определенный так внутренний закон композиции наЕ 
будем называть произведением законов Т , заданных на множествах (νι. 

2° Для внешнего закона | Ha множествах E,, оператора ο 
относительно этих законов и х=(1т,) положим οι 1 х=(а[х,) всякий 
раз, когда αἱ x, определены для всех LET; определенный mar внеш- 
ний закон композиции на Е будем называть произведением законсв 
L, заданных на множествах Е. 

3° Если для каждого из характеристических законов рода струк- 
туры X» будет образовано на Е произведение соответствующих 
законов на множествах Κι, то структура, определяемая в Е всеми 
этими произведениями законов, будет называться произведением 
структур, заданных в множествах E,, а E, наделенное этой струк- 
mypoü, — произведением множеств E,, наделенных заданными 
структурами. 


Произведение структур, очевидно, гомологично структурам, 
заданным в множествах L/L; но если последние структуры принад- 
лежат все одному роду, нужно в каждом случае еще исследовать, 
принадлежит ли и их произведение этому роду. 


В дальнейшем мы встретимся как с примерами, где это всегда 
так (структуры группы, кольца и т. д), так и с примерами, где это 
не так (структура тела). 


В обозначениях определения 8, если A, — устойчивое подмно- 

жество множества Ё,, то A= || A, есть устойчивое подмножество 
(ЕТ 

произведения Ё, а структура, индуцированная в А из Ё, есть 

произведение структур, индуцированных в множествах A, из Κι. 
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Отображение pr, произведения Ё на Ё, есть представление E . 
на Κι; аналогично для проекции на любое частичное произве- 


дение ПЕ.. Если (1„)„ ск — разбиение множества Г и ЕЁ» = П Es 
ued Cl» 
то каноническое отображение (Teop. мн., Рез., $ 4, n°11) Е 


на [| Fy есть изоморфизм. 
ХЕК 


Если f, — представление множества À (наделенного структу- 
рой, гомологичной структурам, заданным в множествах Ё,) B Æ,, 
то f=(f,) есть представление F BE. 

Пусть (Р), er — второе семейство множеств, наделенных алге- 
браическими структурами, гомологичными заданным в множе- 
ствах E,, обладающее тем же множеством индексов; если f, для каж- 
дого t есть представление δι в F,, то отображение (άν) —> (f, (х,)} 


есть представление || Е, в [1 δι. 
tel rel 


В частности, когда / — множество, состоящее из двух элемен- 
тов, а fi — канонические представления на фактормножества, 
получаем следующее предложение: 


ПредложеЕенИЕ 4. Пусть E и F — множества, наделенные гомо- 
логичными алгебраическими структурами, В — отношение экви- 
валентности, согласующееся со структурой, заданной в E, и S— 
отношение эквивалентности, согласующееся со структурой, задан- 
ной в F. Каноническое отображение (Е/В)Х (F/S) na (EX F)/(RXS) 
(Теор. мн., Рез., $5, π΄ 10) есть изоморфизм. 


Если рассматриваемые структуры определяются в каждом Ё, 
единственным внутренним законом (обозначаемым Т для всех #,) 
и если все эти законы Т ассоциативны, их произведение тоже 
ассоциативно; для того чтобы элементы (21), (у,) были перестано- 
вочными относительно произведения законов Т , необходимо и до- 
статочно, чтобы X, и и были перестановочны при каждом в; в 
частности, если все законы Т коммутативны, TO и их произведение 
коммутативно; для краткости говорят также, что ассоциативность. 
и коммутативность сохраняются при переходе в произведениям. 
Для того чтобы произведение законов Т обладало нейтральным 
элементом е=(е,), необходимо и достаточно, чтобы каждое 6ι 
было нейтральным элементом в Ё,; для того чтобы х=(т,) было 
регулярным относительно произведения законов Т, необходимо 
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и достаточно, чтобы каждое x, было регулярно в Κι; для того 
чтобы x— (x) иу= (у,) были симметричны, необходимо и достаточно, 
чтобы X, и и были симметричны при каждом L. | 

Наконец, рассмотрим тот случай, когда все Ё, совпадают с од- 
ним и тем же множеством F, наделенным произвольной алгебраи- 
ческой структурой; Ё есть тогда множество АТ всех отображений 
ν--»}(υ) множества индексов J в А; композиция fT g двух таких 
отображений относительно каждого внутреннего закона Т Ha F 
есть отображение --»}(ι)Τ g(t); а для каждого внешнего закона | 
на F композиция α | f оператора α и отображения } есть отобра- 
жение t—al f(t). 


Заметим, что гомоморфизмы алгебраических структур (со всюду 
определенными законами) удовлетворяют условиям (МОТ), (МОту} 


и (MO,,,) $ 2 главы ТУ Книги 1, характеризующим морфизмы. 


Упражнения. 1) Рассмотрим алгебраическую структуру, 
определяемую в множестве E заданием нескольких внешних законов.. 
Показать, что эти законы можно (с точностью до полиизоморфизма) рас- 
сматривать как законы, полученные путем сужения единственного внеш- 


него закона L на некоторые подмножества его области операторов. 
[Рассмотреть «сумму» (Теор. мн., Рез., $ 4, п° 5) множеств операторов: 
всевозможных внешних законов, заданных Ha E.]| Устойчивые подмно- 
жества множества E относительно заданной структуры и структуры, 
определяемой этим единственным законом | ‚одни и те же; каждое от- 
ношение эквивалентности, согласующееся с заданной структурой, 
согласуется с законом |, и обратно. 

2) Напомним, что, отождествляя (допуская вольность) отноше- 
ния эквивалентности в множестве Ё с определяемыми ими подмноже- 
ствами произведения EX EF (Теор. ΜΗ., гл. Il), говорят, что отпошение: 
эквивалентности R содержит отношение эквивалентности S, если: 
часть EXE, определяемая отношением В, содержит часть, определяе- 
мую отношением 5 (что означает, иными словами, что 5 влечет В); 
аналогично говорят о пересечении семейства отношений эквивалентности. 

а) Показать, что пересечение семейства отношений эквивалент- 
ности, согласующихся с алгебраической структурой, заданной в MHO- 
жестве E, есть отношение эквивалентности, также согласующееся: 
€ этой структурой. 

6) Пусть аи b — заданные два элемента из Е; среди всех отноше- 
ний эквивалентности А, согласующихся с рассматриваемой в Ё алге- 
браической структурой и удовлетворяющих условию a=b (mod R), 
существует содержащееся во всех остальных; это отношение Ад, ь назы- 
вают отношением эквивалентности, полученным путем отождестеле- 
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nun a u b, a E/RG,b—®aKkTOPMHOKECTBOM, полученным путем отож- 
дествления аи 6. 

в) Если В — отношение эквивалентности, согласующееся с за- 
данной в Ё алгебраической структурой, то существует семейство пар 
(а, b,) элементов из E такое, что В есть наименьшее отношение экви- 


валентности, содержащее все отношения В, , ; E/R называется фактор- 
LL, OL 


множеством, полученным путем отождествления а и b, для каждого ι. 


*3) Пусть Е — моноид (8 1, n° 3) с мультипликативным обозна- 
чением. 


а) Каково бы ни было множество A С Е, отношение Var (A) = Vy (A) 
между элементами x иу из Е есть отношение эквивалентности, согла- 
сующееся справа с заданным на E законом; будем обозначать его 
Ва (A). 

6) Пусть В — отношение эквивалентности, согласующееся справа 
с заданным на E законом, и A — произвольный класс (mod В). Пока- 
зать, что А влечет R,(A) и что пересечение (упражнение 2) отношений 
Ry(A), где А пробегает множество всех классов mod В, есть следую- 
mee отношение эквивалентности (между элементами x иу из Е): «ка- 
ково бы ни было 2, xz = yz (mod В)». 


в) Множество A С Е называется разделяющим множеством, если 
-ι Ἢ a! -“Ἔ 
отношение γχ (4) [] у, (А) == © влечет у, (А)=у, (4). Показать, что 
-ι -ι 
если А — разделяющее, то отношение ὃς (4) Г ὃν (4)== © влечет 


a (At, (A), и что классами эквивалентности mod Ва (А) служат 
множества δ. (A), где x пробегает E, и множество W (A) тех xEE, 
для которых Vx (A)= ©. Пусть F — дополнение к W (A) в Е; при Tex же 
условиях доказать, что отношения xz CF, yzEF,xz = yz (mod R,(A)) 
влекут х=у (mod R,(A)). 

г) Пусть А — отношение эквивалентности, согласующееся справа 
с заданным на E законом и такое, что xz = yz (mod В) влечет x = y 
(mod R). Показать, что каждый класс Mod В является разделяющим 
множеством; если A — класс mod R, то, в введенных выше обозначе- 
ниях, отношения, индуцированные в дополнении F к W (А) отноше- 
ниями R и ВН. (А), равносильны. 

4) Показать, что каждое. отношение эквивалентности в Z, согла- 
сующееся со сложением, имеет вид x = y (a), гдеаЕ Z. [Показать, 
что класс числа 0 по такому отношению имеет вид a-Z, для чего рас- 
смотреть наименьший элемент ›>0 этого класса, если таковой суще- 
ствует.] Вывести отсюда, что если, в обозначениях упражнения 7 $ 2, 
множество С конечно и состоит из р элементов, то оно изоморфно 
множеству всех целых чисел по модулю р (наделенному сложением 
по модулю р); то же верно и для множества D упражнения 8 $ 2, если 
OHO состоит из р элементов. 
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5) Пусть Е u E’ — множества, наделенные гомологичными алгеб- 
раическими структурами, и } — представление Е в Е’. Показать, что 


= 
если А’— устойчивое множество в Е’, то f(A’) — устойчивое мно- 
жество в E. 


6) Рассмотрим в свободном моноиде L (A), порожденном множе- 


ством А, следующее отношение À между словами и=(а;) <; < 

и v=(b;)y<j<n: «существует такая подстановка л интервала [0, п], 
gn 

что b;=a 


πῶ) (иными словами, последовательности (a;) и (b;) разли- 


чаются лишь порядком следования членов). Показать, что В есть отно- 
‘ шение эквивалентности, согласующееся с приписыванием в L (A); 
фактормножество L(A)/R называется свободным коммутативным 
моноидом, порожденным множеством A; показать, что он изоморфен 


устойчивому подмножеству произведения NA (наделенного произведе- 
нием законов сложения в сомножителях Ν), образованному всеми 
семействами (п) Е А Натуральных чисел такими, что n„—0 для всех, 


за исключением конечного числа, индексов α. 


$ 5. Отношения между законами композиции 


В определении большинства алгебраических структур фигури- 
руют несколько законов композиции, находящихся в определен- 
ных взаимных отношениях; типы этих отношений довольно разно- 
образны; мы рассмотрим здесь главнейшие из них и укажем, как 
принято отражать их в обозначениях. 


1. Дистрибутивность 


ОпРЕДЕЛЕНИЕ 1. Всюду определенный внешний закон Komnosu- 
ции | операторов Е Q и элементов множества Е называют дистри- 
бутивным относительно внутреннего закона композиции Τ элемен- 
тов из E, если всякий раз, когда композиция x T у определена, KOM- 
позиция (a 1 x) T (a Ly) определена для всех «Е Q и имеет, место ра- 
венство 


а.1 (Ту) = (@12)Т (а1 9). (1) 


Это определение равносильно требованию, чтобы отображение 
х—>а | x было для каждого a€ Q представлением Е в Е относительно 
структуры, определяемой в Ё одним только внутренним законом Т. 

Ограничимся в дальнейшем рассмотрением того случая, когда 
закон Т всюду определен. Сделанное только что замечание и тож- 
дество (1) $ 4 показывают тогда, что, какова бы ни была серия 
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(2λ}λε1, элементов из Ё, 
ai( Ta) = к (a 1 αχ). (2). 
Если рассматриваемый внутренний закон записывается мульти- 
пликативно, то для внешнего закона, дистрибутивного относи- 
тельно этого умножения, часто пользуются экспоненциальным 
обозначением 1%, так что дистрибутивность выражается тождест- 
вом (αγ)ἁ--αχαγα, Если внутренний закон записывается аддитивно, 
то внешний закон, дистрибутивный относительно этого сложения, 
часто обозначают в виде умножения слева &.х или умножения 
справа 5.0%, в соответствии с чем дистрибутивность выражается 
соответственно тождеством a(x+y)=—ar+ay или (x+y)a—xa ty. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Пусть | — всюду определенный закон компо- 
зиции операторов aE Q и элементов us E, Т — внутренний закон 


композиции элементов из Е и T — внутренний закон композиции 
элементов из (2. Говорят, что закон | дистрибутивен относитель- 


но совокупности законов Т, Т, если всякий раз, когда композиция 


«ТВ определена, композиция (aL x)T(BL2x) определена для всех 
xe и имеет место равенство 


(от) 1== (а12)Т (В 2). (3 
Не следует смешивать эту дистрибутивность с определенной выше: 


дистрибутивность | относительно совокупности законов I, Т 
> никоим образом не влечет дистрибутивности | относительно за- 
кона Т (см. примеры ниже). 


Определение 2 равносильно требованию, чтобы отображение 
α--»ο | т было для каждого x € Е представлением Фв E (для струк- 
тур, определяемых соответственно законами Т и Т). 

Ограничимся снова рассмотрением лишь того случая, когда 


законы Т и Т всюду определены. Внутренние законы, действующие 
B Q n E, чаще всего обозначаются аддитивно (и значит (8 2, n° 9), 
считаются ассоциативными и коммутативными); тогда внешний 
закон, дистрибутивный относительно совокупности этих внутрен- 
них законов, записывают в виде умножения слева или справа, так 
что дистрибутивность выражается соответственно тождеством 


(«-ЕВ) х=ах-НВх или x (а В)=ха-ЕаяВ. 
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При обозначении внешнего закона умножением слева α:2 обыч- 
но говорят, что он дистрибутивен слева, если имеет место тожде-_ 
ство (αἠ-β)α--αα-|-βα; тождество же © (х-у)=ах-Рау выражает 
так называемую дистрибутивность справа (т. е. дистрибутивность 
внешнего закона относительно заданного на Е сложения); 
для закона, обозначаемого X-&, эти наименования меняются 
ролями. При тех же обозначениях, внешний закон Ha3H- 
вается двояко дистрибутивным (относительно двух внутренних 
законов), если он дистрибутивен и слева и справа. Тогда для лю- 
oro конечного семейства (Ζλ)λει, элементов из Ё и любого конеч- 
ного семейства (her элементов из © имеем 


(dia) (У) = 2 (u) (4) 
LEI ЛЕГ, 


(t, AJ)EIXL 


{и аналогичную формулу при записи умножением справа), в чем 
можно убедиться индукцией по числу элементов множеств / и L. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 9. ЛДусть T и L — двавнутренних закона, заданных 
на множестве Е. Говорят, что закон 1 двояко дистрибутивен 
относительно закона Τ, если OH всюду определен и каждый из внеш- 
них законов, получающихся из | путем раздвоения, дистрибутивен 
относительно Т. 


Чаще всего один из этих внутренних законов записывается 
аддитивно (и значит, ассоциативен и коммутативен), а другой 
мультипликативно (и значит, ассоциативен); в этих обозначениях 
двоякая  дистрибутивность умножения относительно сложения 
выражается тождествами х(у- 2) =ху- 12 и (уф 2) т=ух- 2%. 

В случае, когда умножение коммутативно, эти два тождества 
равносильны, и при их выполнении говорят просто (допуская 
вольность речи), что умножение дистрибутивно относительно 
сложения. В прежнем предположении ассоциативности (но не обя- 
зательно коммутативности) умножения, пусть A— вполне упоря- 
доченное конечное множество, (δ α)αεΑ — серия, элементами которой 
являются конечные семейства Sy = (Tar)agı, элементов из E, и 


= | индукцией по числу элементов множества A получаем 
ας À 


«общую формулу дистрибутивности» 


[] ( > Tan) 2 ( N La, (а). (5) 
ag A Lo [ЕТ, a€A 
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При коммутативности умножения из этой формулы вытекает, 
что для целых т>0, п>0 и каждого семейства (X,)ı<i<m элементов 
из Ё имеет место формула 


me 
ΝΟ Tim) --» СРР... РР 272... LP, 


где суммирование в правой части производится по всем последо- 
вательностям (р.)!<:<т ΜΒ т целых чисел 20 таким, что 


m 
Ур: =п, a 
= 


п! 


С a 
"Ῥω. Dil. Ba 


есть число всевозможных отображений [1, п] на [1, m], прини- 
мающих D, раз значение (1<k<m) (Теор. мн., гл. ПТ, $ 5). 

При т=2 получаем формулу, известную под наименованием 
бинома Ньютона: 


(r++ у)" = Σ er, 


=0 
n n! 
ΓΘ ( „)= Im pi 7 Так называемые биномиальные коэффи- 


циенты. 


Примеры. 1) Если мультипликативно записываемый заков 
на E ассоциативен и коммутативен, то закон композиции (п, x) — x" 
операторов nEN* и элементов x€ E дистрибутивен относительно 
указанного умножения ($ 1, формула (8)); но, вообще говоря, это уже 
не будет так, если умножение не коммутативно. Если коммутативное 
и ассоциативное умножение обладает, кроме того, нейтральным эле- 
ментом, то закон x” дистрибутивен для n EN, и это верно также для 
n€Z, если, сверх того, каждый элемент из Е обратим. 

Аналогичные результаты имеют место и для аддитивно записы- 
ваемого коммутативного ассоциативного закона на E при замене 
обозначения x” на n-x. 

2) Если мультипликативно записываемый закон на E ассоциа- 
тивен, то закон (п, x) — x” дистрибутивен относительно совокупности 
сложения в №* и умножения в EL, поскольку х"*П—т"Туп. Значит, 
если рассматриваемое умножение коммутативно, то закон x” двояко 
дистрибутивен. Если каждый элемент из Е обратим, эти результаты 
распространяются на все п € Z. 

3) Внешний закон композиции (К, X)— К (Х) операторов КС 
CEXE и элементов X из % (Е) дистрибутивен относительно внутрен- 
него закона [) на Ÿ(E), но не относительно [) (Теор. ΜΗ., Рез., $ 3, 
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n°8); он также дистрибутивен относительно совокупности внутренних 
законов |) на $ (Е) и З (ЕХ ΕΚ) т. е. если K=K’' |) К”, то 


К (X)=K"(X) U К" (2). 


Аналогичные результаты имеют место для внешнего закона компози- 
ции AoX операторов AC ΕΧΙ и элементов Х из $ (Е XF). 

4) Каждый из внутренних законов |}, [] на % (Е) (двояко) ди- 
стрибутивен относительно другого. 

5) В Z умножение дистрибутивно относительно сложения; сло- 
жение дистрибутивно относительно законов SUP (x, у) и inf (х, у); каж- 
ΠΗ же из этих двух последних законов дистрибутивеп относительно 
другого и самого себя. В N и умножение дистрибутивно относи- 
тельно SUP (x, у) и inf (a, у). 


6) Пусть Т — внутренний закон на множестве FE; правый внеш- 
ний закон, порождаемый законом fog, дистрибутивен относительно 
закона композиции fT g отображений Ев Е, т.е. (f T g)oh=(foh) T 


Т (2°й); но для левого внешнего закона, порождаемого законом 
fog, это уже неверно. 


Подобно ассоциативности и коммутативности, определенные 
выше различные виды дистрибутивности сохраняются при фактори- 
зации, u переходе к произведениям. Точнее говоря, если, например, 
внутренний закон | на Ё двояко дистрибутивен относительно BHYT- 


реннего закона Τ, аА — отношение эквивалентности, согласующее- 


ся сзаконами | и Т ‚то факторзакон закона | по В двояко дистри- 
бутивен относительно факторзакона закона Т по А; аналогично 


для других видов дистрибутивности и перехода к произведениям. 


< 


Замечание. Если | —внешний закон, дистрибутивный 
относительно внутреннего закона Т на E, А и В — подмножества 
множества Е и Ф — подмножество множества © операторов закона L, 
то формула OL (АТВ)=(ФТА)Т (MLB), вообще говоря, 


не верна (иными словами, распрострапение закона _L ma множества 
подмножеств не дистрибутивно относительно распрострапения закона 


Т). Действительно, Ф.! (АТВ) есть множество всевозможных эле- 
ментов al (x Гу) =(а 1х) Т (а Ту), me аеФ, 2ΕΑ, yEB, 
тогда как (DLA)T(®_LB) есть мпожество всевозможных эле- 
ментов (ах) Т (Ply), где ae, BED, хЕА, yEB, и вообще 
можно лишь утверждать, что Ф 1 (АТВ)С (D LA) Τ (OLB). 
С другой стороны, очевидно, что для каждого a € Q имеем 


а 1 (АТ В) = (а + А)Т (al). 
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2. Ассоциативность 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Пусть | — всюду определенный внешний закон 
композиции операторов AE и элементов множества Е и T — 
всюду определенный ассоциативный закон композиции элементов 


из (2; говорят, что закон | ассоциативен относительно закона T , 
если имеет место тождество 


(ατβ)!α--α1(β1α). (6) 


В других терминах, если положить fy (x) =a | x (так что (fa)acg— 
семейство отображений Ё в Ё, порождаемых операторами закона 
À), должно иметь место равенство f„Te—faofp, т. е. отображение © — 
— fx есть представление множества © (наделенного законом Т) 
в множество всех отображений Ё в Е (наделенное законом fog). 

Если внешний закон ассоциативен относительно некоторого 
внутреннего закона (заданного на его области операторов) и если 
этот последний записывается мультипликативно, то чаще всего 
рассматриваемый внешний закон записывают посредством YMHO- 
жения слева Οἱ: 2, так что ассоциативность выражается тождеством 
(αβ) x = а (Вх); эта композиция обозначается тогда Вх; точно так 
же (в силу ассоциативности умножения в ©) (αβγ) x = а (Вух) = 
= (aß) (γα)--α(β (ух)), и общее значение этих композиций обознача- 
ется αβγά; аналогичные формулы имеют место для произведения 
любого числа операторов. 

Если внешний закон ассоциативен относительно закона, про- 
тивоположного мультипликативному закону, заданному на его 
области операторов, то для этого внешнего закона принимается 
либо обозначение посредством умножения справа ©-Q, либо экспо- 
ненциальное обозначение 25, так что ассоциативность выражается 
соответственно тождеством σ(βα)--(αβ)α или 218“ = (xB), 


Примеры. 1) Если на множестве Ё задан мультипликативно 
записываемый ассоциативный закон, то внешний закон (п, x) — x" 
ассоциативен относительно умножения в ΝΤ, поскольку (x) — "т 
(ввиду коммутативности, умножение в ΝΤ ничем не отличается от про- 
тивоположного ему закона). Аналогично для п Е №, если в Е имеется 
нейтральный элемент, и для п € Z, если все элементы из Ё обратимы. 


2) Если на множестве Ё задан ассоциативный закон | , TO внеш- 
ний закон композиции (a, X)— a | X элементов из E (операторов) 


и подмножеств Х множества Е ассоциативен относительно закона Т 
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на E; внешний закон (а, X)— X Та ассоциативен относительно 
закона, противоположного Т. 


3) Внешний закон композиции (fj, x) — f(x) отображений | мно- 
жества Е в Е (операторов) и элементов из E ассоциативен OTHOCH- 
тельно внутреннего закона fog; точно так же закон композиции 
(A, X)— A (X) множеств AT EXE (операторов) и множеств ХС EF 
ассоциативен относительно внутреннего закона AoB. 

4) Внешний закон композиции (A, Х) — AoX операторов АС 
С FXF и множеств ХС EXF ассоциативен относительно закона 
композиции AoB операторов; внешний закон композиции (В, У) —- 
— YoB операторов ВС EXE и множеств УС ЕХЕ ассоциативен 


относительно закона, противоположного закону композиции ВоС 
операторов. 


Непосредственно ясно, что ассоциативность внешнего закона 
относительно внутреннего закона, заданного на его области опе- 


раторов, сохраняется при факторизации и переходе вк произведе- 
ниям. 


3. Перестановочность 


ОпРЕДЕЛЕНИЕ 9. Пусть Т — всюду определенный внешний закон 
композиции операторов aE Q и элементов us Е и 1 — всюду onpe- 
деленный внешний закон композиции операторов ВЕ © и элементов 


из Е. Говорят, что эти два закона перестановочны, если имеет 
место тождество 


аТ (812) =В4 (@Т2). (7) 


Иными словами, если (fa)aco и (8в)вее — семейства отображений 
Ев E, порождаемых соответственно операторами законов Ти 1, 
fa должно быть перестановочно с gg относительно закона fog, како- 
вы бы ни были Οἱ и В. Внешние законы, о которых идет речь, обыч- 
но обозначаются мультипликативно; если все они записываются 
посредством умножения слева, то перестановочность двух зако- 
нов выражается тождеством α(βα) = В (сх); если один записывается 
посредством умножения слева, а другой — умножения справа, 
то перестановочность выражается тождеством α(σβ)--(ααχ)β, и об- 
mee значение обеих частой равенства обозначается просто az; 
эта запись оправдывает наименование рассматриваемой пары внеш- 
них законов двояко ассоциативной, что в данном случае рассма- 
тривается как синоним «перестановочности». 


Н. Бурбаки 
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- 


Перестановочность двух внешних законов сохраняется при 
факторизации и переходе к произведениям. 


Примеры. 1) Если J — ассоциативный закон на множестве 


Е, то внешние законы композиции (а, Х) + аТХи (5, Х) > ХТЬ 
операторов из E и множеств ХС Е перестановочны. 

2) Внешний закон композиции (А, X)— АоХ операторов AC 
CFXF и множеств ХС EXF перестановочен с внешним законом 
композиции (В, Х) > ХоВ операторов BC EXE имножеств Х с: ΕΧΡ. 


Упражнения. 1) Пусть | —всюду определенный внутрен- 
ний закон на Ё, двояко дистрибутивный относительно ассоциативного 


внутреннего закона Т; показать, что если x Lx’ uytly’ регулярны 
относительно закона |, то ху’ перестановочно с y Lx’ относи- 


тельно этого закона. [Вычислить композицию (x Гу) L(x’ Ту’) двумя 
различными способами.] В частности, если закон + обладает ней- 


тральным элементом, то два элемента, регулярных относительно Е 
перестановочны относительно этого закона; если все элементы из Е 


регулярны относительно Т, то этот закон коммутативен. 

2) Пусть Т и +1 —всюду определенные внутренние законы 
на множестве Ё и левый внешний закон, порожденный законом |, 
дистрибутивен относительно Т. 

а) Если закон Т обладает нейтральным элементом е, то каково бы 
ни было x CE, x Le есть идемпотент относительно | ;если при этом 
существует у такое, что x L y регулярно относительно Т, то xr Lee. 


6) Если закон L обладает нейтральным элементом и и существует 
элемент z€H, регулярный одновременно относительно обоих зако- 


нов | и Т, то и регулярен относительно Т. 


*3) Пусть Т и +1 —всюду определенные внутренние законы 
на Ё, обладающие каждый нейтральным элементом. Если левые внеш- 
ние законы, порожденные законами Т и 1, дистрибутивны друг 
относительно друга, то все элементы из Ё являются идемпотентами 
относительно каждого из этих двух законов. [Пусть е — нейтральный 


элемент относительно | и и— нейтральный элемент относительно L ; 


доказать прежде всего, что еЁе=е, воспользовавшись тем, что 


e=e.L (и Te). 

4) Пусть на множестве Е заданы три всюду определенных внут- 
ренних закона композиции: сложение (не обязательно ассоциатив- 
ное или коммутативное), умножение (не обязательно ассоциативное) 


и некоторый закон Т. Предположим, что умножение обладает ней- 
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тральным элементом €, что левый внешний закон, порожденный зако- 
HOM | , дистрибутивен относительно умножения и что правый внешний 
закон, порожденный законом [| , дистрибутивен относительно сложе- 
ния. Показать, что если существуют x, у, 2, для которых x Τα, УТ 2 
и (х-- у) Т 2 регулярны относительно умножения, то e--e=e. [Исполь- 
зовать упражнение 2а.] 

*5) Говорят, что всюду определенный внутренний закон компо- 
зиции Т на E определяет в Е структуру квазигруппы, если левый 
и правый переносы ух и Oy, являются для всех x € E взаимно одно- 
значными отображениями E на себя. Квазигруппа называется дистри- 
бутивной, если закон | двояко дистрибутивен относительно 
самого себя. 


а) Определить все структуры дистрибутивной квазигруппы в мно- 
жестве из п элементов, где 2<п<б6. 


6) `Показать, что множество Q рациональных чисел, наделенное- 


1 
законом композиции (x, y) =; есть дистрибутивная квази- 


группа. . 

в) Каждый элемент дистрибутивной квазигруппы Ё идемпотентен. 
Вывести отсюда, что если Е содержит более одного элемента, то | 
не может ни обладать нейтральным элементом, ни быть ассоциативным. 

г) Левые и правые переносы в E являются автоморфизмами. 

д) Если Е конечно, то структура, индуцированная в каждом его 


устойчивом подмножестве, есть структура дистрибутивной квази- 
группы. 


е) Если R — отношение эквивалентности, согласующееся слева 
(соответственно справа) © | , то классы Mod В являются устойчивыми 
множествами. Если Ё конечно, то все эти классы получаются из одного 
из них посредством левого (соответственно правого) переноса; при тех 
же условиях, если А согласуется с Т., то факторструктура в Е/В 
есть структура дистрибутивной квазигруппы. 

ж) Множество Ag всех элементов из E, перестановочных с задан- 
ным элементом а, устойчиво; если E конечно, то для каждого x € Ag 
имеем A,—= A, [используя д), заметить, что существует y€A,, 
для которого x€al yj], и множества A,, где x пробегает Е, совпа- 
дают с классами эквивалентности по некоторому отношению, согла- 
сующемуся с Τ. | 

8) Если Е конечно, а | коммутативен, то число элементов MHO- 
жества E нечетно. [Рассмотреть пары (x, y) элементов из Е, для 
которых x Ту=у Гх=а, где а задано.] | 

6) Пусть на множестве Ё заданы (ассоциативное и коммутативное) 
сложение, относительно которого все элементы из Е симметризуемы 
°(иными словами — закон композиции аддитивной группы).; M (acco- 


6* 
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циативное) умножение, двояко дистрибутивное относительно сложе- 
НИЯ; ПОЛОЖИМ xoy=xy—yx; закон хоу двояко дистрибутивен отно- 
сительно сложения. Для того чтобы х и у были перестановочны отно- 
сительно умножения, необходимо и достаточно, чтобы хоу—=0; имеют 


место тождества 
доу = — (yor); 2о(уо2)-|- уо(2о2) -- 2°(тоу) =0 
(второе из которых известно под наименованием «тождества Якоби»). 
Второе тождество записывается также в виде 
zo(yoz)— (Loy)oz—= (Zox)oy, 
выражающем «отклонение закона хоу OT ассоциативности». 
7) В тех же предположениях, что и в упражнении 6, положим 


x Гу=ху--ух; тогда закон Т коммутативен, двояко дистрибутивен 


относительно сложения, но вообще не ассоциативен. 
m+n т. п 


а) Показать, что, каково бы ни было σΕΕ, Τα--(Τα)Τ(Τα) 

6) Положим [α, y, εἰ = (x T y) Tz—xT(yTz) (отклонение 
закона Т от ассоциативности). Доказать тождества 

[z, y, 2]-+[2, y, 2] =0, 
[z, у, 2]-+[y, 2, α]--[2, x, у] =0, 
[2 Гу, u, z]=uo((xT y)oz) 
{где хоу имеет тот же смысл, что ив упражнении 6) и 
[2 Ту, и, 2] [у Та, u, z]4+[zT x, и, у] =0. 

*8) Пусть на Ё заданы (ассоциативное и коммутативное) сложение, 
относительно которого все элементы из Е симметризуемы, и умноже- 
ние, не ассоциативное, однако коммутативное и двояко дистрибутив- 
ное относительно сложения. Предположим, кроме того, что в E отно- 
шение n-x—0 (где п— любое целое -:0) влечет х=0. Положим 
[α, y, 2] = (59) z—x (yz). Показать, что если имеет место тождество 

[zy, u, 2]+-[yz, u, 2] --[22, u, у] ==0, 
το Un — Тут для всех CE. [Показать с помощью индукции по р, 
что при 1< q << p имеет место тождество [21, у, 229] =0.] 


$ 6. Группы и группы © операторами 


1. Группы 


ОпрЕДЕЛЕНИЕ 1. Говорят, что всюду определенный внутренний 
закон композиции на множестве G определяет в @ структуру 


группы (или групповую структуру), если 1° он ассоциативеин; 
2° он обладает нейтральным. элементом; 3° для каждого элемента 
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из G eG существует элемент, симметричный ему относительно 
этого закона. Множество, наделенное групповой структурой, назы- 
вают группой. 


В силу предложений 3 u 4 $2, то же самое можно выразить, 
сказав, что группа G — это непустой моноид ($1, n° 3), такой, 
что левый и правый переносы у, и 6, являются для каждого EG 
отображениями G на G: тогда они являются взаимно однозначными 
отображениями G на G (см. упражнение 2). 


Примеры. 1) В произвольном моноиде ΚΕ, обладающем ней- 
тральным элементом, множество всех симметризуемых элементов, 
наделенное индуцированной структурой, есть группа. В частности, 
множество всех взаимно однозначных отображений F на себя (т. е. 
всех подстановок множества F) есть группа относительно закона [οξ; 
она называется симметрической группой множества À; мы еще вер- 
немся к этой группе и более детально рассмотрим ее в $ 7. 

2) Если Е — множество, наделенное коммутативным ассоциатив- 


ным законом Т, иЁ — результат симметризации множества E ($ 2, 
n° 4) относительно | , TO множество всех регулярных элементов из E 


образует группу относительно индуцированного на нем из E закона. 
В частности, множество Z, наделенное сложением, есть группа; она 
называется аддитивной группой рациональных целых чисел; точно 
так же и множество Q* рациональных чисел > 0; наделенное умно- 
жением, есть группа. 


_ Группа С называется конечной, если множество ее элементов 
конечно, и бесконечной — в противном случае. Число элементов 
конечной группы называют порядком этой группы. 

Если закон композиции на С определяет BG структуру группы, 
то это же верно и для противоположного закона; две определен- 
ные так группы называются противоположными. Отображение 
группы С на себя, относящее каждому элементу из @ симметрич- 
ный ему элемент, есть изоморфизм группы G на противоположную 
группу ($ 2, предложение 5); оно называется симметрией или 
отображением симметрии группы G на себя и является инволю- 
тивной подстановкой этой группы. 

В настоящем параграфе всюду, где явно не оговорено против- 
ное, мы обозначаем закон композиции группы мультипликативно, 
а нейтральный элемент записываемого так группового закона 
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обозначаем е (напомним, что в этом случае е часто называется 
единичным элементом группы); симметрия группы С на себя запи- 
сывается тогда T—>x 1. 


Следуя нашим общим соглашениям (Teop. мн., Рез., ἃ 2, n° 4), 
мы обозначаем образ множества A.C С при симметрии x —> x”! через 
4-1, Но важно отметить, что, песмотря на сходство обозначений, A"! 
отнюдь не является элементом, обратным A относительно закона ком- 

>. —— Позиции (X, У) —> ХУ подмножеств множества С (напомним, что ХУ 
есть множество всех ху, THE TE À, y € У); действительно, нейтраль- 
ным элементом относительно этого закона служит {e!, а единствен- 
ными элементами из % (С), обратимыми относительно этого закона, 
являются множества A — {a}, сводящиеся к одному элементу (причем 
такое A действительно имеет своим обратным À 1). Имеет место тож- 
дество (AB) 1=B 14 1(ACG, BC G). Если Α--Α-1, то A назы- 
вается симметричным подмножеством группы G. Каково бы ни было 
ACG, AUA!, ANA? u AA? симметричны. 


2. Подгруппы 


€ 


— ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Подгруппой группы @ называется всякое непус- 
moe множество H CG такое, что структура, индуцированная в нем 
из G, есть структура группы. 

ПрРЕдложЕНИЕ 1. Пусть Н — непустое подмножество группы 
G; следующие утверждения равносильны: 

а) Н — подгруппа группы G. 

6) Н — устойчивое множество (иными словами, отношения 26 À, 
УЕН влекут хуЕН) и отношение хЕН влечет «ΕΗ. 

в) Отношения хЕН, ИЕН влекут ху1ЕН. 

Покажем сначала, что из а) следует 6). Поскольку закон 
композиции, индуцированный в Н из G, должен быть всюду опре- 
деленным, Н должно быть устойчивым множеством в 6. При 
этом, поскольку индуцированный закон должен обладать нейтраль- 
ным элементом и, последний удовлетворяет. условию и.и=и, 
откуда u=u-u!=e, так что Н содержит е; следовательно, если 
элемент x € H обратим в H, его обратный в H совпадает с его обрат- 
ным 21 BG; тем самым 6) полностью доказано. 

Обратно, из 6) следует а); действительно, для каждого ЕН 
имеем х1ЕН и, значит, х.х 1!=e€ H; тем самым закон компози- 
ции, индуцированный BH из, определяет в À структуру группы. 
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Наконец, ясно, что из 0) следует в); обратно, если в) выпол- 
нено, то хЕН влечет х.х1=еЕН и, далее, е.х 1 =х 1€ H; следо- 
вательно, отношения zEH, УЕН влекут x(y'!)t=2ye€A, чем 
доказано, что из в) следует 6). 


Замечания. 1) Так же доказывается, что утверждение 6) 
предложения 1 равносильно следующему: 

в’) Отношения ЕН, УЕН влекут y 1x EH. 

2) Утверждение 6) может быть также записано в виде Π.Πς ΗΠ 
и Н*С H. Таким образом, в случае непустого множества H C С` 
из этих отношений следует, что Н — подгруппа; тогда e € H, откуда 
XCH-X для каждого ἃς Си, в частности, HC Н.Н; с другой 
стороны, отображение симметрии группы С преобразует включение 
H1C Нв НС Н\!. Тем самым для каждой подгруппы Н группы С 
выполняются отношения 

f=, 7 tf. (1) 

Утверждение в) записывается также в виде H-H1C H; таким 
образом, для непустого множества Н С С это отношение равносильно 
отношениям (1); то же верно и для отношения Н.Н C H. 


‘Ясно, что если Н — подгруппа группы G, а К — подгруппа 
группы H, то К — подгруппа группы G. 

Множество {6} есть подгруппа группы G, очевидно, наименьшая 
(ибо содержится во всех подгруппах). Пересечение Н семейства 
подгрупп (Н,) есть подгруппа, ибо оно не пусто (e€ A, для каж- 
xorot) иотношения r€ Я, y€ A, влекущие ху € A, для каждого ι, 
влекут тем самым ху ΕΗ. 

Следовательно, существует наименьшая подгруппа G, содержа- 
щая заданное множество X C_G; она называется подгруппой, nopo- 
жденной множеством X, а X — системой образующих этой под- 
группы. 


Пример. Найдем все подгруппы аддитивной группы Z рацио- 
нальных целых чисел. Если Н — такая подгруппа, не сводящаяся 
к одному элементу 0, то пусть x € H таково, что x == 0; тогда либо 
x >0, либо, при х<0, х'=—<х>0 и α’ ΕΗ; таким образом, 
множество всех элементов > 0 из H не пусто; пусть а — его наимень- 
ший элемент. Индукцией по т € N* убеждаемся в TOM, что ma ЕН 
для всех m € ΝΞ; значит, также — ma € H для всех т Е N*, и так 
Kak ОЕН, то, следовательно, na ЕН, каково бы ни было n € Z. 
Пусть x € H, тогда ($ 4, n° ὃ) х= да-! г, где ge€Zu0<r< а; так 
как qa€H, To r=x—gaEH; но, по определению элемента а, 
0 < г < а влекло бы г ¢ Н; значит, г=0 и х= да. Тем самым H совпа- 
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дает с множеством всех na, где п € Z, иными словами, Н —=а.7: 06- 
ратно, очевидно, αὖ, есть подгруппа группы для всякого а Е №*; 
если a=0,T0oa-Z={0}; если а < 0, то а’= — a > 0 uaZ=a’Z. Из προ- 
веденного выше доказательства видно также, что aZ есть подгруппа, 
порожденная множеством {а}, и что устойчивым подмножеством мно- 
жества 2, порожденным {а}, служит множество aN* всех ma, где т 
пробегает N*. 
| Этот пример показывает, что следует остерегаться смешения 
> устойчивого подмножества группы С, порожденного множеством 
ХС G, с подгруппой, порожденной этим множеством: первое всегда 
содержится во второй, но вообще отлично от нее. Способ образования 
подгруппы, порождаемой множеством Х, точно описывается следую- 
щим предложением: 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Подгруппа, порожденная непустым подмноже- 


ством X группы G, совпадает с устойчивым множеством У®, nopo- 
жденным множеством Y=X|JX. 


Действительно, У” есть множество композиций всевозможных 
последовательностей, все члены которых — либо элементы из Х, 
либо обратны таким элементам; так как элемент, обратный ком- 
позиции этого вида, снова есть композиция того же вида ($ 2, 
предложение 5), то (предложение 1) У” есть подгруппа группы G; 
обратно, каждая подгруппа, содержащая Х, очевидно, содержит 
У, а потому и У”. 


3. Pakmo pepynnot 


Выясним, какие отношения эквивалентности согласуются с за- 
коном композиции группы. Согласно предложению 1 $4, доста- 
точно рассмотреть отдельно согласованность слева и согласован- 
ность справа; вопрос решается следующей теоремой: 


ТЕОРЕМА 1. Если отношение эквивалентности В в группе G 
зогласуется. слева (справа) с групповым законом, то оно равносильно 
отношению вида x 1yE H (соответственно yx 1€ H), где H — под- 
группа группы G. Обратно, для любой подгруппы Н отношение 
xz ty € H (соответственно yx 1 € H) есть отношение эквивалентности, 
согласующееся, слева (соответственно справа) с заданным в G группо- 
вым законом. 

Ограничимся рассмотрением того случая, когда отношение А 
согласуется слева с групповым законом (случай отношения, согла- 
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сующегося справа, получается отсюда переходом от @ к противо- 
положной группе). Отношение у = x (mod À) равносильно отноше- 
нию x 'y=e (mod R), ибо y = x влечет x 1у=х 1х и, обратно, x ly=e 
влечет х(х 1) =х. Таким образом, А равносильно отношению 
т ЕН, где Н — класс, образованный элементами x = 6. Покажем, 
что Н — подгруппа группы G; для этого достаточно установить. 
(предложение 1), что хЕН и yEH влекут у ЕН, τ. е. что x =e 
и у=е влекут т==у; но это вытекает из транзитивности OTHO- 
шения А. 

Обратно, пусть Н — подгруппа группы @; отношение х1уЕН 
рефлексивно, поскольку x 11 — 6Ε Н; оно симметрично, поскольку 
х ЧЕН влечет у 1х = (т Ч) 16€ H; оно транзитивно, ибо x ly € H 
πγ2Ε Η влекут х 15 = (x 1y) (y 12) € 4; наконец, оно согласуется 
слева с законом композиции группы G, ибо хНу= (zx) 1(zy) для 
любого ЕС. 


Отношение x 1уЕ Н (соответственно yx 16 H) записывается также 
в равносильной bopme y € xH (соответственно y € Hz). Таким обра- 
зом, каждая подгруппа Н группы С определяет два отношения 
квивалентности BG, аименно: убхНиуеЕ Hx; классами эквивалент- 
ности по этим отношениям служат соответственно множества ıH, 
называемые левыми, классами, по Н (или по модулю Н), и множества 
Hx, называемые правыми классами по H (или по модулю A). Насыщая 
множество À C_G по этим отношениям (Теор. ΜΗ., Рез., $5, n° 6), 
получаем соответственно множества АН и НА. Цри переходе к про- 
тивоположной группе каждая подгруппа Н остается подгруппой, 
причем левые классы превращаются в правые и обратно; при сим- 
метрии группы G каждая ее подгруппа Н отображается на себя, 
а левые классы преобразуются в правые и обратно. 

Если число различных левых классов (mod Н) конечно, оно 
называется индексом подгруппы H относительно С и обозначается 
(G:H); оно равно также числу правых классов. Если существует 


) 


бесконечное множество различных левых классов, TO Я называется 
подгруппой бесконечного индекса. 

Подгруппа К группы G, содержащая À, является объединением. 
левых (равно как и правых) классов по Н; если при этом К — 
объединение конечного числа различных левых классов по Н 
т. е. индекс (K:H) конечен), то и каждый левый класс по К есть 
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объединение такого же числа различных левых классов по H, ибо 
он получается из К путем левого переноса. В частности, имеет место 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Пусть Н и К — подгруппы группы G, при- 
чем НС К. Если индекс (G:H) конечен, то также индексы (G:K) 
и (K:H) конечны u 


(G:H) = (G:K) (К:Н). (2) 


Обратно, если (G:K) и (K:H) конечны, то (G:H) конечно и имеет 
место формула (2). 


Следствие. Ёсли С —. конечная группа порядка g и Н — ee под- 
группа порядка h, mo 


(G:H) = & (3) 


{в частности, порядок и индекс подгруппы Н являются делителями 
порядка группы С). 


Теорема 1 позволяет охарактеризовать отношения эквивалент- 
ности, согласующиеся с групповым законом в С: так как такое 
отношение А согласуется с групповым законом одновременно 
и слева и справа, то класс Н нейтрального элемента e (mod А) есть 
подгруппа, для которой отношения уЕхН и ye Hx (будучи оба 
равносильными А) равносильны; таким образом, хН = Hz, каково 
бы ни было хЕС. Обратно, если это условие выполнено, то оба 
отношения эквивалентности YExH и yE Hx согласуются с группо- 
вым законом, поскольку они согласуются с ним одновременно 
и слева и справа ($ 4, предложение 1). Принимая во внимание, 
что равенство cH = Hx эквивалентно равенству хНх ! = Н, вводим 
следующее определение: 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Подгруппа Н группы @ называется нормальной 
(или инвариантной), если <Hx!=H для всех zEG. 


Для установления нормальности подгруппы Н достаточно пока- 
зать, что xx С A для всех x Е G; действительно, тогда для всех 
ЕС также x 1х СН, τ. ο. HCzxHx l, и, следовательно, 


H=aHa", 
Пусть Н — нормальная подгруппа группы @ и В — onpene- 
ляемое ею отношение эквивалентности y € xH; факторзакон закона 


группы G по А на фактормножестве G/R ассоциативен;: класс 
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нейтрального элемента е группы G является нейтральным элемен- 
том относительно этого факторзакона, и классы двух взаимно 
обратных элементов из С взаимно обратны относительно него 
(8 4, n° 3). Таким образом, резюмируя полученные результаты, 
имеем: 


ТЕОРЕМА 2. Отношения эквивалентности, согласующиеся с зако- 
ном группы G,— это отношения вида y € xH, где Н — ее нормальная 
подгруппа (причем отношение y € xH для такой подгруппы Н рав- 
носильно отношению y € Hz); факторструктура структуры epyn- 
пы G по этому отношению есть структура группы. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Результат факторизации группы G по отноше- 
нию эквивалентности, определяемому ее нормальной подгруппой Н, 
называется факторгруппой группы @ по Н и обозначается G/H. 


Отношение эквивалентности, определяемое нормальной под- 
группой Н группы @, иногда записывают в виде x = y (mod H) или 
т = y (H); факторзакон закона группы G по этому отношению часто 
для краткости называется факторзаконом закона группы G πο A. 


Замечания. 1) Если Н — нормальная подгруппа группы С, 
то, каково бы нибыло АС С, АН=НА; это —множество, получа- 
ющееся путем насыщения множества A по отношению x = y (mod A). 

2) Композицией любых двух элементов хН и yH факторгруппы 
G/H служит элемент хуН, равный композиции (хН) (yH) в $ (4), ибо 
НуН = у (y 1Ну) H=y(HH)=yH. Точно так же обратным к tH в G/H 
служит элемент 21Η, равный (x) 1, поскольку последнее есть не что 
иное, как Н ae 1=Нх 1. 

3) Если Н — нормальная подгруппа конечного индекса, то фактор- 
группа С/Н есть конечная группа порядка (G:H). 


Пример. Если закон композиции группы С коммутативен, 
то ανα 1= у, каковы бы ни были x и у, так что всякая подгруппа груп- 
пы С — нормальная; так обстоит дело, например, для аддитивной 
группы рациональных целых чисел. Ее подгруппы были определены 
выше (n° 2): это — множества ай, где a€ 2; отношение эквивалент- 
ности, определяемое подгруппой aZ,— не что иное, как отношение 
x —y€aZ, т. е. сравнение x = y (moda) ($ 4, n° 3): сравнения — 
единственные отношения эквивалентности, согласующиеся со сложе- 
нием в 7. Приа > 0 факторгруппа аддитивной группы Z по сравне- 
нию 104 а называется‘аддитивной группой рациональных целых по мо- 
дулю а; это — конечная группа порядка а. 
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Подгруппы G u {е} каждой группы G — нормальные (a G/G 
и G/{e} изоморфны соответственно {е} и (С); если это единственные 
нормальные подгруппы, то группу С называют простой. Пересе- 
чение всякого семейства нормальных подгрупп группы G есть .нор- 
мальная подгруппа; поэтому можно говорить о наименьшей нор- 
мальной подгруппе группы С, содержащей множество X C_G. 

Заметим, что (как мы убедимся на примерах) нормальная под- 
групна А нормальной подгруппы Я группы С не всегда есть нор- 
мальная подгруппа группы С. 


4. Представления 


Общее определение представления ($ 4, определение 7) приво- 
дит, в частности, в случае групп к следующему определению: 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5. Лусть @ — группа и G’ — множество, наделен- 


ное внутренним законом композиции. Отображение } группы G 
6G’ называется представлением (или гомоморфизмом) @ в Ц’, если 
(при мультипликативном обозначении заданных BG U С’ законов), 
каковы бы ни били EGU YEG, [(α) (у) определено u 


f(xy) -- ία) Ку). (4) 


Каноническое отображение группы @ на ее факторгруппу G/H 
по нормальной подгруппе Н есть гомоморфизм; он называется 
каноническим гомоморфизмом G на Ο/Η. 

Если f — гомоморфизм G в С’, то отношение f(x) =} (у) равно- 
сильно отношению f(x ty) = f(e); поэтому общая теорема о гомомор- 
физмах (§ 4, теорема 1) в соединении с установленной выше теоре- 
мой 2 приводит к следующему результату: 


ТЕОРЕМА 3. Пусть | — представление группы G в множество @', 


наделенное внутренним законом композиции. Тогда | (α) есть epyn- 


па (относительно закона, индуцированного из G’) с нейтральным 
| | a 
элементом e =f (e). Прообраз H = f (e’) последнего есть нормальная 


подгруппа группы С (называемая ядром представления f); группа 
f(G) (называемая образом представления f) изоморфна фактор- 
группе G/H, и представление } есть композиция канонического 
гомоморфизма G на С/Н u инъективного гомоморфизма G/H в С’. 
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Иными словами, каноническое разложение представления f 
(Teop. мн., Рез., $5, n° 3) дает: 1° канонический гомоморфизм 
G на Ο/Η; 2° изоморфизм G/H на f(G), называемый взаимно одно- 
значным представлением, ассоциированным с }; 3° каноническую 
инъекцию f (G) BG’ (ср. $4, n° 4). 

Следуя снова $ 4, мы будем называть представление группы G 
в себя эндоморфизмом группы С, и, как всегда, автоморфизмом 
группы С будет изоморфизм G на себя. Композиция двух эндо- 
морфизмов группы G относительно закона fog есть снова эндомор- 
физм этой группы; композиция двух автоморфизмов группы @ 
относительно того же закона, равно как и отображение, обратное 
к автоморфизму, есть автоморфизм группы С. 


Иными словами, автоморфизмы группы С образуют группу отно- 
сительно закона fog (см. $ 7). 


ПрЕдложеЕНИЕ 4. Каков бы ни бил элемент x группы G, ее отобра- 
жение ο, в себя, определяемое формулой a, (y)=xryx |, является 
автоморфизмом этой группы. 

Действительно, &,— эндоморфизм группы G, ибо 


gore (er. 


С другой стороны, так как отношение zyx "= U равносильно OTHO- 
шению у= x их, то для каждого иЕС существует, и притом един- 
ственное, у такое, что &, (у) =U, иными словами, &, есть взаимно 
однозначное отображение группы С на себя. Тем самым ©, — ее 
автоморфизм. 


Автоморфизмы O, называются внутренними автоморфизмами 
группы С. 


При мультипликативной записи группы С иногда пишут 
y* = a —1 (у) =х lyr. 


Это обозначение оправдывается (по соглашениям $ 5) тем, что отобра- 
жение (x, у) — у*, рассматриваемое как внешний закон композиции 
операторов хЕС и элементов y € G, дистрибутивно относительно 
группового закона для элементов у и ассоциативно относительно про- 
тивоположного закона для операторов х — свойства, выражаемые 
тождествами 

(αυ)'--α"γ", (et). 
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Однако мы будем пользоваться этим экспоненциальным обозна- 
чением лишь когда оно не сможет вызвать недоразумений, и притом 
каждый раз напоминая его смысл. 


Очевидно, автоморфизм группы С, и в частности внутренний 
автоморфизм, преобразует каждую ее подгруппу в изоморфную 
подгруппу; определение 3 означает, что подгруппа группы @— 
нормальная, если она преобразуется в себя каждым внутренним 
автоморфизмом группы. 


5. Произведения групп 


Замечания, сделанные в N° 9 $4, показывают, что произведе- 
ние групповых структур является групповой структурой, что 
позволяет ввести следующее определение: 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 6. Произведением семейства групп (G,)er называ- 


ется произведение G = | | С, семейства множеств (G,)yer, наделенное 
ЕТ 


групповой структурой, определяемой законом, относящим любым 
двум элементам тх= (1) и y=(y,) этого произведения элемент 


ry = (xy). 


Если H, — подгруппы (соответственно нормальные подгруппы} 


групп G,, то ΠΠ ‚, наделенное структурой, индуцированной из С, 
vel 


есть подгруппа (соответственно нормальная подгруппа) груп- 
пы G, изоморфная произведению групп Н,. В частности, пусть 


JCIn K=CJ; произведение G;= |] С, изоморфно нормальной 
ЕЛ 


‘подгруппе Gi = ( р Οι) х ( [| {α}) группы С и часто отождест- 
L L 


вляется с ней посредством изоморфизма (называемого канониче- 
ским), относящего каждому элементу (5х, сл Е Gy элемент (γι)ιετΕ G3 
такой, что у. = 2, для всех Е/ uy,—e, для всех t¢ Л. Проекция 
pry группы G на С; есть гомоморфизм С на Gy; прообраз нейтраль- 
ного элемента группы Су относительно этого гомоморфизма есть 
не что иное, как Ск, так что G; изоморфно G/Gx , a С — произве- 
дению G7X (С/С т). Из определения 6 следует, что если J, и J, — 
два непересекающихся подмножества множества J, то каждый 
элемент из G7, перестановочен с каждым элементом из Сл». 
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ΗΡΕΠΠΟΆΕΗΗΕ 5. Пусть G, и G,— группы u H,, H, — ux нор- 
мальные подгруппы. Каноническое отображение произведения фак- 
mopepynn (G,/H,)X(G,/H,) на факторгруппу (G,xG,)/(H, x H,) 
есть изоморфизм. 


Более общим образом, пусть (G,)ıer — произвольное семейство. 


групп и @= [| G, — его произведение; пусть, далее, H, для каж- 
ЕТ 


дого LE Г — нормальная подгруппа группы G, и р — канониче- 
ский гомоморфизм G, Ha (,/Н,. Ясно, что отображение (αι) — (f,(2,)) 


группы С в группу @’= [| СИН, есть сюръективный *) гомомор- 
vel 


физм, ядром которого служит нормальная подгруппа Н = {| HA, 
vel 
группы G; поэтому заключаем (теорема 3), что G/H Kanonuyecku 


изоморфно С’. 


Важным частным случаем произведения групп является груп- 
па, образованная всеми отображениями некоторого множества Ё 
в группу @, с композицией h=fg отображений f и g, определенной 
условием, что h (x) =f (x) £ (x) для всех хЕЁ; эта группа есть не что 


иное, как произведение С” групи С. 


6. Прямое произведение nodepynn 


Пусть G = Il G, — произведение конечного семейства групп G;s 
SIN 


согласно предыдущему, С; изоморфно нормальной подгруппе 


Еж И {е;} группы G u при ἱ == } каждый элемент из G; пере- 
ji 


становочен с каждым элементом из G;. Всякий элемент x= (x,)€ С 
представим в виде х=ии, ... и», где и, = (и,;) — элемент из С: 
такой, что и, =х, и u,=e, для всех ji; обратно, если 
L= U,V, ... Un, где VE Gi (1<i<n), и pr,(v,)=Yy,, то z=(,), 
откуда у; =хт; и 9, =и,;; таким образом, элементы U, однозначно 
определяются заданием X; при этом X есть также композиция 
любой последовательности, получающейся из последовательности 
(u;)ı<i<n перестановкой членов ($ 1, теорема 3). 


*) Сюръективное отображение — отображение на.— Перев. 
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Введем следующее определение: 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 7. Мультипликативная группа G называется пря- 
мым произведением конечного семейства (H,)ı<i<n своих различных 
подгрупп, если при 1-=] каждый элемент из H, перестановочен с каж- 
дым элементом us Н; и если каждое xEG npedcmasumo, притом 
единственным способом, в виде X= ци. ... Un, где и, ЕН, (1<1< п). 
Элемент U, называется компонентой x в H,. 


Таким образом, можно сказать, что каждое произведение 


G= В G, конечного семейства групп есть прямое произведение 
i<i<n 


подгрупи Gi, изоморфных G,. 

Обратно, допустим, что группа С есть прямое произведение 
семейства (H,);<i<n своих подгрупп. Для каждого x € G отношение 
т=иши....и„, гдеи, ЕН; (1<1< п), по предположению, однозначно 
определяет элементы и;; положим и, =7, (x). Покажем, что f;— 
‚ гомоморфизм G на Η,. Действительно, так как J,(7,)=H,, то }, 
отображает С Ha Η,. С другой стороны, если yEG,v,=f,(y), 
Y= U,V, ... Un, то условие перестановочности подгрупп H, влечет 
ху = (u,v,) (иьч.) . .. (и); в самом деле, достаточно доказать 
индукцией по р, что 


(ии... Wy) (0,0, ... Up) = (и191) (UgUg) ... (u,v,); 
а это очевидно, если заметить, что, согласно предложению 2 $1, 
Un 003 + ++ U, 100, + ++ Όρ Uy. Отсюда следует, что отображение 


x—>(f,(x)) есть изоморфизм группы С на произведение групп 


ΚΗ П;, переводящий Н; в нормальную подгруппу Я; этого про- 
<i<n 

изведения, образованную теми и = (и,), в которых и, =епри j À i. 
Резюмируя, имеем: 


ПрЕдложЕНИЕ 6. Ёсли группа G есть прямое произведение конеч- 
ного семейства (H ,)ı<i<n своих подгрупп H,, то последние являются 
ее нормальными подгруппами,, и отображение, относящее каждому 


элементу и=(и,) произведения || Н; групп ΠΗ, вомпозицию 
1<1<п 
ии. ... Un последовательности (u,), есть (называемый канони- 


ческим) изоморфизм I] Н; на G. 
1sısn 
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Основываясь на этом изоморфизме, часто не делают различия 
между понятиями произведения и прямого произведения конечного 
семейства подгрупп заданной группы. 

Если G — прямое произведение своих подгрупп H, (1<1< п), 
то из указанного изоморфизма явствует, что 


Н-П]: ПВ 
Обратно: 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 7. Ёсли (Н;)1 <:<„— конечное семейство нормальных 
подгрупп группы G, обладающее тем свойством, что 


(H,H, ... Н)ПН = {е} (1 < t<n— 1), 


то Н.Н. ... H, есть нормальная подгруппа группы С, являющаяся 
прямым произведением подгрупп Н.. 

Применение индукции по п сразу сводит вопрос к доказатель- 
ству предложения для n=2. Покажем сначала, что любые два 
элемента ЕН, и yEH, перестановочны; действительно, так как 
zyx ty) = (xyx y = x (ух ty"), то (вследствие нормальности под- 
групп A, и Н.) ανα У 1ЕН.[]НЬ., т. е., в силу предположения, 
zyx ty t=e. Отсюда следует (согласно предложению 1), что Н.Н. 
есть подгруппа группы G, и непосредственно проверяется, что эта 
подгруппа — нормальная. Пусть, наконец, ху=х’у’, где хЕН,, 
x €H,, УЕН, У ΕΗ»; тогда х 1х =y'y 1, значит, x’ \ЕН.]Н.= 
= {е}, α΄ --ᾱ, и так же у' =у. Тем самым H,H, есть прямое произведе- 
ние подгрупп HA, и H,. 


Для аддитивных групп вместо «прямое произведение» употреб- 
ляют термин прямая сумма. 


7. Коммутативные группы; моногенные группы 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 8. Группу называют коммутативной (или абеле- 
вой), если ее закон композиции коммутативен. 


Коммутативная группа будет часто записываться аддитивно, 
а ее нейтральный элемент обозначаться тогда 0 (и называться 
нулем). 

В коммутативной группе каждый внутренний автоморфизм сво- 
дится к тождественному и, значит, всякая подгруппа нормальна. 
TH. Бурбаки 


98 АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ СТРУКТУРЫ гл. 1, § 6 


Всякая факторгруппа коммутативной группы коммутативна; BCA- 
кое произведение коммутативных групп коммутативно. 

Пусть G — произвольная группа и А — ее подмножество, эле- 
менты которого попарно перестановочны; в силу доказанного выше 
предложения 2 и предложения 7 $2, подгруппа группы G, порожден- 
ная множеством А, коммутативна. 

Рассмотрим, в частности, тот случай, когда А сводится к одно- 
му элементу x; тогда подгруппа X, порожденная множеством А, 
образована степенями x”, где п пробегает Z (предложение 2), 
и всегда коммутативна; в силу тождества х"*" =х"х”, отобра- 
жение N —> X" есть гомоморфизм аддитивной группы Z на X; 
следовательно (теорема 3), Х изоморфна либо группе Ζ,, либо ее 
факторгруппе, т. е. (п°3) аддитивной группе целых чисел по моду- 
лю a, где а > 0; в этом последнем случае X есть конечная группа, 
состоящая из а элементов. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 9. Группа называется моногенной, если она поро- 
ждается одним из своих элементов; конечная моногенная группа 
называется также циклической группой. 


Мы доказали следующее предложение: 


ПьЕдложЕНИЕ 8. Моногенная группа коммутативна; если она 
бесконечна, то она изоморфна аддитивной группе Z рациональных 
целых чисел; если она — конечная группа порядка п, то она изо- 
морфна аддитивной группе целых чисел по модулю п. 


Если (моногенная) подгруппа произвольной группы G, поро- 
жденная элементом ЕС, имеет конечный порядок р, то x назы- 
вают элементом р-го порядка; тем самым р есть наименьшее 
целое число > 0, для которого zP=e; если подгруппа, порожденная 
элементом ZT, бесконечна, TO х называют элементом бесконечного 
порядка. Эти определения в соединении с предложением 3 влекут, 
в частности, что в конечной группе G порядок каждого элемента есть 
делитель порядка группы; в качестве следствия отсюда вытекает 


ПрЕдложеЕНИЕ 9. В конечной группе G п-го порядка xz” =e для 
каждого LEG. 

Действительно, если р — порядок элемента X, то N= ра, где q— 
целое, и потому x” = (x?) =е. 
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δ. Центр группы; коммутант 


ПрЕдложеЕНИЕ 10. Центр Z группы С есть ее коммутативная 
подгруппа, преобразуемая каждым автоморфизмом группы G 
в себя; каждая подгруппа центра 2 есть нормальная подгруппа 
группы G. 

То, что Ζ — подгруппа группы С, вытекает из предложения 
1 $ Ти предложения 6 $2; то, что каждый автоморфизм группы G 
преобразует эту подгруппу в себя, очевидно; наконец, так как 
zyx t=y для каждого хЕС и каждого yEZ, то всякая подгруппа 
группы Z есть нормальная подгруппа группы G. 


Если С коммутативна, то она совпадает со своим центром. 
Для некоммутативной группы С центр может сводиться к одному 
нейтральному элементу е (в частности, это имеет место в случае, 
когда G простая). 


Следует иметь в виду, что коммутативная подгруппа группы С 
не обязательно содержится в центре этой группы; например, если G — 
некоммутативная простая группа, то моногенные группы, порожден- 
ные элементами из G, коммутативны и не сводятся к e. 


Выясним теперь, какому условию должна удовлетворять нор- 
мальная подгруппа H группы G, чтобы факторгруппа G/H была 
коммутативна. Каковы бы ни были хЕС, yEG, мы должны иметь 
ху = ух (mod À) или, что равносильно этому, у 1х Чух =e (Н), т. е. 
у lyx EH. Элемент ytxtyxr называется коммутатором х иу 
(и иногда обозначается хоу); мы видим, таким образом, что Н 
должно содержать множество коммутаторов всевозможных пар 
(x, y) элементов из G, а следовательно, также порожденную им 
подгруппу С группы G. Эта подгруппа С называется коммутантом 
(или производной группой) группы С; очевидно, она преобразуется 
в себя каждым автоморфизмом группы С и, в частности, является 
нормальной подгруппой группы G; более общим образом, всякий 
эндоморфизм ф группы @ преобразует каждый коммутатор в ком- 
мутатор, так что ф(С) СС. Резюмируя, имеем: 


ПреЕдложЕНИЕ 11. Для того чтобы факторгруппа G/H группы 
С была коммутативной, необходимо и достаточно, чтобы нор- 
мальная подгруппа Н группы С содержала коммутант С этой 
группы. 
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Если С коммутативна, то ее коммутант сводится K €; для неком- 
мутативной группы коммутант может совпадать с С (что, например, 
имеет место в случае, когда группа @ простая). 


Заметим, что множество всех коммутаторов группы С вообще 
не совпадает с (порождаемым им) коммутантом: произведение двух 
коммутаторов не есть вообще коммутатор. 


9. Группы с операторами 


ОпРЕДЕЛЕНИЕ 10. Группой с операторами называют множество 
G, наделенное алгебраической структурой, определяемой одним 
(внутренним) групповым законом и одним или несколькими, дистри- 
бутивными относительно него внешними законами композиции. 


Иными словами, при мультипликативной записи группового 
закона, для любого, оператора © любого внешнего закона | группы 
с операторами С имеет место тождество 


al (αν) = (а1 2) (α 19). 


В дальнейшем нам встретятся довольно разнообразные структуры 
групп с операторами; каждый род их будет характеризоваться зада- 
нием соответствующих областей операторов и чаще всего — также 
дополнительными условиями, наложенными на рассматриваемые за- 
коны композиции. 


В группе с операторами G каждый оператор порождает эндо- 
морфизм ее групповой структуры; задание каждого из внешних 
законов, определяющих структуру группы с операторами, сво- 
дится к заданию семейства эндоморфизмов группы @; эти эндо- 
морфизмы будут часто называться гомотетиями группы с опера- 
торами С. В дальнейшем при мультипликативном обозначении 
группового закона мы будем (согласно соглашениям $ 9, n° 1) 
пользоваться для гомотетий экспоненциальным обозначением, 
т. €. записывать композицию оператора & и элемента хЕС в виде 
χά, так что дистрибутивность будет выражаться тождеством 
(ху = у. 

Группу c операторами С называют коммутативной, если ее 
групповой закон коммутативен; при аддитивной записи этого 
закона внешние законы обычно записываются в виде умножения 


слева или справа (см. $5, n° 1). 
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На группе С всегда можно ввести внешний закон C областью 
операторов, сводящейся к единственному элементу &, определяе- 
мый условием ἀξ--2 для всех хЕС (иными словами, внешний 
закон, единственный оператор которого является нейтральным). 
Этот внешний закон и групповой закон определят в G структуру 
группы с операторами; но она по сути ничем не отличается от 
заданной в С структуры группы, поскольку все введенные в $ 4 
понятия, относящиеся К алгебраическим структурам (устойчивые 
множества; отношения эквивалентности, согласующиеся со струк- 
турой; представления), для этих двух структур одинаковы. Тем 
самым это позволяет рассматривать группы как частный случай 
групи с операторами и применять все формулируемые даль- 
ше результаты, относящиеся к группам с операторами, также 
к группам. | 

В коммутативной группе G, записываемой, скажем, мульти- 
пликативно, для всех nEZ имеет место тождество (xy) —=x"y" 
($ 1, формула (8)); следовательно, внешний закон композиции 
(п, x) —> x" целых чисел пЕ Z и элементов x Е G в соединении с груп- 
повым законом определяет в С структуру группы с операторами; 
и здесь по той же причине, что и выше, эта структура по сути 
ничем не отличается от исходной групповой. 


Более общим образом, структуру коммутативной группы с опе- 
раторами не отличают от получаемой путем присоединения к онре- 
деляющим ее законам еще внешнего закона (п, x) —> x". 


10. Гстойчивые подгруппы групп с операторами 


Пусть G — группа с операторами; для того чтобы структура. 
индуцированная ее структурой в непустом множестве НСС, была 
структурой группы с операторами, очевидно, необходимо и доста- 
точно, чтобы Я было подгруппой группы σ и чтобы эта подгруппа 
была устойчивой относительно заданных на С внешних законов; 
поэтому вводим следующее определение: 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 11. Устойчивой подгруппой группы с операторами 
( называется подгруппа группы G, устойчивая относительно задан- 
ных на @ внешних законов (т. е. отображаемая заданными на С 
гомотетиями в себя), наделенная структурой группы с операторами, 
индуцированной из G. De τω 
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G и {е} всегда являются устойчивыми подгруппами группы 
с операторами G; коммутант группы (1 устойчив относительно лю- 
бой структуры группы с операторами в G, имеющей тот же груп- 
повой закон; но центр группы С уже не обладает аналогичным 
свойством. Пересечение любого семейства устойчивых подгрупп 
группы с операторами С есть ее устойчивая подгруппа; наименьшая 
устойчивая подгруппа, содержащая множество ΧΟ, называется 
устойчивой подгруппой, порожденной этим множеством. 


Замечания. 1) При рассмотрении группы как группы с опе- 
‚ раторами (а именно с единственным оператором €, определяемым 


условием x°—x) понятие устойчивой подгруппы сливается с понятием 
подгруппы. Точно так же, если G — коммутативная группа с опера- 
торами, понятие устойчивой подгруппы не изменится от присоеди- 
нения к заданным внешним законам еще закона x". 

2) Нормальную подгруппу группы С можно определить также 
как подгруппу, устойчивую относительно внешнего закона (5, 2) > $ 15$, 
имеющего своей областью операторов @; этот закон в соеди- 
нении с заданным на G групповым законом индуцирует в каждой нор-. 
мальной подгруппе группы С структуру группы с операторами, имею- 
щей областью операторов G. 


11. Факвторгруппы групп с операторами 


Теорема 1 распространяется на группы с операторами. Доста- 
точно сформулировать ее для отношения, согласующегося слева 
с групповым законом: 


ТЕОРЕМА 4. Если отношение эквивалентности В в группе с опе- 
раторами @ согласуется слева с групповым законом и согласуется 
с внешними. законами, заданными на G, то оно равносильно отноше- 
нию вида x ty € Н, где Н — устойчивая подгруппа группы G. Обрат- 
но, для любой устойчивой подгруппы Н отношение x y € H есть 
отношение эквивалентности, согласующееся слева с групповым за- 
KOHOM и согласующееся с заданными на С внешними законами. 

Действительно, А равносильно отношению 2 1уЕН, где Н — 
класс e (mod В) и À — подгруппа (теорема 1); так как для любого 
оператора & отношение x = е влечет 2% = e* =e, то H* CH, т.е. H 
устойчиво. Обратно, если Н — устойчивая подгруппа, то отноше- 
ние уЕхН влечет y* € x*H° CC x*H, так что отношение эквивалент- 
ности z!yE H согласуется с заданными на С внешними законами. 
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Теорема 2 непосредственно распространяется теперь на груп- 
ΠΡΙ с операторами. То же для определения 4: если Н — устойчивая 
нормальная подгруппа группы с операторами С, то фактормноже- 
ство множества G по отношению эквивалентности, определяемому 
этой подгруппой Н, наделенное факторструктурой структуры 
группы с операторами ( по этому отношению, есть группа с опе- 
раторами; она называется факторгруппой группы C операторами 
G по Н и обозначается G/H. 


12. Представления групп с операторами 


Пусть G — группа с операторами; ее представление в а’ можно 
определить, если С’ наделено алгебраической структурой, опре- 
деляемой, с одной стороны, внутренним законом композиции и, с 
другой, множеством внешних законов, поставленным во взаимно 
однозначное соответствие с множеством внешних законов, задан- 
ных на G и имеющих каждый ту же область операторов, что и COOT- 
ветствующий закон на С (τ. ο. структурой, гомологичной структуре, 
заданной в С ($4, n° 1)); отображение } группы с операторами 
G BG’ есть тогда представление (или гомоморфизм), если, каковы 
бы ни были элементы xEG, yEG и оператор a на G, f(x)f (у) 


и (f(x))” определены и 
| [ (ху) = 1(х) 1 (у), Fe) = (F (x). 


Отметим, в частности, что эндоморфизм группы с операторами 
G есть не что иное, как эндоморфизм группы С, перестановочный 
со всеми заданными на С гомотетиями. 


Поскольку гомотетии группы с операторами С не обязательно 
перестановочны, гомотетия, вообще говоря, не является эндоморфизмом | 


> структуры группы с операторами, заданной в G. 


Теорема 3 сохраняется без существенных изменений и прини- 
мает следующий вид. 


"ТЕОРЕМА 5. Пусть f — представление группы с операторами @ в 
множество С’, наделенное гомологичной структурой. Тогда f (G) 
есть группа с операторами (относительно структуры, индуциро- 
ванной из С’) с нейтральным элементом е’=](е). Прообраз 


—1 
Н = (e’) последнего есть устойчивая нормальная подгруппа 
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группы G; группа с операторами f (G) изоморфна факторгруппе G/H, 
и представление } есть композиция канонического гомоморфизма 
G na G/H u инъективного гомоморфизма G/H в G'. 


13. Подгруппы фавторгруппы группы с операторами 


Общие теоремы об изоморфизме ($ 4, теоремы 2 и 3), разумеется, 
применимы также к группам с операторами (и тем более к группам); 
они позволяют (используя также доказанную выше теорему 5) 
охарактеризовать устойчивые подгруппы и факторгруппы лю- 
бой факторгруппы заданной группы с операторами: 


ТЕОРЕМА 6. Пусть G — группа с операторами, Н — ее устойчивая 
нормальная подгруппа и | -- канонический гомоморфизм С на 


σ’ =G/H. 


а) Прообраз К = f (K’) устойчивой подгруппы К’ группы с one- 
раторами С’ есть устойчивая подгруппа группы с операто- 
рами а, содержащая Н; при этом Κ' --}(Κ) и К’ изоморфна K/H. 


6) Отношение К = f (К’) устанавливает взаимно однозначное 
соответствие между устойчивыми подгруппами, группы с операто- 
рами G и устойчивыми подгруппами группы с операторами С, 
содержащими Н. 

в) Ёсли К’ — устойчивая нормальная подгруппа группы с one- 


раторами G’, то К = 7 (К ’) есть устойчивая нормальная подгруппа 
группы с операторами G, содержащая H, и обратно; при этом 
G/K изоморфно G'/K’. 

г) Ecau L — устойчивая подгруппа (соответственно устойчивая 
нормальная подгруппа) группы с операторами G, то это же верно 
u для LH=HL; ΗΓΊΙ, есть устойчивая нормальная подгруппа 
группы с операторами L, и Г(НГ Г.) изоморфно (HL)/H. 

Докажем сначала а); если К’ — устойчивая подгруппа группы 
с операторами G’, то отношения f (x) Е K’,f (y)€ K’ влекут f (ху!) = 
=7(2) (1 (у)) ЕК’ и flar)=(f(a))"EK’ для каждого заданного 
на С оператора a; значит, К = f (K') есть устойчивая подгруппа 
группы с операторами С, очевидно содержащая Н; отображая G 


на С’, | отображает К на К’, и в этих условиях группа с опе- 
раторами А’ изоморфна K/H по теореме 5. 
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Обратно, если К — устойчивая подгруппа группы с операто- 
рами G, содержащая H, то К насыщена по отношению yEıH, 


значит, полагая Κ΄ --}(Κ), имеем K=f (К’), чем доказано 6). 

Докажем теперь г). Если L — устойчивая подгруппа группы 
с операторами С, то сужение f на L есть представление L в G'; 
согласно теореме 5, прообраз Af)Z нейтрального элемента OTHO- 
сительно этого представления есть устойчивая нормальная под-. 
группа группы с операторами Г, u f(L) изоморфно Ι,(ΗΓῚ1); 
насыщение L по отношению yExH дает множество HL= LH = 


“7; (f(L)), являющееся поэтому устойчивой подгруппой группы 
с операторами С; а вторая теорема об изоморфизме ($ 4, теорема 3) 
показывает, что } (L) изоморфно (HL)/H. Легко проверяется, что 
если подгруппа L нормальная, то это же верно и для HL. 
Наконец, в) есть не что иное, как перевод первой теоремы об 
изоморфизме ($ 4, теорема 2) на язык групп с операторами. 


Для всякой устойчивой подгруппы К IH группы с операторами 
G обычно f(K) отождествляют с факторгруппой К/Н; утвержде- 
ние в) теоремы 6 выражают тогда, говоря, что факторгруппа 
(G/H)/(K/H) изоморфна G/K (для каждой устойчивой нормальной 
подгруппы K DH). 


Замечание. To, что прообраз т (Κ΄) подгруппы К’ группы 
С’ есть подгруппа группы С, вытекает из следующего более общего 
предложения: 

Для любых множеств A’ CG’ и В’С Ο' имеем 


7 (AB) = 7 (47 δ), Табу 

Действительно, очевидно Ῥω” 7 (B’) ci (A’B’); с другой ето- 

роны, если 2 ef (А’В’), существуют x € ΤΑ’ uye Τη такие, что, 

f(z)=f (x) f (y)=f (ху), и значит, z € xyH CT (A')f (B’). Точно так же, 

отношение Е ra (4΄ 1) равносильно отношению f (z)€ A’), а значит 

отношению f(z1)€A’ или 21 Е} (A’), и, наконец, — отношению 
z€(f (A’))?. 

Следствие. Пусть | — представление группы с операторами 

С в группу с операторами G’, L — устойчивая подгруппа группы 


С, К — устойчивая нормальная подгруппа группы Ги Н —f (е’). 
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Гогда КН, K(LMH) и f(K) — устойчивые нормальные подгруппы 
соответственно групп с операторами LH, Ги f(L), и факторгруп- 
пы (LH)/(KH), Г/(К (ЕП Н)) и f(L)/f(K) изоморфны друг другу. 

Действительно, пусть g — сужение f на L; g есть гомоморфизм 


L на f(L) и g(K)=f(K), g(e)=Lf)H; поэтому (теорема 6) 


—1 
g (7(К)) = К (ГОН) есть устойчивая нормальная подгруппа 
группы с операторами L, u f(L)/f(K) изоморфно Z/(K(LNH)). 


С другой стороны, FÜ (Z)=LH, f (f (K))= KH; то me рассужде- 
ние применительно к сужению f Ha LH показывает, что АН нор- 
мальна в LH, а (LH)/(KH) изоморфна f(L)/f(K). 


14. Теорема sKopdana — Гёельдера 


Одним из важных следствий теоремы 6 является теорема, из- 
вестная под названием теоремы Жордана — Гёльдера; она уста- 
навливает свойство структуры некоторых групи (особенно конеч- 
ных), инвариантное относительно изоморфизма, и на этом основа- 
нии играет фундаментальную роль в алгебре (см. особенно главы 


II u VII). 


ΟΠΡΕΠΕΠΕΗΜΕ 12. Композиционным рядом группы с операторами 
G будет называться конечный ряд (G,)o<i<n ее устойчивых подгрупп, 
имеющий своим первым членом Gy=G, последним членом G, = {е} 
и такой, что Coes где0<1<п— 1, — нормальная подгруппа группы 
G,. Факторгруппы G,/G,,, называются факторами композиционного 
ряда. Композиционный ряд Σ’ называется уплотнением компози- 
ционного ряда Σ, если Σ есть подряд ряда Σ΄. 
Композиционные ряды (G,)o<izn и (H;)o<jem групп с операторами 
G u Н (имеющих гомологичные структуры) называются эквивалент- 
ными, если т = п и существует взаимно однозначное отображение ф 
интервала [0, п-1] СМ на себя такое, что G;/G;,, для каждого 
i изоморфно Hot) Hotiy+1e 
: Заметим, что подряд композиционного ряда (G;), вообще говоря, 
> не есть композиционный ряд, ибо G; npu j > :-|-1 вообще не есть нор- 
мальная подгруппа группы G;. 
ТЕОРЕМА 7 (Шрейер). Любые два композиционных ряда Σι, У. 
группы с операторами @ обладают эквивалентными уплотнениями 


Σας 
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Пусть 2,=(G,)o<i<n и Ze (H ‚)o<j<m — два заданных композици- 
онных ряда, состоящие соответственно из n-+1 и т--1 членов; 
мы покажем, что композиционный ряд XL} можно образовать пу- 
тем вставки между каждыми двумя подгруппами G, и G,,,, где 
9<1<п—1, пот — 1 подгрупп Gi; (1<j<m—1) и композицион- 
ный ряд >, — путем вставки между каждыми двумя подгруппами 
Н; иН,.1, где 0<j<m—1, no n—1 подгрупп Ни (1<i<n—1); 
это даст два ряда из тп 1 подгрупп группы С; надлежащим 
образом выбирая вставляемые подгруппы, мы получим эквива- 
лентные композиционные ряды. 

Заметим, что @,;[]Н; есть подгруппа и группы G,, и группы H,, 
поэтому (теорема 6) G,,, (α.[]Π;) есть подгруппа группы G,, содер- 
жащая @;., и Н,,., (©, ]Н;) — подгруппа группы H,, содержащая 
Н..1; если положить 


G;=G,,(GNH,) (<i<m-1) 


НН, (ПН, (<i<n-1), 


то Οἱ будет подгруппой группы (ἱ;, Aj, 44, — подгруппой 
группы // ;; при этом, в тех же обозначениях, Οἱ о =G,, ат = Gui 
Hjo =H,, Hin = H;,,; Поэтому доказываемая теорема будет непо- 
средственно вытекать из следующей леммы: 


JIEMMA (Цасенхауз). Пусть Н, К — устойчивые подгруппы 
группы с операторами G и Н’, K’ — их устойчивые нормалъ- 
ные подгруппы. Тогда Н’НГ]К”) есть нормальная подгруппа 
группы Н’(НГК), K(Kf)H’) — нормальная подгруппа группы 
К’(КГ)Н), причем факторгруппы 

(Н’(НПК))/(Н’(НПК”)) 


(К’(КПН))/(К’(КПН”)) 
изоморфны. | 
Согласно теореме 6, примененной к группе Я, Н'П]К=Н’[\ 
N(HNMK) есть нормальная подгруппа группы ΗΓ] К; точно так же 
К’ГН есть нормальная подгруппа группы АПН; поэтому (тео- 
рема 6) (Η’Γ] К) (K’'()#) есть нормальная подгруппа группы À [)К. 
Согласно следствию теоремы 6, примененному к группе Я, 


ΗΠ (КН) = H" (H()K’) 
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есть нормальная подгруппа группы H’(H({\K), a факторгруппа 
(Н’(НПКУКН’(НПК’)) изоморфна (ΗΠ Κ)(Π’ ПК) (К’ПН)). 
В эту последнюю факторгруппу НЯ и Н’, с одной стороны, К и 
К’, с другой, входят симметрично; их перестановка приводит к 
сформулированному результату, и лемма доказана. 


ОпРЕДЕЛЕНИЕ 13. Рядом Kopôana — Гельдера группы с onepamo- 
рами G будет называться ее строго убывающий композиционный 
ряд Σ, не обладающий никаким отличным OM него строго убываю- 
щим уплотнением. 


ОпРЕДЕЛЕНИЕ 14. Группа с операторами @ называется простой, 
если, она не сводится к одному своему нейтральному элементуе и не 
обладает никакой устойчивой нормальной подгруппой, отличной 
от G u {e}. | 


ПрЕДлОЖЕНИЕ 12. Для того чтобы строго убывающий компози- 
ционный ряд группы с операторами С был ее рядом Жордана — 
Гёльдера, необходимо и достаточно, чтобы все факторы этого 
ряда были простыми. 

Действительно, если строго убывающий композиционный 
ряд > не есть ряд Жордана — Гёльдера, то он обладает отлич- 
ным от него строго убывающим уплотнением »’. Значит, суще- 
ствуют два соседних члена G,, G,,, ряда %, не являющиеся 
соседними в 2’; пусть À — первый член, следующий за @; в Σ΄; 
Н есть устойчивая нормальная подгруппа группы с операторами 
G,, содержащая G,,, и отличная от этой последней; поэтому H/G,,, 
есть устойчивая нормальная подгруппа группы с операторами 
G,/G,,,, отличная от этой последней и от нейтрального элемента; 
тем самым G,/G,,, — не простая. Обратно, если Σ — строго убы- 
вающий композиционный ряд, имеющий не простой фактор G,/G,,,, 
то этот фактор обладает устойчивой нормальной подгруп- 
пой, отличной от него самого и нейтрального элемента, и ее 
прообраз Н в G, будет устойчивой нормальной подгруппой 
в ἔπι отличной от G, и G,,, (теорема 6); тогда достаточно 
вставить Н между С; и G,,,, чтобы получить строго убывающий 
композиционный ряд, отличный от ряда Х и являющийся ero 
уплотнением. 
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ТЕОРЕМА ὃ (Жордан — Гёльдер). Любые два ряда Жордана — 
Гельдера группы с операторами эквивалентны. 

Пусть Σι и 3, — два ряда Жордана — Гёльдера группы с опе- 
раторами С; применение теоремы 7 дает два эквивалентных ком- 
позиционных ряда À, и Х,, являющихся соответственно уплотне- 
ниями рядов À, U %,; но так как эти последние — ряды Жорданаы— 
l'érpnepa, то 2, либо совпадает с Σι, либо получается из À, повто- 
рением некоторых членов; поэтому ряд факторов для À, получа- 
ется из ряда факторов для À, путем добавления некоторого числа 
членов, изоморфных группе {е}; поскольку композиционный ряд 
Σι строго убывающий, ero ряд факторов получается тогда из ряда 
факторов для À; путем удаления всех членов последнего, изоморф- 
ных {е}. И то же для Xu Σ,. Так как ряды факторов компози- 
ционных рядов %, и À, различаются (с точностью до изоморфиз- 
ма) лишь порядком следования членов, то тогда то же верно для 
рядов факторов композиционных рядов №, и 2,, и теорема дока- 
зана. 


Следствие. Густь @ —группа с операторами, обладающая ря- 
dom Шордана — Гёльдера. Тогда любой ее строго убывающий ком- 
позиционный ряд À допускает уплотнение, являющееся рядом /Kop- 
дана — Гельдера. 

Действительно, пусть %, — ряд Жордана—Гёльдера группы 
С; согласно теореме 7, Σ и Σο обладают эквивалентными друг 
другу уплотнениями % и À; рассуждение, проведенное при 
доказательстве теоремы 8, показывает, что выбрасывание из Σ΄ 
повторяющихся членов дает ряд Σ΄, эквивалентный Σο, и тем Ca- 
мым — ряд Жордана — Гбльдера, поскольку все его факторы 
простые (предложение 12); при этом, поскольку ряд À строго 
убывающий, >” есть его уплотнение, и следствие доказано. 


Замечание. Не всякая группа с операторами С обладает 
рядом Жордана — Гёльдера. Примером может служить аддитивная 
группа Z рациональных целых чисел: (2”Z), ~ есть бесконечный строго 


‘убывающий ряд (нормальных) подгрупп группы Z; каково бы ни было р, 
р первых членов этого ряда вместе с группой {0} образуют строго 
убывающий композиционный ряд; если бы Z обладала рядом }Кордана— 
Гсльдера, он содержал бы, по следствию теоремы 8, не менее p-+1 
членов, что в силу произвольности р невозможно. 
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Напротив, каждая конечная группа с операторами С обладает 
рядом Жордана — Гбльдера: достаточно применить индукцию по по- 
рядку группы С и заметить, что среди устойчивых нормальных подгрупп 
этой группы, отличных от нее, имеется максимальная H,, фактор- 
группа G/H, по которой тем самым простая. 


Схолия. Если группа с операторами С обладает рядом 
 Жордана — Гёльдера, то число его факторов называют длиною 
G; таким образом, простая группа есть группа длины 1. Если G и 
G’ — две изоморфные группы с операторами и С обладает рядом 
\Кордана — Гёльдера, To это же верно для G M ряды Жордана— 
Гёльдера для аи С’ эквивалентны; в частности, длины G и G’ 
равны. Следует заметить, что длина ряда факторов ряда Жордана— 
Гёльдера группы G вообще не характеризует эту группу с точно- 
стью до изоморфизма (см. упражнение 1). 


Замечание. Bcé сказанное о произведениях групп и прямых 
произведениях подгрупп (n°n 5 и 6) непосредственно распростра- 
няется на группы с операторами, если заменить всюду «группу» 
на «группу с операторами», а «подгруппу» — на «устойчивую под- 
группу». 


Упражнения. 1) Определить все групповые структуры 
в множествах из п элементов, где 2 < n < 6 (см. $ 2, упражнение 5). 
Определить подгруппы и факторгруппы этих групп, а также их ряды 
Жордана — Гёльдера; показать, в частности, что существуют две 
неизоморфные группы четвертого порядка, факторы рядов Жордана— 
Гёльдера которых изоморфны. 

*2) а) Ассоциативный закон (x, у) —> ху на множестве Ё является 
групповым законом, если существует е € Е такое, что ex = x для всех 
хЕЕ, и для всякого x € Е существует x’ € E такое, что х’х=е. 
[Рассмотрев композицию х’хх’, показать, что хх’=е; вывести отсюда, 
что € — нейтральный элемент. | 

6) Показать справедливость того же результата, если все левые 
переносы у. и хотя бы один правый перенос δὰ являются отображе- 
ниями Е на Е. [Воспользоваться предложением 4 $ 2 для сведения 
ка) или к упражнениям 11 и 13 $ 2.] 

3) Каждое непустое конечное устойчивое подмножество группы G 
является ее подгруппой. [См. $ 2, упражнение 8.] 

4) Пусть A и В — подгруппы группы G. 

а) Показать, что наименьшая подгруппа, содержащая A и В 
(т. €. подгруппа, порожденная множеством A |} В), совпадает с MHO- 
жеством композиций всевозможных последовательностей (Xj); <j<on+14, 
состоящих из (какого угодно) нечетного числа элементов и таких, 
что x; € A для нечетного i u x; € В для четного 1. 
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6) Для того чтобы АВ было подгруппой группы С (в таком слу- 
чае это будет подгруппа, порожденная множеством A |) В), необхо- 
димо и достаточно, чтобы A и В были перестановочны, т. е. AB=BA. 

в) Если A и В перестановочны, то, какова бы ни была подгруппа 
С группы С, содержащая A, A перестановочна с В A] Си А(В [|] С)= 
--ς Π (AB). 

5) Всякая подгруппа группы С, имеющая индекс 2, нормальна. 

6) Пусть (G,)—ceMencTBO нормальных подгрупп группы С такое, что. 
N G,={e}. Ноказать, что С изоморфна некоторой подгруппе произве- 


a 
дения [| (С/С) parroprpyum G/G,. 
Q& 


7) Если группа С есть прямое произведение своих подгрупп A 
и В, то каждая ее подгруппа Н, содержащая A, есть прямое произ- 
ведение A u [\ В. 

8) Пусть Н — нормальная подгруппа группы С. Для того чтобы 
С была прямым произведением этой подгруппы Н и некоторой под- 
группы А, необходимо и достаточно, чтобы существовало представ- 
ление } группы С на H, при котором } (x)=x для каждого x € H. 

9) Пусть G — коммутативная группа и Н — ее подгруппа, для 
которой Ο/Η есть бесконечная моногенная группа. Показать, что С 
изоморфна произведению НХ(С/Н). [Рассмотреть подгруппу, по- 
рожденную элементом класса по Н, порождающего G/H.] 

10) Пусть H — нормальная подгруппа группы С, содержащаяся 
в центре последней. Показать, что если факторгруппа @/Н моно- 
генна, то группа С коммутативна. 

11) Если все элементы группы G, отличные от нейтрального, 
имеют порядок 2, то С коммутативна; если С конечна, то ее порядок п 
является тогда степенью двойки. [Индукцией по n.] 

12) Пусть С — группа такая, что для некоторого целого п > 1 
и всех хЕС, yEG имеет место равенство (ху)”" =х"у". Пусть G™ означает 
множество всех x”, где x пробегает G, a Gin) — множество тех x Е G, 
для которых х"=е. Показать, что G и С\„,— нормальные подгруппы 
группы С; если С конечна, то порядок С“? равен индексу Gen). 

13) Пусть А — непустое множество элементов группы С; его. 
нормализатором называют множество N тех x € G, для которых 
Ах 1=А, a централизатором — множество К тех x € G, для KOTO- 
рых хах '=а, каково бы ни было а € А. Показать, что М — подгруппа 
группы G, а К — нормальная подгруппа группы N. Нормализатор N 
подгруппы A группы С есть наибольшая из подгрупп Н этой группы... 
имеющих A своей нормальной подгруппой. 

14) Обозначая через D(G) коммутант, или производную группу, 
группы С, можно определить по индукции А-ю производную группу 
D*(G) последней как коммутант D (О! (()) группы D*-1(G). Пока- 
зать, что DR (С) есть подгруппа группы С, обладающая тем свойством, 
что для всякого эндоморфизма ф последней @(D*(G))C DR (G). 
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Для всякой подгруппы À группы С имеем DR(H) с D*(G); если Н 
нормальна, то О" (G/H) изоморфна (HDF (G))/H. 

Группу С называют разрешимой (или метабелевой), если она 
обладает композиционным рядом (G;), все факторы которого G;/G;,: 
коммутативны. Показать, что для того, чтобы С была разрешимой, 
необходимо и достаточно, чтобы существовало целое А такое, что 
D* (G)={e}. Вывести отсюда, что каждая подгруппа и каждая фактор- 
группа разрешимой группы разрешимы. 


*15) Пусть У — некоторое множество устойчивых подгрупп 
группы с операторами С; говорят, что % удовлетворяет условию Ma- 
ксимальности (соответственно условию минимальности), если каждое 
его подмножество, упорядоченное по включению, обладает макси- 
мальным (соответственно минимальным) элементом. 

Предположим, что множество всех устойчивых подгрупп группы 
€ операторами С удовлетворяет условию минимальности. 

а) Доказать, что никакая устойчивая подгруппа группы G, отлич- 
ная от С, не изоморфна С. [Рассуждая от противного, показать, что 
из существования такой подгруппы следовало бы, что С обладает 
бесконечным строго убывающим рядом устойчивых подгрупп.] 

6) Назовем минимальные элементы множества всех устойчивых 
нормальных подгрупп группы G, не сводящихся ке, ее минимальными 
нормальными подгруппами. Пусть M — некоторое множество мини- 
мальных нормальных подгрупп группы С и 5 — наименьшая ee устой- 
чивая подгруппа, содержащая все подгруппы, принадлежащие 9%; 
показать, что 5 есть прямое произведение конечного числа минимальных 
нормальных подгрупп группы G. [Пусть (М„) — последовательность ми- 
нимальных нормальных подгрупп группы G, принадлежащих 9%, такая, 
что Ма, 1 не содержится в устойчивой подгруппе, порожденной объеди- 
нением подгрупп M,, Ma, ..., My; пусть Sp — устойчивая подгруппа, 
порожденная объединением всех M, с индексами п > К; показать, 
что с некоторого места 5».1=65,» и, следовательно, последовательность 
(М„) конечна; затем применить предложение 7.] 


в) Если С — группа без операторов, то каждая ее минимальная 
‘нормальная подгруппа М является прямым произведением конечного 
числа изоморфных друг другу простых подгрупп. [Пусть N — мини- 
мальная нормальная подгруппа группы М; показать, что М — наи- 
меньшая подгруппа группы С, содержащая все а Na, где а пробегает 
С, и применить 6) к группе M.] 

16) Если множество всех устойчивых подгрупп группы с опера- 
‘торами С удовлетворяет условию максимальности или минимальности 
(упражнение 15), то С обладает рядом Жордана — Гёльдера. [Рас- 


‘смотреть для подгруппы НЯ группы С максимальный элемент множе- 
ства всех устойчивых нормальных подгрупп группы 7, отличных OT Н.] 


*17) Пусть G — группа с операторами; ее композиционный ряд 
{G;) назовем нормальным, если все С; — устойчивые нормальные под- 


1+ 
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группы группы G; главным рядом называется строго убывающий нор- 
мальный ряд, не обладающий никаким отличным от него строго убы- 
вающим нормальным уплотнением. 

а) Показать, что любые два нормальных ряда (G;) и (Н;) группы С 
обладают эквивалентными нормальными уплотнениями. [Применить 
теорему Шрейера, рассматривая надлежащую область операторов 
на G.] Дать второе доказательство этого предложения, «вставляя» 
в ряды (G;) и (Н;) соответственно подгруппы AR: я) 
и Ня=Н,П(Н;.16,). 

6) Если С обладает главным рядом, то любые два ее главных 
ряда эквивалентны; для каждого строго убывающего нормального. 
ряда Σ существует главный ряд, являющийся его уплотнением 
Вывести отсюда, что для того, чтобы С обладала главным рядом, необ- 
ходимо и достаточно, чтобы множество всех ее устойчивых нормальных 
подгрупп удовлетворяло условиям максимальности и минимальности. 

в) Если С — группа без операторов, обладающая главным рядом 
(G;), и множество всех ее подгрупп удовлетворяет условию минималь- 
ности, то каждая факторгруппа G;/G;,ı есть прямое произведение 
конечного числа своих простых подгрупп. [См. упражнение 15.] 

*18) Пусть (||) — произвольное семейство устойчивых подгрупп 


группы с операторами G; G по-прежнему называют прямым произве- 
дением этого семейства, если: 1° при ı X каждый элемент из ей 


перестановочен с каждым элементом из H,; 2° каково бы ни было 
x € G, для всякого L существует однозначно определенный элемент x, ЕЯ, 


такой, что X =е для всех индексов L, кроме конечного их числа ly, Las... ms 


πα-α 2-2, - С называется вполне приводимой, если она является 


1 n 
прямым произведением семейства своих простых подгрупп. 

а) Показать, что если С есть прямое произведение семейства 
своих подгрупп (H,), то она изоморфна подгруппе их произведения 


Н= ER притом отличной от H, если семейство (Н,) бесконечно; 
L 


вывести отсюда, что Н, — нормальные подгруппы группы С. 


6) Пусть С — группа с операторами, порождаемая объединением 
семейства (H,), с; своих простых устойчивых нормальных подгрупп, 


а К — устойчивая нормальная подгруппа. Показать, что С есть пря- 
мое произведение К и некоторого подсемейства (4), es: [Рассмотреть 


множества Г.С J, обладающие тем свойством, что устойчивая под- 


группа, порожденная объединением К и подсемейства (ИН, ε 1» 


является прямым произведением К и этого подсемейства; взять 
в множестве этих множеств Г, максимальный элемент. | 

в) Если вполне приводимая группа является прямым произве- 
дением двух конечных семейств (Н;); εχ u (H );ел CBOHX простых 


Н. Бурбаки 
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подгрупп, то существует взаимно однозначное отображение ф мно- 
жества / на J такое, что Н v (i) изоморфна Н; для каждого ЕЕ Г. 

19) Пусть Г, — свободный моноид (8 1, n°3), порожденный ней- 
тральным элементом € и двумя семействами (αὶ), (y,) с одинаковым 
множеством индексов. Показать, что его фактормножество, получен- 


ное путем отождествления всех композиций ху, и ух ce[$ 4, упраж- 


нение 2в], есть группа, порожденная семейством (X); она называется 
свободной группой, порожденной этим семейством. Показать, что вся- 
кая группа G, порожденная семейством (а,) своих элементов, изоморфна 


факторгруппе свободной группы С’, порожденной этим семейством; 
эта факторгруппа всегда может рассматриваться как полученная путем 
отождествления каждого элемента некоторого семейства (х,) элементов 


из С’ с соответствующим элементом второго такого семейства (y,) 


(имеющего то же множество индексов) [см. $ 4, упражнение 2B]; гово- 
рят, что С есть группа, порожденная образующими a,, подчиненными 
определяющим соотношениям Ty =). 


*20) а) Пусть G — конечная группа порядка mn, обладающая 
циклической нормальной подгруппой Н порядка т, факторгруппа 
G/H по которой — циклическая (порядка п). Показать, что С порож- 
дается двумя элементами a, 6, удовлетворяющими условиям а"-—е, 
bn=a', bab!=a°, где ги $ — целые такие, что г (5 —1) и οἵ — 1 
кратны т. [Взять за а элемент, порождающий Н, и за 6 — элемент 
класса, порождающего Ο/Η; выразить элементы bah b"h через степе- 
ни a и применить это, в частности, к случаям h=n, k=1 и h=1, k=r.] 

6) Обратно, пусть С (т, п, г, $) — группа, порожденная двумя. 
образующими a, 6, подчиненными определяющим соотношениям 
а" =е, br=a", bab!=a°, где т и п — целые числа > 0, аги $ — любые 
целые числа. Показать, что если т, г (5 —1) и st — 1 не все равны нулю, 
то С (т, п, г, $) — конечная группа порядка gn, где 4 — наибольший 
общий делитель чисел m, |r(s—1)| и | 55 —1]|; ее подгруппа Н, 
порожденнаая элементом а, есть нормальная подгруппа порядка gq, 
ἃ Ο/Η — циклическая группа порядка п. [Доказать, что каждый 


элемент группы G(m, п, г, $) может быть записан в виде a*bV, где x 


и у — целые, удовлетворяющие неравенствам 0 <a4<q—1, 0- 
<y<n—1, и что (πι, п, г, 5) изоморфна группе, образованной парами 
(х, у) таких целых чисел, с законом композиции 


о: tee если y+y'<n—1, 
: | (α-Ἴ-α’5ν--7, уу’ —п), если y+y’>n, 


где первые координаты в правой части — суммы по модулю q.] Иссле- 
довать случай m=r(s — 1)=5”" — 1=0. 

С (п, 2, 0, — 1) называется диэдральной группой порядка 2n 
и обозначается Don; G (4, 2, 2, —1) есть группа восьмого порядка, 
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называемая кеатернионной группой m обозначаемая ©. Показать, что 
в Я каждая подгруппа нормальна и что пересечение ее подгрупп, 
отличных от {fe}, есть подгруппа, отличная от {е}. Доказать, что D, 
He изоморфна ©. 

+21) Пусть Е — мультипликативно записываемая неассоциатив- 
ная квазигруппа ($ 5, упражнение 5), обладающая идемпотентом е 
и такая, что (αν) (21) = (52) (yl), каковы бы ни были x, у, 2, t. Обозначим 
через u (x) элемент из E, для которого и (x) e—x, и через v(x) — эле- 
мент, для которого ev (х)=х. Показать, что закон композиции (x, у) > 
— u(x)v (y) есть коммутативный групповой закон Ha Ё, для которого € 
служит нейтральным элементом, что отображения х —> хе и у —> ey — 
перестановочные эндоморфизмы этой групповой структуры и что ху= 
—u (хе) v (ey). [Вначале установить тождества е (ху) = (ех) (ey), (ху) e= 
— (хе) (ye), е (хе) = (ех)е; далее принятьвовнимание, что отношения x=Y, 
ex—=ey и хе=уе эквивалентны.] Обращение. 

*22) Рассмотрим на множестве E мультипликативно записывае- 
мый не всюду определенный внутренний закон, удовлетворяющий сле- 
дующим условиям: 1° если одна из композиций (xy)z, x (yz) опреде- 
лена, то определена и другая и они равны (см. $ 1, упражнение 3); 
2° если x, x’, у таковы, что ry и х’у (или ух и yx’) определены и равны, 
то v=2'; 3° для каждого xEE существуют такие три элемента ey, Cy 
u xt, что ет=х, xe,—x и 1 -=е„; будем называть ἐχ левой единицей 
для x, ef, — правой единицей для x, и x”! (допуская вольность речи) — 
элементом, обратным к x. 

а) Показать, что композиции rx}, zrle,, ee 1, ехех, exex опре- 
делены и хх !=e,, х1е,=ех1=х 1, eyey—ey, ехех=ех. 

6) Каждый идемпотент ев Е ($ 1, n° 4) является левой единицей 
для всех тех x, для которых ex определено, и правой единицей для всех 
тех у, для которых уе определено. 

в) Для того чтобы была определена композиция ху, необходимо 
и достаточно, чтобы левая единица для у совпадала с правой единицей 
для α. [При доказательстве достаточности условия воспользоваться 
соотношением е,—=9уу1.] Если zy=z, TO х !z=y, zy 1, УЕ, 
5 lr=y 1, yz l—x 1 (композиции, стоящие в левых частях, опре- 
делены). 

г) Для любых двух идемпотентов е, е’из Е обозначим через Ge 


множество тех LEH, для которых е служит левой, а e’ — правой 
единицей. Показать, что С, , есть группа относительно индуциро- 


ванного из Ё закона. 


Е называется группоидом, если оно удовлетворяет еще следующему 
условию: 
4° каковы бы ни были идемпотенты е, Ε΄, множество С, „, не пусто. 
’ 


д) Пусть Е — группоид и a€G, г’. Показать, что х-—> жа — 
3 
взаимно однозначное отображение С,, на С, „, y—> ay — взаимно 
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однозначное отображение G, „ на G, ,, H x—-a ‘xa — изоморфизм 
группы С, , на группу Gy, gee 

e) Показать, что закон, определенный в упражнении 46 $ 1, 
в случае, когда все множества семейства Ÿ равномощны, определяет 
в множестве ЧФ структуру группоида. 

23) а) Введем на произведении EXE, где Е — произвольное 
множество, мультипликативно записываемый не всюду определен- 
ный закон, для которого композиция (x, y) и (у’, 2) определена лишь 
если у’ =, и имеет в этом случае значение (x, 2). Показать, что ЕХ Е, 
наделенное этим законом композиции, есть группоид (упражнение 22). 

6) Пусть (x, y) = (x’, у’) (11) — отношение эквивалентности, со- 
гласующееся с законом композиции, указанным в а) (т. е. такое, что 
из (x, у) = (’, у’) и (y, 2) =(y’, 2) следует (x, 2) = (α’, 2')); 
пусть А удовлетворяет, кроме того, следующему условию: каковы бы 
ни были x, у, 2, существует, и притом только одно, ЕЁ € Ё такое, что 
(x, y) = (2, И, и существует u € E такое, что (x, у) = (и, 2). Показать, 
что в этих условиях факторструктура структуры группоида в EXE 
по В есть структура группы. [Доказать сначала, что факторзакон 


всюду определен; затем, что если классы 2, у, удовлетворяют равен- 


ству y—xz, то y=2; наконец, что (x, x) = (y, у), каковы бы ни были 
ЕЕ, y€ £.] 

в) Пусть G — группа, полученная в результате наделения фактор- 
множества EXE по В указанной структурой. Пусть, далее, а — про- 
извольный элемент из E и fa (x) для каждого x Е E означает класс 
(a, x) mod В. Показать, что f, — взаимно однозначное отображение Е 
на С и что отношение (x, у) = (α΄, у’) эквивалентно отношению 
f(x) (Ey) (a Y'A. 

Для коммутативности группы С необходимо и достаточно, чтобы 
(x, y) = (α΄, ν΄) влекло (x, x’) = (y, у’). 

*24) Пусть Е — множество и } — отображение Е” в Е, записы- 
ваемое в виде f (xy, ..., Хи)=21 ... Ym И удовлетворяющее следующим 
условиям: 

15 имеет место тождество 


(x, sas Em) Тут --- Фот-1 = 1 (Xo se Em+1) Lin +2 se Lames 
2° каковы бы ни были а1, ао, ..., ат_1» 


2 — бала» ... ща 
х->а1... Ai Ti ce Ami (1<1<т— 2), 
2 — A1 ... Ayn_1T 
— взаимно однозначные отображения E на E. 
а) Показать, что для всех индексов i таких, что 1 <1<т — 1, 
имеет место тождество 


(σι... Lm) Ler + Lam Hy ee ἃ] (Lind eee Liem) Lismat +++ Com-1 
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[Провести индукцию по 1, введя в рассмотрение элемент 
((2ι -.. Lm) Tm+1 +++ Tam-ı) 4142 +. Am-ı-] 
6) Каковы бы ни были ἄχ, do, ..., ἄγι..ον существует u € E такое, что 


1 — Та1ао see: WO 


dc № Иа... Oy, ας 


тождественно относительно 2. [Рассуждать, как в предложении 4 $ 2.] 
в) Рассмотреть в множестве ER всех последовательностей (и, 


Uy, ... Un) По К элементов из E (1 < Е<т — 1) следующее OTHO- 
шение эквивалентности В}: каковы бы ни были X, ...» ἄγῃ. Ἂν 
Mills ... МАТЬ ne Фо ВЕ... В... 


обозначим фактормножество Æ*/R}, через Е» и «сумму» множеств 
E,=E, Es, ..., Em-ı (Теор. мн., Рез., § 4, n° 5) — через G. Пусть 
аеЕ;, BEE;; для любой последовательности (Uy, Uy, ..., Uj) класса а 
и любой последовательности (Vi, 1, ..., V;) класса В рассмотрим 
последовательность 


(u, Us, ΠΠ; Uj, U, U9, .. 3 U;) 


из Е"), если it] < m, и последовательность 


(Uy, и, ..., И1+)-т» (Ujrj-maı ... ἐζιῦ» ... 0;)) 

из Ei*i-M*#1, если i+j > т. Показать, что класс этой последователь- 
ности в Е;,; (соответственно E;,;_m+ı) зависит только от классов Q 
и В; обозначим его а.В. Показать, что этим определен на С групповой 
закон, что H—=E„_ı — нормальная подгруппа группы G и что G/H 
есть циклическая группа порядка т — 1; доказать, наконец, что E 
совпадает с классом по H, порождающим G/H, и что хо ... жи есть 
не что иное, как композиция последовательности (αι, Los ++.» Lm) 
в группе G. 


$ 7. Группы преобразований 
1. Группы преобразований 


Как мы уже отмечали ($6, n° 1), множество всех взаимно одно- 
значных отображений множества Ё на себя образует группу отно- 
сительно закона композиции f og; эта группа обозначается ΘΕ и назы- 
вается симметрической группой (или группой всех подстановок) мно- 
жества Ё. Если E u EL’ — равномощные множества, ф— взаимно 
однозначное отображение Ё на E’ и 1 — отображение, обратное ф, 
TO отображение ]--»φο[οφψ есть изоморфизм симметрической 
группы Gg на симметрическую группу Op. 

Симметрическую группу интервала [1, п] множества М нату- 
ральных чисел обозначают ©, ; это — конечная группа порядка п!; 
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симметрическая группа любого множества, состоящего из п эле- 
ментов, изоморфна ©, 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Лодгруппы симметрической группы Sg назы- 
ваются группами подстановок, или преобразований, множества Е. 


Чаще всего употребление терминов «группа подстановок» и «сим- 
метрическая группа» ограничивают тем случаем, когда E конечно; 
каждая группа подстановок множества Е тогда конечна. Группы 
подстановок множества ЕЁ, состоящего из п элементов, называются 
группами подстановок степени п. 


Примеры. 1) Знакопеременна-я группа. Поло- 

жим Гл = [] (—i) и образуем для каждой подстановки л 6 ©, 
ISI<jen 
произведение л (Vn)= |]  (x(7)—x(i)). Обозначая через v число 
1<Si<j<n 

тех пар (i, Г), для которых 1<i<j<nunl(i) >X(j) (называемое 
n? 1 — (--1)”: 
Каково бы ни было отображение f Ν 5 №°(или, более общим образом, 
в коммутативное кольцо), имеет место 


I] ¢@@—fa@=e, | 99—00) 


{<i<j<n i<si<jsn 


числом инверсий подстановки л), имеем л (V,)=—e,V,, где € 


Число €, называется сигнатурой подстановки A; подстановку A 


называют четной или нечетной соответственно тому, будет ли вх 


‘равно 1 или —1. Тождественная подстановка Ὁ (нейтральный 

элемент группы ©„)— четная. Транспогицией двух натуральных 

чисел i, Г, удовлетворяющих неравенствам 1<i<j<n, назы- 

вается подстановка TE ©, такая, ἯΤΟ τ (1) =7, т (7) = Гит(й) =й для 

всех À, отличных OT Ги J; транспозиция — нечетная подстановка. 
Если л и о— подстановки из ©, и σ--πρ, то 


σ (Vin) — бп (Vn) oe Едет, 


откуда вытекает соотношение 


Eng = ло, (1) 


показывающее, что отображение π-» 6, есть представление Sp 


на мультипликативную группу, образованную числами --1 и —1. 
Множество всех четных подстановок из ©, , будучи прообразом —-1 
при этом представлении, является нормальной подгруппой индекса 2 


п! 
(и следовательно, порядка 5) группы ©, ; эта подгруппа называется 


знакопеременной группой степени п и обозначается Y,,. 
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Обозначим через Ti, где 1<i<n—1, транспозицию, меняющую 
местами i Mi--1 и оставляющую все остальные целые из интервала 
[1,n] на месте. Группа ©, порождается транспозициями т;. Чтобы 
убедиться в этом, применим индукцию по п. Для п=1 предложение 
очевидно. Пусть л— любая подстановка из ©, и n(n)=k; если 
k=n, то л принадлежит подгруппе в ©,, образованной подстанов- 
ками, оставляющими п на месте; эта подгруппа отождествима с ©и_1; 


так что к ней применимо предположение индукции. Если же k<n, 
положим 


La 
π I Tn-1Tn-2 eee τειιζµπ. 


По определению транспозиций, тогда д’ (n)=n, и мы приходим к пре- 
дыдущему случаю. 

2) Группы переносов произвольной группы. 
Левые переносы Vy группы С ($2, n° 2) являются ее подстановками 
($2, предложение 3); множество Г всех этих переносов есть группа 
подстановок группы С, изоморфная G. Действительно, отображение 
2 — Ύχ группы С на Г есть представление ($ 2, предложение 1), 
И ОНО взаимно однозначно, ибо отношение у;=у, влечет хе=уе, 
т. δ, eV 

Так же устанавливается, что множество А всех правых перено- 
сов группы С есть группа ее подстановок, изоморфная группе, про- 
тивоположной G, а значит, и самой группе G. 

23) Движения образуют группу преобразований евклидова 
пространства; параллельные переносы образуют ee подгруппу, 
и то же верно для вращений вокруг фиксированной точки (см. 
главу IX).o | 


2. Представления группы в группу преобразований 


Если фр— инъективный гомоморфизм группы С в симметри- 
ческую группу © множества E, то @(G) называется реализацией 
группы G в виде группы преобразований множества Е. 

Всякая группа G допускает реализации в виде групп преобра- 
зований, а именно групи ее переносов. 

Более общим образом, рассмотрим представление группы С 
в симметрическую группу Фе множества Ё и обозначим через fy 
подстановку множества E, относимую элементу «EG этим пред- 
<тавлением; образ Г группы С при представлении a —> f, ecTb группа 
преобразований множества E, изоморфная факторгруппе G/K 
группы G по ее нормальной подгруппе А, образованной теми 
элементами «ЕС, для которых fy— тождественная подстановка 
{$ 6, теорема 3). 
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Таким образом, можно сказать, что Г есть реализация G/K 
в виде группы преобразований. 

Представление & — м» определяет на множестве Е внешний 
закон, композиции операторов MEG и элементов хЕЁ, при котором 
композицией a и x служит ᾿α(χ) (см. $3, п° 1); этот закон удовлетво- 
ряет следующим двум условиям: a) он ассоциативен, относительно 
закона группы С ($5, n° 2), поскольку хо} = ав; 0) нейтральный 
элемент 8 группы G является нейтральным оператором рассматри- 
ваемого внешнего закона, поскольку fe есть тождественная подста- 
новка множества Æ. 


В частности, задание любой группы преобразований Г множества E 
определяет на Ё внешний закон, удовлетворяющий указанным усло- 
BUAM, при котором композицией оператора GET и элемента хЕЕ 
служит о (x). 


Покажем, что условия а) и 0) характеризуют внешние законы, 
полученные описанным способом, а именно: 


ПрЕДлОЖЕНИЕ 1. Пусть Ё — множество, наделенное внешним 
законом композиции (a, 2) — ar, имеющим своей областью onepa- 
торов группу G и удовлетворяющим следующим условиям: 

а) этот внешний закон ассоциативен относительно закона 
группы G (иными словами, при мультипликативной записи группы 
G, α(βα)--(αβ)α, каковы бы ни были a, В, x); | 

6) нейтральный элемент в группы @ есть нейтральный onepa- 
тор внешнего закона (иными словами, вх =х для всех хЕР). 

При этих условиях отображение |», порождаемое каждым AEG, 
является подстановкой множества E, а отображение a— fy 
есть представление G в симметрическую группу Ge. 

В самом деле, y—ax влечет &'у= а! (ах) = (&1«)х = вт =х, 
и обратно, так что 1х —> ах действительно есть подстановка множе- 
ства Ё; вторая же часть предложения вытекает из ассоциативности 
внешнего закона относительно закона группы. 


Множество E, наделенное структурой, определяемой внешним 
законом, удовлетворяющим условиям предложения 1, называют 
для краткости множеством, наделенным группой операторов С; 
говорят также, что в множестве Ё действует группа G. 
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3. Распространения группы преобразований 


Важный пример представлений группы на группу преобразо- 
ваний доставляют распространения групи преобразований. Если 
заданы (скажем) три множества F,, F,, Fs, их подстановки 
Tr» Fa, fs и множество M шкалы множеств (Teop. мн., Рез., $ 8), имею- 
щей в качестве базы множества F,, F,, Fa, то можно, следуя шаг за 
шагом по шкале, определить подстановку множества M , называемую 
распространением f,, fo; fs на М; будем обозначать ее фи (Л, Fa; ]з). 


Напомним вкратце, как строится это определение. Следует раз- 
личать два случая: 

1° М = SR (L), где Г, — множество шкалы, для которого yz, (f1; fos 3) 
уже определено; тогда фм(Л, fa, fs) есть не что иное, как распростра- 
нение фг, (fı, fa, fs) на множество подмножеств (Теор. ΜΗ., Рез., $2, n° 9); 


2° M=PxQ, где Р и О-—множества шкалы, для которых 


Фр (fife, fs) и Фо (fis fa, fg) уже определены; тогда Pu (fi, fa, fs) есть рас- 
пространение этих отображений на произведения множеств (Теор. MH., 


Рез., $ 3, n° 14). 


Если g,, £5, в.— еще три подстановки соответственно множеств 
F,, Fa, Ез, то, как непосредственно следует из предыдущего опре- 
деления, 


Pu (71 ° Las 15° Sar Is 83) = Pu (fi: for 3) ° Pu (81› Sa» La); 


иными словами, фу есть представление группы Sp, X Gr, X Gr, 
в группу буи. Если T,, Г., Г.— группы преобразований соответ- 
ственно множеств F,, Р., Fa, то сужение фи на группу Г. ХГ.х Г. 
называется каноническим представлением этой группы в ©м; образ 
группы Г ХГ.хГ. при этом представлении называется распро- 
странением этой группы на множество M. 

Пусть теперь G— произвольная группа и h,— ee представ- 
ление в группу Г; преобразований множества F, (1=1, 2, 3); 
положив для каждого о GG Oy = фи (В, (0), №. (0), A; (σ)), мы полу- 
чим представление 0 —> Oy группы @ в©у, называемое распростра- 
нением представлений h,, h,, h, на множество М. 


В частности, если за С принята группа Г, преобразований мно- 
mecTBa Fy, за h,— тождественное отображение Г, на себя, а за hy 
и й.— постоянные отображения Г, на группы Г. и Г., сводящиеся 
к тождественным подстановкам соответственно множеств № и F3, 
распространение этих представлений на М по-прежнему называется 
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каноническим представлением Г. в Sy; легко видеть (идя шаг за шагом 
по шкале), что это — инъективный гомоморфизм Г, в © м, если только М 
не принадлежит шкале, имеющей в качестве базы одни множества Fo, Fa 


Может оказаться, что множество P C М таково, что сужение Oy 
на Р есть подстановка этого Р для каждого OEG; обозначив 
эту подстановку Op, мы будем иметь тогда представление σ--» Op 
группы GB Gp, по-прежнему называемое распространением пред- 
ставлений h,, h,, h, на Р. 

Важный пример этого имеем, когда M — множество всех под- 
множеств произведения АХ Г, множеств К и L шкалы, а P — MHO- 
жество всех отображений К в L, отождествимое с подмножеством 
множества Л, образованным графиками этих отображений (Теор. 
мн., Рез., $3, n° 5); элемент множества M, относимый представле- 
нием ом графику отображения w множества À BL, будет графиком 
отображения ок (2) — 01, (& (2)). 


4. Инварианты группы операторов. Группы aemo- 
морфизмов 


ОпРЕДЕЛЕНИЕ 2. Пусть Е — множество, наделенное группой 
операторов G. Говорят, что элемент zE E есть инвариант груп- 
пы G (или что x инвариантен относительно G, или что G остав- 
ляет X инвариантным), если х инвариантен относительно всех опе- 
раторов группы @ (иными словами, если ах = x для каждого %Е С). 


Задание представления f группы G на группу Г преобразова- 
ний множества Ё превращает С в группу операторов на Ё (n° 2); 
инвариант этой группы операторов называется также инвариан- 
том группы G относительно представления f. 

Более общим образом, пусть, скажем, Р;, F,, F3 — три множе- 
ства, Г; (i=1,2, 3) — группа преобразований множества F,, h, — 
представление G на Г; и М — множество шкалы, имеющей в каче- 
стве базы множества Ff, F,, К. (или инвариантное подмножество 
множества этой шкалы). Если с -——> Oy — распространение представ- 
лений h,, h,, h, на M (n° 3), инвариант группы С относительно этого 
представления называют (допуская вольность речи) ее инвариан- 
том относительно представлений h,, hy, hz. 

Важным частным случаем этого понятия является понятие 
инвариантного отображения относительно группы С. Пусть К 
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и L — два множества шкалы, имеющей в качестве базы множе- 
ства F,, F,, Fa; отображение w множества À в L называют инвари- 
антным относительно G, если ог (и (2)) = и (ок (2)) для всех 2ЕК 
nHo€G. В этом случае говорят также, что W (2) есть ковариант, эле- 
мента 2 (относительно группы С и представлений h,, h,, he). 


Рассматривая группу преобразований Г, множества F, и говоря, 
без дальнейших уточнений, о ее инварианте в множестве М шкалы, 
имеющей в качестве базы множества ГР, и, скажем, Fo, Fa, имеют в виду 
инвариант группы Г, относительно канонического представления 
(n° 3) Γι в Gy. 


Примеры. 1) Пусть Г — группа преобразований множества Е 

и а — произвольный элемент из E. Множество всех элементов о (а), 

где о пробегает Г, есть подмножество множества E, инвариантное 
относительно Г (см. п°5). | 

2) Пусть в множестве F задан аддитивно записываемый коммута- 

тивный ассоциативный закон композиции. Рассмотрим множество Р 

всех последовательностей (x; ), <i<n HO п элементов из Г, т. е. множество 


всех отображений интервала /=[1, п] C N 8 А; относя каждому эле- 
nr 

менту (x;) из P элемент > x; из F, мы получим отображение Р 8 F, 
i—1 

являющееся, как вытекает из теоремы коммутативности ($ 1, Teo- 

рема 3), инвариантом симметрической группы ©, —=@r *). 


Точно так же, если, в частности, взять за Ё множество  рацио- 
нальных целых чисел °(или коммутативное кольцо)., произведение 


| (2;—x;), рассматриваемое как отображение PB Z, является 
1<i<j<n 
инвариантом знакопеременной группы %„ (но He симметрической 


группы ©). 
53) В трехмерном вещественном евклидовом пространстве E—R° 


расстояние 
У (α΄ —2)?+(y’ —y)? + (2 — =) 


между точками (x, у, 2) и (α΄, у’, 2’), рассматриваемое как отображение 
EXE в В, есть инвариант группы движений (см. главу IX). 


nm 
*) Выражение 2; х; есть только одна из так называемых «симметриче- 
i= 
ских функций» OT X, Los .... жи (CM. главы III u У), которые все являются 
инвариантами относительно группы ©,; от этого свойства и происходит 


наименование «симметрическая группа». 
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Замечание. Если заданы группа преобразований Г множе- 
ства E имножество М шкалы, имеющей в качестве базы E (и, возможно. 
еще некоторые другие множества), то не следует смешивать подмно- 
жество множества М, инвариантное относительно Г (элемент из % (М): 
инвариантный относительно Г), и множество элементов из М, инва- 
риантных относительно Г (такое множество очевидно является эле- 
ментом из Ÿ (М), инвариантным относительно Г, но обратное, вообще 
говоря, неверно). 


ТЕОРЕМА 1. Пусть Е — множество, наделенное группой опера- 
торов G, и А — его непустое подмножество. Множество Н всех 
операторов GEG, оставляющих инвариантным каждый элемент 
из А, есть подгруппа группы G. 

Действительно, если ax =х ирх=ох, то также (αβ) x = а (Вх) = 
=ах=х и а '\=а Ка) = (а ют = вх =х (где в— нейтральный 
элемент группы С). 


Каково бы ни было YEG, множество всех операторов a ЕС, 
оставляющих инвариантным каждый элемент из YA, есть подгруппа 
YHY 1, поскольку отношение аух=ух эквивалентно отношению 


(у ау) 5 = x. 


Допуская вольность речи, говорят, что так определенная под- 
группа À есть подгруппа группы G, оставляющая инвариантными 
элементы множества А. 

Замечание. Множество всех инвариантов этой подгруппы 
очевидно содержит А, но может содержать и элементы из Ё, не 
принадлежащие А. 


Пример. °Подгруппа группы движений евклидова простран- 
ства, оставляющая инвариантными две различные точки, — это группа 
всех вращений вокруг соединяющей эти точки прямой и, значит, остав- 
ляет инвариантными все точки этой прямой.° 


Рассмотрим, в частности, структуру Ÿ , заданную в множестве 
Е (Теор. мн., Рез., $ 8). Это — элемент некоторого множества М 
шкалы, имеющей в качестве базы множество Ё и некоторое число 
вспомогательных множеств. Каждая подстановка } множества 
Е, образ которой в Gy (при каноническом отображении SE B Sy) 
оставляет элемент ὦ’ инвариантным, есть, по определению (Teop. 
мн., Рез., $ 8, п° 5), автоморфизм структуры #. Таким образом: 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Автоморфизмы структуры AS , заданной в MHO- 
жестве Е, образуют группу преобразований этого множества 
(называемую группой автоморфизмов структуры $’, или множе- 
ства E, наделеннсго структурой ὅν). 


Пусть ©’ — изоморфная © структура, определенная в множе- 
стве В’, ф — изоморфизм Sf Ha Sf’ и ф — обратный изоморфизм; 
очевидно, отображение ]---»φο᾽οφψ есть изоморфизм группы автомор- 
физмов структуры cf на группу автоморфизмов структуры о’. 


Пример. Группа автоморфизмов группы. 
Пусть С — заданная группа. Ее автоморфизмы, согласно предложе- 
нию 2, образуют подгруппу Г симметрической группы SG. Внутрен- 
ние автоморфизмы ах группы @ ($ 6, n° 4) образуют подгруппу A 
группы Г, как следует из непосредственно проверяемого тождества 
Qyy=A,° y. Оно показывает, кроме того, что отображение x -» Ay 
есть представление G на Δ; для того чтобы Oy было тождественным 
отображением С на себя, необходимо и достаточно, чтобы хух 1—7y 
для каждого y Ες, т.е. zy=yx для каждого у € G; иными словами, 
x должно принадлежать центру Z группы G; в силу теоремы 3 $ 6, это 
снова показывает, что Z — нормальная подгруппа группы G, и мы 
видим вместе с тем, что группа А всех внутренних автоморфизмов 
группы G изоморфна Ффакторгруппе G/Z. 

Заметим, что группа А может совпадать с Г; она может также 
сводиться к тождественному отображению; для этого необходимо 
и достаточно, чтобы Z=G, τ. 6. чтобы С была коммутативна. ABTO- 
морфизмы группы G, не являющиеся ее внутренними автоморфизмами, 
иногда называют внешними автоморфизмами этой группы. 

Если С наделена структурой группы с операторами, автоморфизмы 
этой структуры образуют группу Г’, очевидно являющуюся подгруп- 
пой группы Г всех автоморфизмов заданной в С структуры группы; 
заметим, что, вообще говоря, группа Λ внутренних автоморфизмов 
не есть подгруппа группы Г’. 


5. Транзитивные группы 


Пусть Г — группа преобразований множества Ё. Отношение 
«существует f€ Г такое, что y=f (x)» есть отношение эквивалентно- 
сти в Е; действительно, оно рефлексивно, ибо тождественная под- 
становка и принадлежит Г и х=и (x); оно симметрично, ибо если 
ТЕГ таково, что у=] (x), то обратное ему отображение g принадле- 
жит Ги 2=g (y); наконец, оно транзитивно, ибо из y=f (т) и == 
= 2 (У) следует z=g (f(x)), а если f ug принадлежат Г, то и бо} при- 
надлежит Г. 
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Классы по этому отношению эквивалентности называются 
классами интранзитивности группы Г; класс интранзитивности, 
которому принадлежит элемент a€ E,— это множество всех f(a), 
где f пробегает Г; его называют также орбитой элемента а OTHO- 
сительно группы Г. Если существует только один класс интран- 
зитивности (совпадающий тогда с Е), то группу Г называют тран- 
зитивной; в противном случае — интранзитивной. Условие тран- 
зитивности группы Г может быть выражено следующим образом: 
при любом заданном a € E для каждого x € Ё существует f Е Г такое, 
что r= f (а). 


Примеры. 1) Симметрическая группа ©, очевидно транзи- 
тивна; TO же верно и для знакопеременной группы Ÿh, если п > 2, 
ибо для любых трех различных целых чисел i, 7, К из интервала [1, п] 
его подстановка с, определяемая условиями о (1)=1, O(J)=k, © (К) = 
и с (1)=й для всех À, отличных OT i, J, k («круговая подстановка»), 
как легко убедиться, —четная. 

2) Группа всех левых переносов группы С транзитивна, ибо для 
нейтрального элемента е этой группы имеем Y.(e)=x; точно так же 
и группа всех правых переносов транзитивна. 

3) Группа А всех внутренних автоморфизмов группы С (содержа- 
щей более одного элемента) интранзитивна, ибо A, (e)—e, каково бы 
ни было x € G; элементы одного и того же класса интранзитивности 
группы А называются сопряженными элементами группы С; каждый 
элемент центра группы С уже сам образует класс интранзитивности 
группы Δ. 

4) Если Г — интранзитивная группа преобразований множества Е 
и A — ее класс интранзитивности, множество сужений Ha À всевозмож- 
ных подстановок из Г есть транзитивная группа преобразований 
множества A. 


6. Однородные пространства 


Пусть Ё — множество, наделенное группой операторов G (n° 2); 
говорят, что G транзитивно действует в EL, если (в обозначениях 
n° 2) образ G в Gg при представлении a —> fu есть транзитивная 
группа подстановок множества Ё. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Однородным пространством называется мно- 
жество Е, наделенное транзитивно действующей в нем группой опе- 
раторов G. 
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Таким образом, каждая транзитивная группа Г подстановок 
множества Ё определяет в Ё структуру однородного пространства 
с внешним законом композиции, относящим подстановке oE l'un 
элементу x € E элемент о (x). 


Пример. °Всякое евклидово пространство есть однородное 
пространство, группой операторов которого служит группа движений 
(см. главу IX)., 


Замечание. Можно также сказать, что однородное простран- 
ство — это множество Ё с группой операторов @, внешний закон 
которого удовлетворяет следующему условию: каковы бы ни были 
тЕЕиуЕЁЕЁ, существует a € С такое, что у=ах. Заметим, что из это- 
го условия, в соединении с ассоциативностью внешнего закона отно- 
сительно закона группы G, следует, что нейтральный элемент = 
группы С является нейтральным оператором: действительно так как 
существует ЛЕС такое, что х=Ах, το Εα--ε(λα)--(ελ) х=Ах=х. 

Какова бы ни была группа G, левый внешний закон ($ 3, n° 2), 
порождаемый законом группы, определяет BG структуру однород- 
ного пространства, группой операторов которого служит сама 
группа С (ибо группа подстановок Г, являющаяся образом G в (ὅς, 
есть не что иное, как группа левых переносов группы G). Paccmo- 
трим теперь однородное пространство Ё, имеющее G своей группой 
операторов, и пусть а — произвольный фиксированный элемент 
из Ё; отображение a —> aa есть представление G (наделенного опре- 
деленной выше структурой однородного пространства) в однород- 
ное пространство Ё, и это — представление на E, поскольку G 
действует в E транзитивно. Поэтому ($ 4, теорема 1) Ё изоморфно 
результату факторизации G (рассматриваемого как однородное 
пространство) по отношению эквивалентности оа=Ва. Но это 
отношение, согласуясь слева с законом группы G, имеет вид ВЕаН., 
где À, — подгруппа группы @, образованная всеми aE G, оставляю- 
щими а инвариантным; а результат факторизации С по этому 
отношению есть множество всех левых классов по Но, наделенное 
внешним законом композиции, относящим каждому оператору 
«ЕС и каждому левому классу €H, левый класс aëH,. 

Обратно, пусть À — произвольная подгруппа группы С и G/H — 
фактормножество множества G по отношению эквивалентно- 
сти BE€aH (согласующемуся слева с групповым законом); фактор- 
закон левого внешнего закона, порожденного законом группы, 
заданным в G, по этому отношению определяет в G/H структуру 
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однородного пространства, имеющего С своей группой операто- 
ров; действительно, достаточно показать, что С транзитивно дей- 
ствует BG/H; но для любых двух элементов и=аН и v=ßH фактор- 
множества G/H имеем ›= (Ва Т)и. Множество G/H, наделенное этой 
структурой, называется однородным пространством, определяемым 
подгруппой Н группы G. 


В случае произвольной подгруппы Н множество Ο/Η, вообще 
говоря, не наделено никаким внутренним законом; если же Н — 
нормальная подгруппа, то, как мы видели, внутренний закон на Ο/Η, 
являющийся факторзаконом закона группы С по Н, есть закон группы; 

<> в этом случае не следует смешивать факторгруппу G/H, спределяе- 
мую этим законом, с однородным пространством G/H. 
Резюмируя полученные результаты, приходим к следующей 


теореме: 


ТЕОРЕМА 2. Пусть Е — однородное пространство и G — его группа 
операторов. Пусть, далее, а — любой элемент из Е и H, — под- 
группа группы G, образованная всеми операторами α, оставляю- 
щими аинвариантны.м. Гогда однородное пространство Ё изоморфно 
однородному пространству G/H,, определяемому подгруппой Но. 


Взяв другой элемент БЕ E, получим, что Ё изоморфно также 
однородному пространству G/H,; при этом для ВЕС такого, что 
b = Ва, отношения ab = bu Plaßa = а эквивалентны и потому 
Н, = ВН.В". Пересечение всех H,, где x пробегает Ё, есть не 
что иное, как группа К всех нейтральных операторов однородного 
пространства Ё; таким образом, можно сказать, что А — наиболь- 
wad нормальная подгруппа группы G, содержащаяся во всех H,. 


Отсюда получается характеристика всех реализаций (в°2) 
группы G как транзитивной группы преобразований (или, как 
мы будем еще говорить, транзитивных реализаций группы С): 


Предложение 3. Всякая транзитивная реализация группы @ 
есть (с точностью до изоморфизма) группа, образованная подста- 
новками, порождаемыми операторами однородного пространства 
G/H, где H — некоторая подгруппа группы G, не содержащая 
никакой ее нормальной подгруппы, отличной от {е}. 


Взяв, в частности, Н ={е}, получим в качестве транзитивной pea- 
лизации группы С группу всех ее левых переносов. 
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7. Примитивные группы 


Определим факторструктуры структуры однородного про- 
странства; в силу теоремы 2, можно ограничиться случаем одно- 
родного пространства G/H, определяемого подгруппой Н группы С. 
Если наделить G структурой однородного пространства, опреде- 
ляемой левым внешним законом, порожденным законом группы, 
структура однородного пространства в G/H будет факторструкту- 
рой этой структуры однородного пространства в С по отношению 
y €xH; пусть В — это отношение. Из первой теоремы об изомор- 
физме ($ 4, теорема 2) следует, что каждое отношение эквивалент- 
ности в G/H, согласующееся со структурой этого однородного 
пространства, имеет вид S/R, где S — отношение, согласующееся 
слева с законом группы в @ и являющееся следствием В; поэтому 
($6, теорема 1) 5 имеет вид ИЕ ΖΚ, где К — подгруппа группы G, 
содержащая Н; и та же первая теорема об изоморфизме показы- 
вает, что факторструктура структуры однородного пространства 
G/H по отношению S/R изоморфна структуре однородного про- 
странства G/K. Резюмируя, имеем: 


ПрЕдлоОЖжЕНИЕ 4. Каждая факторструктура структуры одно- 
родного пространства G/H, определяемого подгруппой Н группы С, 
изоморфна структуре однородного пространства G/K, где К — 
подгруппа группы G, содержащая Н; и обратно, каждая подгруппа 
К, содержащая Н, определяет факторструктуру структуры 
однородного пространства Ο/Η. 


Рассмотрим, в частности, структуру однородного простран- 
ства, определяемую в множестве Ё транзитивной группой Г его 
преобразований; согласно предыдущему, однородное пространство 
Е изоморфно Г/А, где А — подгруппа группы Г, оставляющая 
инвариантным элемент aEE, и факторструктуры структуры 
этого однородного пространства находятся во взаимно однозначном 
соответствии с подгруппами © группы Г такими, что А C OCT. 
По крайней мере две такие подгруппы всегда имеются, а именно А 
и Г; первая соответствует самому Ё, а вторая — однородному 
пространству, сводящемуся к единственному элементу; если других 
подгрупп ©, удовлетворяющих условиям АС OC Г, не суще- 
ствует, то группу преобразований Г называют примитивной, 
в противном случае — импримитивной. 


9 H. Бурбаки 
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Таким образом, сказать, что группа преобразований Г прими- 
тивна, все равно, что сказать, что A является максимальным элементом 
множества всех подгрупп группы Г, отличных от Г. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 9. Дия того чтобы транзитивная группа Г 
подстановок множества Ё была импримитивной, необходимо и до- 
статочно, чтобы существовало множество A СЁ, содержащее 
более одного элемента, отличное от Е и такое, что, какова бы 
ни была подстановка © Е Г, либо о (А) СА, либо АГ]с(А) = G. 

Покажем сначала, что это условие необходимо. Действительно, 
если, в прежних обозначениях, существует подгруппа ©, отлич- 
ная от A и Ги такая, что AC OCT, то она определяет BE 
отношение эквивалентности А, согласующееся со структурой 
однородного пространства в Ё, и классы эквивалентности по А 
содержат более одного элемента и отличны от Е; для каждого 
из этих классов А также о (А), где о — любая подстановка из Г, 
есть класс по В, и справедливость утверждения следует из того, 
что эти классы образуют разбиение множества AH. 

Чтобы убедиться в достаточности условия, заметим сначала, 
что, как следует из него, если подстановка ΟΕ Г удовлетворяет 
условию 0 (А) С. А, тос (А) = А; действительно, тогда А Cot (А), 
значит, А[]01(А) == ©, и следовательно, 6 (А) С A, так что 
Α--σ!(Α)--σ(Α). Отсюда сразу следует (теорема 1), что мно- 
жество O тех подстановок O€ I’, для которых 6 (А) СА (или, 
что UO предположению равносильно этому, для которых 
А[]с(А)-- ©), есть подгруппа группы Г. Эта подгруппа отлична 
от Г, ибо по условию A -Ε Ё, а Г транзитивна; она отлична и от Δ, 
ибо А содержит по крайней мере один элемент 6 == а, и для под- 
становки ТЕГ такой, что т(а)=6, имеем тфАит(А)Г АО, 
т. е. TEO; следовательно, Г импримитивна. 


Классы эквивалентности по отношению В, соответствующему 
подгруппе 9, называются классами импримитивности группы Г, 
соответствующими этой подгруппе; это элементы однородного про- 
CTPAHCTBA, получающегося в результате факторизации E по отноше- 
нию В (и изоморфного Γ/Θ). 


Упражнения. 1) Показать, что число элементов конечной 
группы С, сопряженных (n° 5) с ее элементом а, равно индексу 
его нормализатора ($ 6, упражнение 13) и, следовательно, является 
делителем порядка группы G. | 
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*2) Число автоморфизмов конечной группы n-ro порядка С 
log n 
He превосходит nics 2, [Показать, что С обладает системой образую- 
щих {αι, 42, ..., 4m} такой что а; не принадлежит подгруппе, поро- 
жденной элементами αι, .... ἄ].1 (2<1< т); вывести отсюда, что 
2" < п. и что число автоморфизмов группы G не превосходит п”.] 

3) Пусть Г — группа всех автоморфизмов, а A — группа всех 
внутренних автоморфизмов группы G; показать, что А — нормальная 
подгруппа группы Г. Для того чтобы автоморфизм © группы G был 
перестановочен со всеми ее внутренними автоморфизмами, необходимо 
и достаточно, чтобы х 10 (x) принадлежало центру группы С для всех 
x € G; вывести отсюда, что если центр группы С сводится к одному 
нейтральному элементу, то это же верно и для централизатора ($ 6, 
упраженение 13) подгруппы А в Г. 


*4) а) Пусть G — простая некоммутативная группа, Г — группа 
всех ее автоморфизмов и A — группа всех внутренних автоморфиз- 
мов группы G (изоморфная С). Показать, что, каков бы ни был авто- 
морфизм $ группы Г, s(A)= A. [Используя предыдущее упражнение 3 
и предложение 7 $ 6, заметить, что A[)s(A) не может сводиться 
к нейтральному элементу группы Г.] 

6) Показать, что единственный автоморфизм группы Г, оставляю- 
щий инвариантным каждый элемент изА, — тождественный. [Записать, 
что, каковы бы ни были QEA u GET, этот автоморфизм оставляет 
инвариантными α и 04901, и воспользоваться упражнением 3.] 

в) Пусть $ — автоморфизм группы Г, @ — изоморфизм x > a, 
группы С на A, ф — обратный ему изоморфизм и с — автоморфизм 
Voso@ группы @; показать, что автоморфизм Ë > 0 15 (ЕЁ) © группы 
Г — тождественный. [Использовать 6), приняв во внимание, что 
$ (Ay) =A, (x) для всех x € G.] Вывести отсюда, что каждый автомор- 


физм группы Г — внутренний. 

*5) а) Пусть С — группа, % — группа ее автоморфизмов и Г — 
группа левых переносов группы С (изоморфная G). Показать, что 
в симметрической группе Gg пересечение Z[)I сводится к ней- 
тральному элементу и »Г=Г»У. Вывести отсюда, что @=Г» есть 
подгруппа группы ©с; ee называют голоморфом группы G. [CM. $6, 
упражнение 4.] 

6) Показать, что Г — нормальная подгруппа группы Q и вся- 
кий автоморфизм группы Г имеет вид y > oyo !, где σΕΣ. 

в) Группа A всех правых переносов группы. G есть нормальная 
подгруппа группы Q, а ГГ А является центром каждой из групп 
р ® 

г) Показать, что © есть нормализатор (8 6, упражнение 13) Г 
в Gq. [Пусть т — элемент нормализатора Г в Gg; положив TYyT += Y (x), 
доказать, что о (5) =т (хи), где и=т1(е); далее, показать, что о 
есть автоморфизм группы G, и использовать B).] 


0. 
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д) Показать, что A централизатор ($6, упражнение 13) ΓΒ ὥς. 
6) а) Пусть (E,) — разбиение множества E и Г — множество 


всех подстановок с этого множества таких, что O(L,)C L, для каж- 


дого индекса ı. Показать, что Г — подгруппа группы ©;; обозначая 
через Г, подгруппу группы Г, образованную теми подстановками о, 


для которых O(E)=E, и σ(ω)--ς для всех αξ Κι, показать, что 


Г, изоморфна Sp’ а Г изоморфна произведению [] 
L 


6) Пусть с — произвольная подстановка множества Е и (Е) — 


его разбиение, образованное классами интранзитивности моногенной 
подгруппы группы Sy, порождаемой этой подстановкой. Компонента 0, 


подстановки о в группе Г, ‚ соответствующей ЕЁ, порождает в этой группе 
моногенную подгруппу, транзитивную в E,, и называется цикли- 
ческой подстановкой или циклом; O, называются циклическими ком- 


понентами подстановки 0. Если число циклических компонент подста- 
новки 0, не сводящихся к тождественной подстановке, конечно, то O 
равна их произведению (в любом порядке, поскольку циклические 
компоненты подстановки попарно перестановочны). В случае, когда 
какое-нибудь Ё, состоит из конечного числа элементов, их можно рас- 


положить в конечную последовательность  (a;), <i<n ТАК, чтобы 
а;.1=0 (а;) (1<i<n—1) и ay=O(a,); соответствующую цикли- 
ческую компоненту подстановки O обозначают тогда (а1а»... ап) 
и говорят, что ее длина равна п. Для любой подстановки т из Cr 
имеем 


®. (а1аз ... Gy) +t t= (< (a) T(a,) ... 7 (a; (1) 


*7) a) Показать, что каждая подстановка из ©, есть произведе- 
ние транспозиций. [Индукцией по числу элементов, не инвариантных 
относительно рассматриваемой подстановки.] 

6) Вывести, что ©, порождается п — 1 транспозициями (1 2), 
(1 3),..., (1 п), а также n—1 транспозициями (1 2), (2 3),..., 
(п — 1 п). [Воспользоваться формулой (1) упражнения 6.] 

в) Вывести, что ©, порождается двумя подстановками (1 2) 
и (1 23...n). [Тем же методом.] | 

*8) а) Показать, что каждая подстановка O € À, есть произве- 
дение циклов длины 3 (не являющихся, вообще говоря, ее компонен- 
тами). [Доказать это утверждение для произведения двух транспозиций 
и использовать упражнение 7a.] 

6) Вывести, что A, порождается п — 2 подстановками (1 2 3), 
(1 2 4),..., (12 п). [Воспользоваться формулой (1) упражнения 6.] 

в) Вывести, что %{, при нечетном п порождается двумя подста- 
новками (1 2 3) и (1 2... η), а при четном п — двумя подстанов- 
ками (123) и (23... п.. 
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τ) Показать, что нормальная подгруппа группы %„, содержащая 
цикл длины ὃ, совпадает с À,. [С помощью формулы (1) упражнения 6 
доказать, что эта подгруппа содержит все циклы (1 2 К), гез < Аж п.] 

9) Группа преобразований Г множества Е называется г-кратно 
транзитивной, если для любых двух последовательностей (αι, а», ... 
.... Gp) и (by, 6.,...,6,) по г различных элементов из Е существует 
подстановка о’ € Г такая, что 0 (а;)=6; для 1 <1< г, и это свойство не 
имеет уже места хотя бы для одной пары последовательностей по 
г-|-1 различных элементов из EL. 

а) Показать, что г-кратно транзитивная группа при r>1 при- 
митивна. [Применить предложение 5.] 

6) Порядок г-кратно транзитивной группы подстановок Г сте- 
пени п имеет вид п(п— 1)... (n—r--1)d, где 4— делитель (п — г)! 
[Рассмотреть подгруппу подстановок из Г, оставляющих инвариант- 
ными 7 элементов, и вычислить ее индекс.] 

*10) Пусть Г — г-кратно транзитивная группа подстановок мно- 
жества E, состоящего из п элементов, и п — $ — число элементов MHO- 
жества HL, инвариантных относительпо нетождественной подстановки 
o € Г. Показать, что если $ > г, то существует подстановка ТЕГ 
такая, что oO tot! — нетождественная подстановка, оставляющая 
инвариантными — п — 2 (s— r+1) элементов из E. [Воспользоваться 
разложением O Ha ее циклические компоненты (упражнение 6) и форму- 
ποῦ (1) упражнения 6.] Показать также, что при 5 = г существуетт Е Г, 
для которого о 1т0т 1 есть цикл длины 3. Вывести отсюда, что если 
r > Зи Г не содержит знакопеременной группы Y%,, то $ > 27 — 2 
для каждой подстановки из Г. [Использовать упражнение 8.] Нако- 


п 
Hell, доказать, что если Г не совпадает с 9[, или с ©», то г < 3 +1. 


*11) a) Показать, что знакопеременная группа YA, (п — 2)- 
кратно транзитивна. 


6) Показать, что группа X, при п 5 4 простая. [Используя а), 
метод упражнения 10 и упражнение 8г, показать, что Y,, простая 
при п > 6; аналогичным образом исследовать случай п < 6.] 

12) Пусть Г — транзитивная группа подстановок множества Е. 
Показать, что каждый класс интранзитивности ее нормальной под- 
группы A является классом импримитивности для Г. [Воспользо- 
ваться предложением 5.] Вывести отсюда, что если Г примитивна, то А 
транзитивна. 


*13) Пусть Г — интранзитивная группа подстановок множества Е, 
А — ее класс интранзитивности и В= СА —его дополнение. Обозна- 
чим через T, a Гв группы, образованные сужениями подстановок из Г 
соответственно на A и В, через Ал и Ав — подгруппы группы Г, 
оставляющие инвариантными каждый элемент соответственно из A 
и В. Показать, что Ади Ав — нормальные подгруппы группы Г 
и что Γι изоморфно T/A,, a Гв изоморфно Г/Ав; обозначая через 
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ΔΑΒ (соответственно ABA) группу, образованную сужениями под- 
становок из A, (соответственно Ap) на В (соответственно A), пока- 
зать, что факторгруппы Tı/ABA, Гв/Алв и Г/(АдАв) изоморфны. 
[Применить теорему 6 $ 6 к представлению о — σι, относящему 
каждой подстановке Oo € Г ее сужение на A.] 

*14) а) Пусть Г — группа подстановок множества Е, состоящего 
из т элементов; показать, что индекс (T:A,) ее подгруппы Да, 
оставляющей инвариантным элемент a € E, равен числу элементов 
того класса интранзитивности группы Г, которому принадлежит а. 

6) Пусть у» — число подстановок из Г, оставляющих инвариант- 
ными k элементов из E, п — порядок группы Ги ἱ — число ее классов 
интранзитивности. Доказать формулу 


== > ky». (2) 
k=0 | 


({Обозначая через р (6) число элементов, инвариантных относительно 


подстановки O € Г, вычислить двумя разными способами 2 р (0) 
σΕΓ 
и применить а).] 
в) Показать, что если число р (6)— À одно и то же для всех нетож- 
дественных подстановок из Г и порядок Ag больше 1 для каждого a, 


‚ то k << 2k. [Заметить, что т < kn.] В том частном случае, когда 


k=2, найти все возможные порядки подгрупп Да, соответствующих 
классам интранзитивности группы Г; показать, что при 1=3 порядок 
подгруппы À, для элементов двух из трех классов интранзитивности 
не может быть > 2, если только n не равно ни 12, ни 24, ни 60. 

15) Пусть Е — множество, наделенное внешним законом компо- 
зиции (4, x) — ах, который имеет своей областью операторов группу G 
и ассоциативен ($ 5, n° 2) относительно ее группового закона. 
Показать, что множество A=EE, где & — нейтральный элемент группы 
С, устойчиво относительно рассматриваемого внешнего закона и что A 
является относительно индуцированного закона множеством, наде- 
ленным группой операторов G, в смысле n° 2. Каждый класс интран- 
зитивности группы Г всех подстановок множества A, порожденных 
операторами из G, есть устойчивое подмножество этого множества, 
а структура, индуцированная в любом из этих классов, есть структура 
однородного пространства. 

*16) а) Пусть С — группа, Н — ее подгруппа и г — взаимно 
однозначное отображение множества С/Н всех левых классов по À 


‘в G, относящее каждому X € G/H элемент г(Х) Е ХС G, так что 


X=r(X)H. Определим на G/H внутренний закон композиции Τ᾽, ποπο- 
жив À | Y=r(X)r(Y)H. Показать, что ХТ Н=Х для всех X ичто 


каждый левый перенос закона Т есть взаимно однозначное отобра- 
жение Ο/Η на себя. Если С’ — подгруппа группы G, порожденная 
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множеством всех элементов 7 (X),a H’=Hf)G’, то внутренний закон, 
определяемый аналогичным образом на С’/Н’ отображением г, опре- 
деляет в этом множестве структуру, изоморфную определяемой в G/H 


законом Т, 


6) Для ассоциативности закона | необходимо и достаточно, чтобы 
Н’ была нормальной подгруппой группы С’, причем в этом случае 


структура, определяемая законом Т, изоморфна структуре фактор- 
группы С’/Н’. [Для установления необходимости условия показать 


сначала с помощью упражнения 2a $ 6, что если закон | ассоциативен, 
то он определяет в G/H структуру группы; обозначая через К наиболь- 
шую нормальную подгруппу группы С’, содержащуюся в Н’, пока- 
зать далее, выписывая условие ассоциативности для Т, что 
(г (ХТУ))-:! г(Х) г (У) ЕК для всех X, У; вывести отсюда, что отобра- 
жжение À + г(Х) К есть изоморфизм группы Ο/Η (относительно 


закона 1) на факторгруппу G’/K; учтя, что Н’ есть объединение 
классов по А, заключить, что Н’=К.] 
в) Обратно, пусть на множестве E задан всюду определенный 


внутренний закон Т такой, что каждый левый перенос является 
взаимно однозначным отображением Ё на себя и существует e € E 


такое, что x | е=х для всех x ЕЕ. Пусть, далее, Г — группа подста- 
новок множества Ё, порожденная всеми левыми переносами y,, и À — 
подгруппа тех подстановок из Г, которые оставляют е инвариантным. 
Показать, что каждому левому классу Х по A соответствует однозначно 
определенный элемент x € E такой, что γχ € À; если положить г (Χ)--γς, 
то отображение x — ‘у, есть изоморфизм множества Ё, наделен- 


ного законом Т, на множество Г/Л, наделенное законом (X, У) + 
> r(X)r(Y)A. 


$ 8. Кольца и кольца с операторами 


1. Ronvua 


Определение 1. Структурой кольца (или кольцевой структурой) 
в множестве А называется алгебраическая структура, задавае- 
мая двумя всюду определенными внутренними законами компо- 
зиции, первый из которых есть закон коммутативной группы в A, 
а второй ассоциативен и двояко дистрибутивен относительно 
первого. Множество, наделенное кольцевой структурой, называют 
вольцом. 


Чаще всего коммутативный групповой закон в кольце А запи- 
сывают аддитивно, а второй внутренний закон композиции — 
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мультипликативно. Предположения, относящиеся к сложению 
в A, выражаются тогда тождествами 
<+(y+2)=(-+-y)+2 (ассоциативность), (1) 
zty=y+tx (коммутативность), (2) 
требованием существования нейтрального элемента, обозначае- 
мого 0, так что тождественно 


$ -- И = x, (3) 

и, наконец, требованием существования для каждого 2 элемента, 
противоположного x, обозначаемого — X, так что 

x+(—x)=0, (4) 


Предположения же, относящиеся к умножению, выражаются 
тождествами 
х (γα) = (xy) z (ассоциативность), (5) 
z(y+z)=2y+2z, } | 
(уЕ2) = 22 ) 

Если умножение в кольце А обладает нейтральным элементом, 
он называется единичным элементом или единицей кольца А 
и часто обозначается 1 (если это не может повлечь путаницы). 
Точно так же, говоря о регулярных, или обратимых, или переста- 
новочных, или центральных элементах, или центре кольца А, 
имеют в виду регулярность, обратимость и т. д. относительно 
заданного в А умножения. 

Закон, противоположный заданному в кольце А умножению, 
вместе со сложением также определяет в А структуру кольца; 
она называется противоположной первоначально заданной; два 
кольца с противоположными структурами называются противо- 
положными. 

Кольцо называют коммутативным, если его умножение комму- 
тативно; такое кольцо совпадает со своим противоположным. 

В кольце А сложение и два внешних закона, получающиеся 
путем раздвоения ($ 3, n° 2) умножения, определяют структуру 
коммутативной группы с операторами, причем областью опера- 
торов каждого из этих двух внешних законов служит само A; 
левой (соответственно правой) гомотетией кольца А, соответствую- 
щей любому его элементу а, называется эндоморфизм х-—>ах 
(соответственно х—> ха) аддитивной группы А. 


(двоякая дистрибутивность). (6) 
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Примеры колец. Г. Кольцо рациональных 
целых чисел. Мы определили на множестве  рациональ- 
ных целых чисел сложение ($ 2, п°5) и умножение (ἃ 2, n° 8); 
при этом сложение является законом коммутативной группы, 
а умножение двояко дистрибутивно относительно сложения; сле- 
довательно, Z, наделенное этими двумя законами, есть кольцо; 
оно называется кольцом рациональных целых чисел. Очевидно, это 
кольцо коммутативно и имеет +1 своим единичным элементом. 


II. °Полиномы вещественного переменного с вещественными (или же 
целыми) коэффициентами образуют коммутативное кольцо, имеющее 
своим единичным элементом постоянную 1 (см. главу ТУ). Более 
общим образом, вещественные функции вещественного переменного 
образуют коммутативное кольцо, имеющее постоянную 1 своим еди- 
ничным элементом. . 


III. В любой (аддитивно записываемой) коммутативной группе G 
можно определить структуру коммутативного кольца, приняв за умно- 
жение закон (x, у) — 0, который ассоциативен, коммутативен и дистри- 
бутивен относительно сложения. Можно также сказать, что это умно- 
жение определено условием GG—{0}; кольца, удовлетворяющие этому 
условию, называются кольцами с нулевым квадратом; такое кольцо, 
если только оно не сводится к одному нулю, очевидно, не имеет еди- 
ничного элемента. 


IV. Кольцо эндоморфизмов коммутатив- 
ной группы. Пусть С — аддитивно записываемая коммута- 


тивная группа. Множество С° всех ее отображений в себя наде- 
лено двумя ассоциативными законами композиции: с одной сто- 
роны, законом (], g)—>f+g (напомним, что h=f+g есть ото- 
бражение GB С такое, что h(x)—f(x)+g(x) для всех LEG), 


определяющим в С” структуру коммутативной группы ($ 6, 
n° 5), и, с другой стороны, законом (}, 5) —> [ο 2, который мы будем 
обозначать здесь f-g. Множество E всех эндоморфизмов группы G 
есть подгруппа коммутативной группы G°: действительно, если f 
ug — эндоморфизмы и й =} — 8, то # (ху) =1 (у) —8(=-+ у) = 
=f(z)+f(y) — (8 (=) + 8 (у)) = (1 (=) — 8 (ϱ)) + FY) — 8 (y)) = 1 (2) 
+ h (y), так что h — эндоморфизм. Очевидно, при этом Ё устойчиво 
относительно закона (], £)—>f-£g; наконец, закон, индуцируемый 
на А этим последним законом, двояко дистрибутивен относительно 
закона (], £g)—>f+g; действительно, если @—=(g+h)-f, то p(x) = 
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— g(f(x))+h(f(x)), так что p=g-f+h-f; с другой стороны, если 
p=f-(g+h), то ψ(α) = (8 (2) + h(x)) = }(8 (2)) + f(k(x)) (поскольку 
f— эндоморфизм), и значит, p=—f-g+f-h. 

Таким образом, структура, индуцированная в Ё рассмотрен- 
ными двумя законами, есть структура кольца; наделенное этой 
структурой, E называется кольцом эндоморфизмов группы G. 
Кольцо эндоморфизмов коммутативной группы С всегда обладает 
единицей, а именно тождественным отображением G на себя; но 
оно, вообще говоря, не коммутативно (см. упражнение 2). 

Кольца, определенные описанным способом, играют в алгебре 
важную роль (см. главы Il и VIII). 


Заметим, что кольцо эндоморфизмов коммутативной группы 2 
изоморфно кольцу рациональных целых чисел (§ 2, n° 8). 


2. konvua с операторами 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Кольцом с операторами называют множество 
А, наделенное структурой кольца и одним или несколькими внеш- 
ними законами композиции, дистрибутивными относительно 
сложения в А и такими, что для любого из HUT, если, записывать 
его в виде (οι, X) — ax, тождественно 


а (ry) = (ax) у = x (ay). (7) 


Внешние законы композиции кольца с операторами A вместе 
с двумя внешними законами, получающимися. путем раздвоения 
заданного в A умножения, определяют в A (вместе со сложением 
в качестве внутреннего закона) структуру коммутативной группы 
с операторами; условие (7) выражает, что внешние законы кольца A 
перестановочны ($ 5, n° 3) с каждым из двух внешних законов, 
получающихся путем раздвоения умножения. 

Эндоморфизмы x — ах структуры аддитивной группы (без опера- 
торов) в A, порождаемые операторами α кольца A, часто называются 
его снешними гомотетиями; таким образом, они перестановочны 
(в кольце эндоморфизмов аддитивной группы 4) с левыми и правыми 
гомотетиями кольца A; можно также сказать, что это есть эндомор- 
физмы структуры группы с операторами в А, определяемой сложением 
и двумя внешними законами, получающимися путем раздвоения 
умножения. | 


Пример. Если А — кольцо и К — подмножество его центра, 
то закон композиции (a, x) — ах операторов а ЕК и элементов x € À 
определяет в A (вместе с заданной в A структурой кольца) структуру 
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| кольца с операторами; свойства этой структуры существенно зависят 

> от рассматриваемого множества К, и следует тщательно отличать 

| друг от друга различные структуры кольца с операторами, которые 
могут быть получены таким способом (см. главы II и VIII). 


Закон, противоположный заданному в кольце с операторами А 
умножению, как вытекает из (7), вместе со сложением и заданными 
на A внешними законами также определяет B À структуру кольца 
с операторами; она называется противоположной первоначально 
заданной; кольцо с операторами, получающееся при наделении А 
этой структурой, называется противоположным кольцу А. 


В соответствии с общими обозначениями ($2, n° 7), в произ- 
вольном кольце А через 7:2 или nt, где NEZ u xE A, обозначают 
обычно сумму последовательности из п членов, равных X, 
если п> 0, элемент 0, если n=O, и элемент — ((—n)-x), если. 
п < 0. Этим определяется внешний закон композиции рацио- 
нальных целых чисел и элементов из А (который не следует сме- 
шивать с умножением в 4); этот закон дистрибутивен относительно 
сложения и, в силу двоякой дистрибутивности умножения в А 
относительно сложения, удовлетворяет тождествам (7); тем самым 
он определяет в A вместе с заданными там сложением и умноже- 
нием структуру кольца с операторами. Но эта структура по сути 
ничем не отличается от заданной в А кольцевой структуры, ибо 
все относящиеся к алгебраическим структурам основные понятия, 
определенные в $ 4 (устойчивые множества, согласующиеся 
CO структурой, отношения эквивалентности, гомоморфизмы), оди- 
наковы для обеих структур. 


Более общим образом, структуру кольца с операторами не отли- 
чают от получающейся путем присоединения к ее внешним законам 
еще внешнего закона (п, x) — πα. 


Это замечание позволяет рассматривать кольца без операторов 
как частные случаи колец с операторами; поэтому во всей остав- 
шейся части настоящего параграфа будут рассматриваться только 
эти последние. Там, где не будет опасности путаницы, мы будем, 
допуская вольность речи, употреблять термин «кольцо» в смысле 
«кольцо с операторами»; в тех же случаях, где утверждаемый 
результат справедлив лишь для колец без операторов (или, что 
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то же, для колец с операторами, единственным внешним законом 
которых является (п, £)— пх), это будет специально отмечаться. 


3. Делители нуля. Кольца целостности, 


Пусть А — кольцо. Обобщая терминологию, употребляемую 
в случае натуральных чисел (Теор. мн., гл. ПТ), элемент a € A 
называют левым (соответственно правым) кратным элемента bEA, 
если существует ΟΕ A такое, что а=сб (соответственно а = bc); 
при этом говорят также, что 6 есть правый (соответственно левый) 
делитель элемента а или что а делится слева (соответственно справа} 
на 6. 

Если А коммутативно, то, поскольку порядок следования мно- 
жителей безразличен, говорят просто «кратное» и «делитель». 


< Заметим, что если B À нет единицы, элемент a € A не обязательно 
является делителем (правым или левым) самого себя, как это показы- 
вает пример кольца с нулевым квадратом (пример ПТ). Точно так же, 
если A не содержит единицы, TO nx, где п Е Z, не будет вообще крат- 
ным x. Напротив, если A обладает единицей ε, то п-х=п-ех= (пе) <= 
= (ne). 


Для каждого элемента x кольца А имеем 2° = x (x +0) = 2? - 
+x0, откуда 20 —0; точно так же и 05 =0: всякое (левое или 
правое) кратное элемента 0 равно 0. Следовательно, каковы бы 
ни были x и у, имеем (—тх)у=х(— у) = — (zy), ибо (— x) y +- 
+ху=(—х--т)у=0у=0; отсюда (—2z)(—y)=zy. С помощью 
индукции по целому п>0 заключаем, что (— 5)" =”, если nr 
четно, и (—z)"= — zx", если п нечетно. 

Отношение 20 = 0 показывает также, что если кольцо A He CBO- 
дится к O и обладает единицей e, то е-20. 


В соответствии с введенной выше терминологией каждый эле- 
мент EA должен был бы рассматриваться как (правый и левый) 


делитель нуля; но, допуская вольность речи, наименование 
левый (соответственно правый) делитель нуля сохраняют 3a 0и 
каждым элементом а, отличным от 0, для которого суще- 
ствует b, отличное от 0, удовлетворяющее соотношению аб =0 
(соответственно ba =0). Можно еще сказать, что левые и правые 
делители нуля — это не регулярные элементы ($ 2, n° 2) кольца А 
(если только А не сводится к одному элементу 0); действительно, 
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отношение ах=ау (соответственно ха ==уа) равносильно отноше- 
нию a(x—y)=O0 (соответственно (x—y)a—0). Элемент AEA 
‘называют нильпотентным, если существует целое п>0, для 
которого а“=0; взяв наименьшее целое п, обладающее этим 
свойством, убеждаемся в TOM, что тогла а— делитель нуля в À. 
Если в A нет делителей нуля, отличных 0, то, допуская вольность 
речи, А называют кольцом без делителей нуля. 

В кольце без делителей нуля отношение аб =0 равносильно 
«а=0 или b=O0»; отношение а“==0 (где и— целое > 0) равно- 
сильно а=0. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 9..Кольцом целостности называется коммута- 
тивное кольцо без делителей нуля, не сводящееся к 0. 


Примеры. 1) Кольцо Z рациональных целых чисел есть кольцо 
целостности; напротив, кольцо эндоморфизмов произвольной комму- 
тативной группы, вообще говоря, содержит делители нуля, отличные 
OT 0 (см. упражнение 2). 

2) В кольце с нулевым квадратом (пример ПТ) каждый элемент 
есть делитель нуля. 


4. Подкольца 


ОпреДЕЛЕНИЕ 4. Подкольцом кольца (с операторами) А назы- 
вается всякое непустое множество BC А, в котором структура, 
индуцированная из А, есть структура кольца с операторами. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Для того чтобы непустое множество В эле- 
ментов кольца А было подкольцом этого кольца, необходимо` и 00- 
cmamouno, чтобы В было подгруппой аддитивной группы A, ycmoü- 
чивой относительно умножения и заданных на А внешних законов. 

Справедливость предложения непосредственно вытекает из 
определений. 


Условия, которым должно подчиняться непустое множество 
BCA, чтобы быть подкольцом, записываются также следующим 
образом ($6, предложение 1): ВТ ВСВ, —ВС В, ВВС В иоаВС В 
для каждого оператора а на A. Первые три из этих условий необходимы 
и достаточны для того, чтобы имеющаяся в A структура кольца (без 
операторов) индуцировала в В структуру кольца, иными словами, 
чтобы В было подкольцом в A, рассматриваемом как кольцо без опера- 
торов (т. е. наделенном своей структурой кольца, но не наделенном 
внешними законами). 
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Примеры. 1) Каждая подгруппа аддитивной группы Z, имея 
вид nZ, где пЕМ, есть подкольцо кольца Z; таким образом, подкольца 
кольца Z совпадают с подгруппами его аддитивной группы. Ни одно 
из этих подколец, кроме самого Z и {0}, не обладает единичным 
элементом. 

°2) Рассмотрим в теле С комплексных чисел структуру кольца 
с операторами, определяемую внешним законом композиции (a, 2) — 
—- Oz вещественных операторов α и комплексных чисел 2 (см. n° 2). 
При этой структуре единственным подкольцом кольца С, отличным 
от {0} и С, является множество В вещественных чисел. Действительно, 
если подкольцо A кольца С содержит не вещественное число 2, то OHO 
содержит также 27, а значит, и комплексные числа 92-—- В2?, где a 
и В принимают всевозможные вещественные значения; но так как 
отношение 2?/; не вещественно, получаемое так множество совпадает 
с С. Таким образом, множество Z рациональных целых чисел 
не является подкольцом кольца с операторами С, хотя и является 
подкольцом в С, рассматриваемом как кольцо без операторов.. 


Замечание. Этот последний пример показывает, что поня- 


<> тие подкольца кольца с операторами A существенно зависит OT внеш- 


них законов заданной в A структуры, а не только от его структуры 
кольца. Очевидно, подкольцо кольца с операторами А останется тако- 
вым также при сужении заданных на A внешних законов на подмно- 
жества областей их операторов или же при сохранении только неко- 
торых из этих законов и отбрасывании других; но обратное неверно. 
Однако наличие или отсутствие внешнего закона (п, х) —nxz (n€Z) 
в заданной структуре кольца с операторами не отражается на понятии 
подкольца относительно этой структуры; это объясняется тем, что 
всякая подгруппа аддитивной группы A устойчива относительно 
этого закона. 

Если в множестве A рассматриваются несколько структур кольца 
с операторами, в основе которых лежит одна и та же кольцевая струк- 
тура, то подкольца относительно этих структур различаются посред- 
ством указания тех внешних законов, относительно которых они 
устойчивы. 


Всякое пересечение подколец кольца А есть снова подкольцо 
этого кольца; поэтому можно определить подкольцо, порожденное 
произвольным множеством ХС. А, как наименьшее подкольцо, 
содержащее Х. 


ПредложениЕ 2. Множество 8662; элементов кольца А, переста- 
новочных с каждим элементом произвольного фиксированного MHO- 
жества МСА, есть подкольцо этого кольца. 
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Действительно, это множество устойчиво относительно умно- 
жения ($ 1, предложение 1); оно устойчиво относительно каждого 
из заданных на А внешних законов, ибо если х перестановочно 
с ZE М, то, в силу (7), для каждого оператора & кольца А имеем 
(ar) 2 = & (12) = % (25) = 2 (5х). Наконец, если x и у перестано- 
вочны с 56 М, то х— у перестановочно с 2, ибо (x — y) z = xz — 
—YZ= 24 —Zy=2(x—y). 


Следствие 1. Центр кольца А есть подкольцо этого кольца. 


Следствие 2. Множество всех эндоморфизмов коммутативной 
группы с операторами G есть подкольцо кольца Е всех эндоморфиз- 
мов группы G. 

Действительно, эти эндоморфизмы совпадают с эндоморфизмами 
групповой структуры BG, перестановочными со всеми заданными 
на С гомотетиями. Подкольцо кольца Ё, образованное этими эндо- 
морфизмами, называется кольцом эндоморфизмов группы с опера- 
торами G. 


ο. Отношения эввивалентности в польце. Идеалы. 
Фавторикольиа 


Определим отношения эквивалентности, согласующиеся со 
структурой кольца А. По теореме 4 $ 6, отношение А, согласую- 
щееся со сложением и заданными на А внешними законами, имеет 
вид  —ИУЕН, где HA — подгруппа аддитивной группы А, устой- 
чивая относительно этих внешних законов. Согласованность отно- 
шения А с умножением выражается порознь согласованностью 
слева и справа ($ 4, предложение 1). Но согласованность слева 
означает, что 4 = y (mod À) влечет zx = zy (mod В), τ. ο. х—-у@Н 
влечет 27 —2у=2(х—9)ЕН для каждого ΖΕ А. Это приводит 
к следующему определению: 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 9. /евым (соответственно правым) идеалом KOAb- 
ца А называют всякую nodepynny H аддитивной группы A, устойчи- 
вую относительно заданных на А внешних законов и такую, что 
zH CC H (соответственно Hz C Н) для всех ΖΕ А. Подмножество 
кольца А, являющееся в А одновременно U левым и правым идеалом, 
называется двухсторонним идеалом кольца А. 
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Таким образом, условия, которым должно подчиняться непустое 
множество Н элементов кольца A, чтобы быть его левым (соответственно 
правым) идеалом, записываются так: H+H с Н, — НС ΠΗ, АНСН 
(соответственно НАС H) иаН CA для каждого заданного на A 
оператора a. Очевидно, каждый идеал кольца A является его под- 
кольцом, обратное же неверно. Идеалы кольца обычно обозначаются 
строчными готическими буквами. 


Каждый левый идеал кольца А есть правый идеал противо- 
положного кольца, и обратно. Если А коммутативно, три рода 
идеалов совпадают и говорят просто об идеалах кольца А. 


Замечания. 1) Левый идеал кольца A есть не что иное, как 
подгруппа аддитивной группы A, устойчивая относительно внешних 
законов кольца A и левого внешнего закона, порождаемого заданным 
на A умножением. 

2) Как и понятие подкольца, понятие идеала кольца с операто- 
рами A существенно зависит от заданных на A внешних законов; 
замечания, сделанные в n° 4 по поводу подколец, равным образом 
применимы и к идеалам. В частности, если в множестве A рассматри- 
вается несколько структур кольца с операторами, в основе которых 
лежит одна и та же кольцевая структура, идеалы относительно этих 
структур различают посредством указания, относительно каких внеш- 
них законов они устойчивы. 


ТЕОРЕМА 1. Всякое отношение эквивалентности, согласующееся 
со структурой кольца А, имеет вид x — уЕа, где а — двусто- 
 ронний идеал кольца А, и результат факторизации A по этому 
отношению есть кольцо. 

Первое утверждение теоремы вытекает из сказанного ранее. 
С другой стороны, факторзакон заданного на A сложения по pac- 
сматриваемому отношению эквивалентности А есть закон комму- 
тативной группы на A/R, а факторзаконы заданных на А внешних 
законов дистрибутивны относительно этого группового закона 
($6, n° 11); наконец, факторзакон по В заданного на А умноже- 
ния есть ассоциативный закон Ha A/R ($ 4, n° 3), двояко дистри- 
бутивный относительно факторзакона сложения ($5, n° 1), и легко 
видеть, что он удовлетворяет тождествам (7). 


Отношение эквивалентности x — y Ea, определяемое в коль- 
це A двусторонним идеалом а, часто записывают x = у (moda) 
или 2 = (а) и называют сравнением по модулю а. Таким обра- 
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зом, отношения x == (a), х’ =y’ (а) влекут x + х’=у у (а), 
—х = — у (а), хх’ = уу’ (а) и ax = ay (а) для каждого опе- 
ратора @ (правила действий над сравнениями). 


влечет у = 2 (а), ибо класс шо4а элемента 2, даже если этот эле- 
мент регулярен относительно заданного на A умножения, не обяза- 
тельно регулярен относительно факторзакона (см. ниже пример 4). 


Φ Отметим, что, напротив, отношение ху = xz (а) не обязательно 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 6. Результат факторизации кольца А по сравне- 
нию по двустороннему идеалу а называется факторкольцом коль- 
ца А no a u обозначается Ala. 


Примеры идеалов и факторколецк. 1) Кольцо A 
всегда является своим двусторонним идеалом. Точно так же множество, 
сводящееся к одному элементу 0, есть двусторонний идеал кольца A; 
он называется нулевым идеалом и обозначается (0). Факторкольцо 
А/(0) изоморфно A; факторкольцо A/A сводится к 0. 

2) Каков бы ни был элемент а кольца A, множество Aa (соответ- 
ственно aA) есть левый (соответственно правый) идеал этого кольца; 
заметим, что, если 4 не обладает единицей, этот идеал не обязательно 
содержит а. и 

3) Пусть М — произвольное множество элементов кольца А. 
Множество тех элементов x € А, для которых ху = 0 (соответственно 
yx = 0), каково бы ни было у Е M, есть левый (соответственно правый) 
идеал кольца A; он называется левым (соответственно правым) аннуля- 
тором множества М. Если А не обладает делителями нуля, а М содер- 
жит элемент — 0, аннуляторы М сводятся к нулевому идеалу. 

4) Идеалы кольца Z рациональных целых чисел, являясь подгруп- 
пами аддитивной группы Z, имеют вид nZ, где п Е М; но и, обратно, 
очевидно, каждое множество такого вида есть идеал кольца 7; иными 
словами, идеалы кольца Z совпадают с подгруппами аддитивной груп- 
пы 7; идеал nZ обозначается также (п). При n >0 факторкольцо Z/(n) 
есть конечное коммутативное кольцо, состоящее из п элементов, внут- 
ренними законами которого являются сложение и умножение по мо- 
дулю п ($4, n° 3); заметим, что, вообще говоря, оно обладает делите- 
лями нуля: например, 2 =Е0 (mod 4), но 2-2 =0 (mod 4), так что класс 
числа 2 (mod 4) есть делитель нуля в кольце Z/(4). 


6. Свойства идеалов 


В этом и следующем n°n° рассматриваются только левые иде- 
алы; соответствующие предложения для правых и двусторонних 
идеалов предоставляем сформулировать читателю. 


10 н. Бурбаки 
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Если А — кольцо иа — его левый идеал, а В — ΠΟΠΕΟΠΡΠΟ, 
то В [] аесть левый идеал кольца В. В частности, если а С.Б, 
то а есть левый идеал в В; но, обратно, левый идеал в В не обяза- 
тельно является левым идеалом в А. . 

Так как левые идеалы кольца A совпадают с устойчивыми под- 
группами относительно структуры группы с операторами А, то 
на них распространяются все свойства устойчивых подгрупп 
группы с операторами ($ 6, п’ 10). Так, пересечение семейства 
(αι) левых идеалов есть левый идеал; среди левых идеалов, содер- 
жащих заданное множество МС A, существует наименьший; 
он называется левым идеалом, порожденным множеством М, 
а М — системой образующих этого идела. 

В частности, в кольце А, обладающем единицей e, левый идеал, 
порожденный множеством, сводящимся к одному элементу а, 
есть множество Аа всех элементов вида ха, где х пробегает А; 
действительно, это множество является левым идеалом, содержит 
а. = еа и содержится в каждом левом идеале, содержащем а. Если 
при этом А коммутативно, идеал Аа = aA, порожденный эле- 
ментом @, обозначается (a) и называется главным идеалом. 


Мы видели выше, что в кольце Ζ, каждый идеал — главный. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Левый идеал кольца A, порожденный объеди- 
нением семейства (αι)ιει левых идеалов этого кольца, есть множе- 


ство всевозможных сумм вида be a, где x,€a,,a Н — конечные 
` LEH 
подмножества множества индексов Г. 
Как легко видеть, множество всех сумм У х, есть подгруппа 
te H 
аддитивной группы A, порожденная объединением идеалов QU; 


действительно, достаточно заметить, что если X = > τ. Wi y= 
ЕН 


— У и — две такие суммы, то, положив x, = 0 при ‘ФН иу=0 
ЕК | | 


при w¢ AK, можно написать © = be LL, YU = >} Yi, а тогда 
НИК ВЕНОК 


z+y= >» (щи), me ж- иба. С другой стороны, 
НИК 


для каждого ZE À имеем (У αι) = > 22, THe zz, E QG. 
ЕН ЕН 
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Наконец, для каждого оператора @ Ha А таким же образом имеем 


α(Σ αι) = 2,00 где ох, Еа,. 


ЕН 


Следствие. Наименьшим левым идеалом, содержащим конечное 


т 


число левых идеалов a, (L<i<n), служит ux сумма > а. 
| i=1 


По аналогии также левый идеал, порожденный объединением 
бесконечного семейства (A,)ıcr левых идеалов кольца А, назы- 


вают суммой этого семейства и обозначают > а, (см. главу IT, 8 1). 
ЕТ 


Ясно, что левый идеал кольца A, порожденный произвольным | 
множеством МС A, содержит левые идеалы A,, порожденные 
любыми элементами x € М, и, таким образом, совпадает с сум- 


мой Уа.. В частности: 
x€ M 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. В кольце A, обладающем единицей, левый 
идеал, порожденный непустым множеством МСА, совпадает 


с множеством всех сумм вида 2 x;a,, где (α;) — произвольные конеч- 


ные семейства элементов из м. ‚ах, — произвольные элементы us A. 


Пример. Идеал кольца Z, порожденный множеством, состоя- 
щим из двух элементов т и п, есть сумма (m)-+(n) главных идеалов, 
порожденных каждым из этих элементов; хак всякий идеал кольца Z, 
он совпадает с некоторым главным идеалом (d) (4 ΕΝ). Но для того, 
чтобы главный идеал (а) содержал т, необходимо и достаточно, чтобы а 
было делителем т. Мы видим таким образом, что все общие делители 
рациональных целых т и п являются делителями одного и того же 
d € N, которое само есть общий делитель т и п. Следовательно, 4 — 
наибольший из общих делителей > 0 чисел m и п; поэтому его называют 
наибольшим общим делителем (сокращенно: н. о. Π.) тип, имы видим 
вместе с тем, что существуют (положительные или отрицательные) 
целые ри 4 такие, что 4=рт-{ дп. 

` Заметим, кстати, что наибольший идеал, содержащийся в иде- 
алах (m) и (п), т. е. их пересечение (т) () (п), также совпадает с неко- 
торым главным идеалом (г) (г € N); аналогичное рассуждение доказы- 
вает, что каждое общее кратное рациональных целых m и п кратно г 
И ЧТО 7 — наименьшее из общих кратных > 0 чисел т и п; его назы- 
вают наименьшим общим кратным (н. ο. к.) т и п. 

Эти рассмотрения легко обобщаются на любое конечное число 

рациональных целых чисел (см. главу VI). 


10% 
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7. Максимальные идеалы 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 7. Максимальным левым идеалом кольца А назы- 
вается каждый максимальный элемент упорядоченного по включе- 
нию множества всех левых идеалов кольца А, отличных от А. 


Пример. Максимальный идеал кольца Z — это главный идеал 
(р), где р > 1 есть целое число, не обладающее никаким делителем 4, 
удовлетворяющим неравенствам 1 < q <p; такое число называют 
простым; так, например, числа 2, 3, 5, 7 — простые. 

Каждое целое п > 1 обладает простым делителем, ибо наимень- 
ший из делителей -=1 числа п очевидно простой. 

Можно также сказать, что в Ζ, каждый идеал (п) == содержится 
в максимальном идеале; в такой форме это предложение является част- 
ным случаем следующей общей теоремы: 


ТЕОРЕМА 2 (Круль). В кольце А с единицей каждый левый идеал, 
отличный от А, содержится в максимальном левом идеале. 

В силу теоремы Цорна (Теор. мн., Рез., $ 6, п° 10) достаточно 
доказать, что множество 75 всех левых идеалов ==А, упорядочен- 
ное по включению, индуктивно, т. е., каково бы ни было совер- 
шенно упорядоченное множество WC 3, объединение M всех 
входящих в него идеалов есть левый идеал -= А. Но так как ника- 
‚кой идеал из ($ не содержит единицы € кольца A, то её M; 
с другой стороны, так как каждое x Е M принадлежит некоторому 
ae, το zeacCm и axr€acm для каждого z€A 
и каждого оператора & на A; наконец, для любых двух элементов 
хиуиз NM существуют идеалы а, D, принадлежащие © и такие, 
чтохЕаи ИЕ 6; так как один из этих идеалов содержит другой, 
то 2 — у принадлежит одному из идеалов а, 6 и, следовательно, 
идеалу m. 


Замечание. Теорема 2 уже не всегда будет верна, если не пред- 
полагать, что A обладает единицей (см. упражнение 146). 


8. Гомоморфизмы колец 


Общие определения $ 4 (n° 4) позволяют определить представ- 
ление кольца А в множество А’, наделенное структурой, гомоло- 
гичной структуре, заданной в A ($4, n° 1); это означает здесь, 
что заданная в А’ структура определяется, с одной стороны, двумя 
внутренними законами, сопоставляемыми соответственно задан- 
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ными на А сложению и умножению, и, с другой стороны, внешними 
законами, взаимно однозначно сопоставляемыми внешним законам 
кольца А так, что соответственные законы имеют одну и ту же 
область операторов. В этих условиях (при одинаковом обозначе- 
нии соответственных законов) введем 


ОпРЕДЕЛЕНИЕ 8. Отображение } кольца А в множество А’, наде- 
ленное гомологичной структурой, называется представлением 
(или гомоморфизмом) А в А’, если, каковы бы ни были элементы 
ΖΕ A, yEA u оператор a кольца А, композиции f(x) + f (y), 


f(x)f(y) и af(x) определены, причем 1 (=- у) =1 (т) + FW), 1(ху) = 
= (2) (у), f (ax) = af (x). 


Каноническое отображение кольца А на его `факторкольцо 
есть гомоморфизм, называемый каноническим. 

В соединении с доказанной выше теоремой 1 теорема о гомо- 
морфизмах ($ 4, теорема 1) дает для колец следующий результат: 


ТЕОРЕМА 3. Пусть f — представление кольца А в множество А’, 
наделенное гомологичной структурой. Тогда f(A) — кольцо (при 
индуцированной из А’ структуре), в котором f(0) есть нейтраль- 
ный элемент относительно сложения (также обозначаемый 0). 


Прообраз а= 7 (0) этого нейтрального элемента есть двусторон- 
ний идеал кольца А; кольцо f(A) изоморфно факторкольцу A/a, 
а представление f есть композиция канонического гомоморфизма A 
на A/a и инъективного гомоморфизма A/a в A’. 


Пример. Пусть А — кольцо без операторов, не сводящееся 
к О и обладающее единицей е; отображение п — пе есть представление 
кольца ZB A; следовательно, подкольцо кольца A, образованное эле- 
ментами пе, изоморфно факторкольцу Z/(q), где 4 — некоторое целое 
>20; 4 называется характеристикой кольца A (см. главу У, § 1); если 
ᾳ > 0, то его можно определить как наименьшее из целых чисел 
т > 0 таких, что тх=0 для каждого x € A. В частности, кольцо 
Z/(n) имеет характеристику п. 


ПрЕдложЕНИЕ 9. Ёсли а — обратимый элемент кольца A, 
то отображение x — аха* есть автоморфизм этого кольца. 
Действительно, a(c+y)at=axra!-+ayat, alsay)at = 
= (axa) (aya), и для каждого оператора & кольца А, в силу (7); 
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α(αα) а 1 = а (аха"); с другой стороны, так как отношение y — 
—=аха" равносильно отношению z=a!ya, то 2--» ara! есть 
взаимно однозначное отображение А на себя. Его называют 
внутренним автоморфизмом кольца A. 


9. Подкольца и идеалы факторкольиа 


ТЕОРЕМА 4. Пусть f— канонический гомоморфизм кольца А 
на его факторкольцо А’= Α/α по двустороннему идеалу а. 


а) Прообраз B=f(B') подкольца В’ кольца А’ есть подкольцо 
кольца A, содержащее а; при этом В’ = (B)u ous В’ изоморфно 
факторкольцу Bla. 


6) Отношение В -f(B’) устанавливает взаимно однозначное 
соответствие между подкольцами кольца А’ и подкольцами кольца А, 
содержащими, а. 

в) Каково бы ни было подкольцо В кольца А, В + a есть под- 
кольцо кольца A, а} (В) — подкольцо кольца А’, изоморфное фактор- 
кольцам Β/(Β[]α) и (B+a)/a. 

Непосредственная проверка показывает, что если В’ — под- 


кольцо кольца A’, то В = (В’) есть подкольцо кольца A и содер- 
жит а; так как } отображает A на A’, то оно отображает В на ВБ’, 
и значит, согласно теореме 3, В’ изоморфно В/а; тем самым а) 
доказано. 

Обратно, если В — подкольцо кольца А, содержащее а, то В 
насыщено по сравнению moda, значит, для B’=f(B) имеем 


B=} (B’), чем доказано 6). 

Установим, наконец, справедливость утверждения в). Каково 
бы ни было подкольцо В кольца А, сужение f на В есть пред- 
ставление В в А’, причем прообразом нуля относительно этого 
представления является Df[)a; следовательно, согласно теореме 
9, (В) изоморфно В/(ВГа). Множество В + а получается путем 
насыщения À по отношению x= y (а); согласно второй теореме 
об изоморфизме ($ 4, теорема 3), оно устойчиво относительно 
умножения’ и внешних законов кольца А и, будучи подгруппой 
аддитивной группы А, является подкольцом кольца А; вторая 
теорема 06 изоморфизме показывает тогда, что (B+a)/a изо- 
морфно B/(Bf\a). 
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ТЕОРЕМА 9. Пусть f — канонический гомоморфизм кольца А 
на его факторкольцо А’ --.Α/α по двустороннему идеалу а. 


-1 

a) Прообраз b =f (b’) левого (соответственно правого) идеала Ὀ΄ 
кольца А’ есть левый (соответственно правый) идеал кольца А, 
содержащий а, причем b’ =f (Ὁ). 


6) Отношение b= f (δ΄) устанавливает взаимно однозначное 
соответствие между левыми (соответственно правыми) идеалами 
кольца А’ и левыми (соответственно правыми) идеалами кольца A, 
содержащими а. Для любых двух левых (соответственно правых) 
идеалов Ὁ’ и с’ кольца А’ имеем 


fo +N)=7)+ fe), Пе) = О). (8) 


в) Если δ’ — двусторонний идеал кольца А’, mo b =f (b’) — 
двусторонний идеал кольца А, содержащий a, u Alb изоморф- 
но A’/b’. 

Непосредственная проверка показывает, что если δ’ — левый 
(соответственно правый, двусторонний) идеал кольца А’, то 


6—7 (5’) есть левый (соответственно правый, двусторонний) 
идеал кольца А, содержащий а; так как f отображает А на А’, 
то оно отображает b на D’, m a) доказано. Обратно, если b — 
левый идеал кольца A, то f(b) — левый идеал кольца А’, ибо 
если x € bu 5 Е A’, то существует ΖΕΑ такое, что 2 =f (z), и значит, 
2 }(α) =} (2) 1 (x) =} (25) Е f(b); доказательство для правых идеа- 


Я 


лов аналогично. В частности, если ba, то Ὁ насыщено по 


- 1 
сравнению moda, так что для b’=f(b) имеем b=f (b’), чем 
доказана первая часть утверждения 6); соотношения же (8) 
выполняются для произвольных подмножеств D’ и с’ кольца 


А’ (8 6, n°13). 


Можно также заметить, что сумма двух идеалов есть их верхняя 
грань в множестве всех идеалов кольца A’, упорядоченном по включе- 
нию, а пересечение — нижняяя грань; и то же в множестве всех идеа- 
лов кольца A, содержащих а; формулы (8) вытекают тогда из того, 


=i 
что взаимно однозначное отображение b’ —> f(b’) первого из этих 
множеств на второе — возрастающее. 
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Наконец, если D’ — двусторонний идеал кольца А и 


1 
5 =] (5’), то изоморфизм A/b и Α΄ /Ὁ’ вытекает из первой 
теоремы 06 изоморфизме ($ 4, теорема 2). 


Для подколец В кольца А, содержащих a, кольца {1 (В) и 
Bla обычно отождествляются; в частности, идеал f(b) коль- 
ца А’, соответствующий идеалу ba, обозначают b/a; 
поэтому в случае двустороннего идеала Ὁ утверждение в) теоре- 


мы 5 выражают, говоря, что факторкольцо (A/a)/(b/a) изоморф- 
но A/b. 


10. Произведения колец 


Из замечаний, сделанных в n°5 $ 4 u n°1 $5, явствует, что 
произведение структур семейства (A,) гомологичных колец с опе- 
раторами также есть структура кольца с операторами; это приво- 
дит к следующему определению: 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 9. Произведением семейства (Άι)ιει гомологич- 


ных HONEU с операторами называется множество A = N Αι, 
LEI 


наделенное структурой кольца с операторами, определяемой 
гаконами, 


((αι)» (Υι)) --» (αι 1-νι), (EU) (y) > (ay), (а, (αι))--» (ax) 


(где % пробегает все операторы колец Αν). 


Важным частным случаем произведений колец является коль- 
цо, образованное всевозможными отображениями множества Ё 
в кольцо А, совпадающее с произведением A” (см. $ 4, n° 5). 

Если ВБ, — подкольцо (соответственно левый идеал, правый 


идеал) кольца Αι, TO B= ПВ. есть подкольцо (соответственно 
ue 


левый идеал, правый идеал) кольца A= ||А,. В частности, 
vel 
пусть J — непустое подмножество множества ὯΙ, K=CJ и 
В, = А, для ve J, В, ={0} для ЕК; тогда подкольцо Ау= I] Βι 
vel 
есть двусторонний идеал в A, структура кольца (с операторами) 


которого изоморфна структуре кольца Ay= [| Αι; Aj часто 
ЕЛ 


11 КОЛЬЦА И КОЛЬЦА С ОПЕРАТОРАМИ | 153 


отождествляют с Ay посредством канонического изоморфизма 
аддитивной группы Az на аддитивную группу Ay, являющегося 
также изоморфизмом кольцевых структур. Проекция pry кольца А 
на J есть гомоморфизм; прообраз нуля относительно этого гомо- 
морфизма есть не что иное, как Ак, так что A, изоморфно А/Ак, 
a А изоморфно произведению Ау X (A/Ay7). Кроме того, по опре- 
делению умножения в А, имеем AJAx = {0}: говорят, что под- 
кольца Ау и Ак взаимно аннулируются. Отсюда следует, что 
каждый идеал в Аг есть также идеал в À. 

Вместе с тем мы видим, что каждое произведение колец, не сво- 

дящихся к 0, содержит делители нуля, отличные от 0. 

В случае, когда J — множество {1}, состоящее из одного 
элемента, подкольцо Ау, изоморфное A,, обозначается также À. 
Если а — левый (соответственно правый) идеал в А, его проек- 
ция на А, есть левый (соответственно правый) идеал в А, (теоре- 
ма 0); при этом: 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Ёсли произведение А колец Αι обладает, еди- 
ницей (τ. 6. каждое из колец A, обладает единицей), то идеал 
af)A, изоморфен проекции а на Αι; при этом в случае конечного. 
множества индексов I а совпадает с произведением своих проекций 
на кольца Αι. 

Действительно, пусть 1 = (2,) — элемент ‘из а, à — единица 
кольца Αι, €, — единица кольца А’; а содержит ET, т. е. эле- 
мент, все координаты которого, за исключением координаты 
с индексом Li, равной х,, равны нулю; а отсюда сразу следует 
справедливость предложения. 

Без предположения, что А содержит единицу, предложение 
становится неверным (см. упражнение 14в). 


11. Прямая композииия подколеи 


Пусть. A == I] А; — произведение конечного семейства под- 


1<1i<n 
колец Α;; в обозначениях предыдущего N° аддитивная группа A 
есть прямая сумма (§ 6, n° 6) аддитивных групп А; (допуская 
вольность речи, это выражают, говоря, что кольцо А есть прямая. 
n n 


’ 
сумма подколец Αἱ). Но более того, если => x, и y= 2: Wir 
= = 
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где x,€ Ai, у. Е Ai, — (однозначно определенные) разложения про- 
. n 


извольных элементов х, у кольца A, то ху = 2) жи. 
i=1 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 10. Кольцо А называется прямой композицией 
конечного семейства (B,)ı<isn своих подколец, если А есть прямая 
сумма подколец В; и тождественно 


т 


(2) (Хи) τ. à ry, (EB, у. ЕВ). 


1—1 
Тем самым кольцо A, являющееся прямой композицией своих 
подколец, изоморфно их произведению. 


Не следует смешивать понятия прямой суммы и прямой компози- 

> ции подколец: кольцо вполне может быть прямой суммой своих под- 
колец (и даже правых или левых идеалов), не будучи их прямой ком- 
позицией; мы встретимся с примерами этого в главе 11. 


ПрРЕдложЕНИЕ 7. Пусть кольцо А есть прямая сумма конеч- 
ного семейства (В;)!<:<п своих подколец. Следующие утвержде- 
ния равносильны: | 

a) А есть прямая композиция подколец B;; 

6) В; являются двусторонними идеалами кольца А; 

в) В; взаимно аннулируются. 

Действительно, а) влечет 6), поскольку А изоморфно II B,; 

1SiSn 
6) влечет в), ибо если В; — двусторонние идеалы, TO 


BiB, СВ, ]В,={0} при 15 7; 


наконец, в) влечет а) в силу дистрибутивности умножения и опре- 
деления 10. 


Пример. Рассмотрим подкольцо A факторкольца Z/(6), обра- 
зованное классами чисел 0 и 3 (mod 6), и подкольцо В, образованное 
классами чисел 0, 2 m 4 (mod 6); А изоморфно Z/(2), а В изоморфно 
Z/(3); Z/(6) есть прямая сумма подколец À и В, ибо 1=3 — 2 и срав- 
нения и =v (6), и = 0 (2) и v = 0 (3) могут одновременно выпол- 
няться лишь если и =v = 0 (6); наконец, очевидно A и В взаимно 
аннулируются; таким образом, Z/(6) есть прямая композиция своих 
подколец A и В и, следовательно, изоморфно произведению (Z/(2))X 
x (Z/(3)) (см. главу УП). 


Если кольцо А есть прямая композиция своих подколец D;, 
то, вследствие изоморфизма прямой композиции произведению, 
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центр С кольца А есть прямая композиция центров C, подколец В, 


и С. =СПВ, (34, n°5). 


ПреЕдложЕНИЕ 8. Ecau кольцо А есть прямая композиция 


своих подколец В; (1<i<n), a, — двусторонний идеал в B, 
п 

u a=») a,, mo факторкольцо A/a изоморфно произведению фак- 
i=1 


торколец B,/a;. 
Это — непосредственное следствие предложения 4 $ 4. 


Упражнения. 1) Определить все кольцевые структуры 
в множестве, состоящем из п элементов, где 2 < п < 9, а также идеалы 
этих колец. 

2) Показать, что кольцо эндоморфизмов коммутативной группы, 
являющейся произведением двух циклических групп второго порядка, 
некоммутативно и обладает делителями нуля, отличными от 0. 

3) Пусть A — кольцо (без операторов) и на множестве ΖΧ A 
следующим образом определены сложение и умножение: 


(m, 2)-- (п, у) = (т--п, =— У), 
(т, 2) (η, у) = (mn, ту--пх-- zy). 


Показать, что эти законы определяют BZX A структуру кольца с еди- 
ницей и что 4 изоморфно двустороннему идеалу этого кольца. 

4) Пусть А — кольцо, не сводящееся к 0 и имеющее единицу 6. 
Если для некоторого элемента a € A существует, и притом единствен- 
ный элемент a’ € A такой, что аа’=е, то а обратим и а’ обратен а. 
[Показать сначала, что а не есть левый делитель нуля, а затем рас- 
‹мотреть произведение aa’a.] 

*5) Пусть A — кольцо без делителей нуля, имеющее единицу 6. 
Предположим, что на A задан всюду определенный внутренний закон 


Т такой, что порожденный им правый внешний закон дистрибутивен 
относительно сложения, а левый — относительно умножения. 
а) Показать, что если A не есть кольцо характеристики 2, то 


х Гу=0 для всех x u y из А. [Использовать упражнение 4 $ 5.] *). 

6) Если А имеет характеристику 2, ах Ту=0 не для всякой пары 
(x, y) элементов из A, то множество G тех u € А, для которых и T e=0 
есть подгруппа индекса 2 аддитивной группы A и закон` Т опре- 


*) В главе IV будет приведен пример кольца целостности с любой харак- 


теристикой, один из законов Т на котором таков, что порожденный 
им правый внешний закон дистрибутивен одновременно относительно сло- 


зжения и умножения, а 2 Гу равно нулю лишь если х=0 или у=0. 
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деляется знанием всех композиций ατα, где а — (произвольный} 


фиксированный элемент ¢ G. Обратно, задание подгруппы С индекса 2 
аддитивной группы A и отображения f A в себя такого, что }(ху) = 


=f (x) { (y), определяет закон T , обладающий указанными свойствами 

6) Пусть A — кольцо с операторами, В — произвольное MHO- 
жество его элементов и В’ — порожденное им в A множество, устой- 
чивое относительно заданных на 4 внешних законов. 


а) Пусть B"=B°e — порожденное В’ множество, устойчивое 
относительно умножения. Тогда подкольцо, порожденное множеством 
В, совпадает с подгруппой аддитивной группы A, порожденной MHO- 
жеством В”. 


6) Левый идеал, порожденный множеством В, совпадает с под- 
группой аддитивной группы, порожденной множеством В’ АВ’, 
а двусторонний идеал, порожденный множеством В, — с подгруппой 
аддитивной группы, порожденной множеством B’+AB’+B’A+AB’A. 

*7) Пусть A — кольцо (без операторов), не содержащее делите- 
лей нуля и такое, что каждая его аддитивная подгруппа является 
левым идеалом. Показать, что A изоморфно подкольцу кольца Z 
или факторкольцу вида Z/(p), где р — простое. [Выразив, что адди- 
тивная группа, порожденная элементом а => 0, является левым идеа- 
лом, показать, что этим определяется изоморфизм A в Z или в фактор- 
кольцо кольца Z.] 

8) Правый идеал, порожденный левым идеалом кольца, является 
двусторонним идеалом. | 

9) Правый аннулятор правого идеала кольца есть двусторонний 
идеал. 

10) Двусторонний идеал кольца A, порожденный элементами: 
xy — yx, где x и у пробегают A, есть наименьший из двусторонних. 
идеалов. а таких, что A/a коммутативно. 

11) Пусть (a,) — семейство двусторонних идеалов кольца A, 


для которого Пе = Показать, что A изоморфно подкольцу 
a 


произведения П (A/a,,). 
a 


*12) Двусторонний идеал а кольца A называется неприводимым, 
если не существует пары двусторонних идеалов В, с, отличных от в. 
и таких, что a=bfe. 


а) Показать, что пересечение всех неприводимых идеалов коль- 
ца A сводится к 0. [Заметить, что множество всех двусторонних идеа- 
лов, не содержащих элемента а == 0, индуктивно, и применить тео- 
рему Цорна. ] | 

6) Вывести отсюда, что каждый двусторонний идеал кольца À 
есть пересечение всех содержащих его неприводимых идеалов. [Исполь- 
зовать теорему 5.] 
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*13) Идеал р коммутативного кольца A, отличный OT A, называют 
простым, если факторкольцо A/p есть кольцо целостности (иными 
словами, если отношения хфр, убр влекут хуфр). 


а) Если А обладает единицей, то каждый максимальный идеал а 
8 A — простой. [Заметить, что в факторкольце A/a идеал, порожден- 
ный любым ненулевым элементом, совпадает с A/a, и вывести отсюда, 
что каждый ненулевой элемент из А/а обратим.] 

6) Каждый простой идеал неприводим (упражнение 12). 

в) Если множество 7 всех простых идеалов, содержащих задан- 
ный идеал -= A, не пусто (что всегда верно, когда A обладает едини- 
цей), то оно индуктивно по отношению I; если А обладает единицей, 
то % индуктивно по отношению С. 

г) Пусть а — произвольный идеал ==А и b — множество тех 
ЕЛА, у которых некоторая степень хПЕа (где п зависит OT x). 
Показать, что b — идеал и что, если b == А, пересечение всех простых 


идеалов, содержащих a, совпадает с b. [Заметить, что для ab 
множество всех идеалов, содержащих A, HO не содержащих никакой 
степени a”, индуктивно по отношению C_, и доказать, что всякий 
максимальный элемент у этого множества — простой.] 

14) При структуре кольца с нулевым квадратом (n° 1, пример III), 
определенной в заданной коммутативной группе С, идеалы кольца С 
<овпадают с подгруппами аддитивной группы G. 

а) Примем за С аддитивную группу Z/(p) целых чисел по простому 
модулю р. Показать, что в кольце G с нулевым квадратом идеал (0) — 
максимальный, но не простой. 

°6) Примем за G подгруппу аддитивной группы Q/Z рациональных 
чисел по модулю 1, образованную классами (mod 1) рациональных 


чисел вида k/p", где Кип — произвольные целые > 0, ар — фиксиро- 


ванное простое число. Показать, что каждая подгруппа группы С 
‚имеет вид Си, где Gn — множество всех классов (mod 1) чисел вида k/p” 


© фиксированным n > 0 и произвольным А. Вывести отсюда, что 


в кольце С с нулевым квадратом не существует ни максимальных, 
HH простых идеалов.. 

в) Приняв за С аддитивную группу Z рациональных целых чисел, 
привести пример идеала в произведении GXG кольца С с нулевым 
квадратом на самого себя, который не совпадал бы с произведением 
своих проекций на кольца-сомножители. 

15) Пусть А — кольцо с единицей е. Если оно является прямой 
суммой конечного числа своих левых идеалов |; (1<i<n) и e= 


n 
= > e; ( © [;), το εἴ--ει, ее; =0 при 7 и [;=Ае;. [Записать, 
$=1 
что z=xe для каждого x € A.] Обратно, если е; A<i<n)—n 
т 
идемпотентов таких, что ее; =0 при Е =] и е= >; e;, TO A есть 
1 
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прямая сумма п левых идеалов Ae;. Для того чтобы все эти идеалы 
Ае; были двусторонними, необходимо и достаточно, чтобы все е; 
принадлежали центру кольца 4. [Использовать предложение 7.] 

*16) Пусть е — идемпотент кольца A. 

а) Показать, что A есть прямая сумма левого идеала а=Ае 
и левого аннулятора b элемента e. [Заметить, что, каково бы ни было 
xE A, α--αεΕῦ.] 

6) Каждый правый идеал Ὁ кольца A есть прямая сумма dDf)a 
(правого идеала подкольца а) и D/)b (правого идеала подкольца b). 

в) Если Ae=eA, то е есть единичный элемент подкольца а, b — 
двусторонний идеал кольца A и А — прямая композиция подколец а 
и Ὁ; каждый левый (соответственно правый) идеал с кольца A есть 
прямая сумма левых (соответственно правых) идеалов c[)a и cf)b 
этого кольца. 

*17) Пусть A — кольцо с единицей е. Если центр С кольца A 
есть прямая композиция подколец С; (1<ti<n), то А есть прямая 
композиция порожденных ими двусторонних идеалов a;. [Для дока- 
зательства того, что A есть сумма идеалов а;, воспользоваться ΤΕΜ, 


п 
что каждое x € À представимо в виде аш хе;, где €; — еди- 
i=1 
ничный элемент подкольца C;; чтобы убедиться в том, что эта сумма— 
прямая, показать, что, каково бы ни было 26а;, ze; —2 M ze; —0Ù 
для всех 7] = ij. 

*18) Кольцо без операторов A называют булевским кольцом, 
если каждый его элемент идемпотентен (иными словами, если 5°=х 
для каждого x € A). 

а) Показать, что если для любых AC Е, ВС Е положить АВ = 
=ANB и A-+B=(ANCDB)L(BNCA), то этим в множестве $(E} 
всех подмножеств множества Е определится структура булевского 
кольца. Это кольцо изоморфно кольцу КЁ всех отображений E в коль- 
πο К = 2/(2) целых чисел по модулю 2. [Рассмотреть для каждого. 
X C Е его «характеристическую функцию» Py, определяемую усло- 
виями Фу (5) =1, если хЕХ, и Gy (5) =0, если ας Χ.] 

6) Каждое булевское кольцо A коммутативно и имеет характе- 
ристику 2. [Записать, что х--х— идемпотент, а затем, что z--y— 
идемпотент. | 

в) Булевское кольцо A без делителей нуля сводится к 0 или 
изоморфно Z/(2). [Показать, что ху (x 1 у) =0 для любых двух элементов 
x иуиз A.] Вывести отсюда, что в булевском кольце каждый простой 
идеал (упражнение 13) — максимальный. 

г) Каждый идеал а булевского кольца A, отличный от A, есть 
пересечение содержащих его простых идеалов. [Применить упражне- 
ние 13r.] Вывести отсюда, что каждый неприводимый идеал кольца A 
(упражнение 12) — максимальный (тем самым для булевского кольца 
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понятия неприводимого идеала, простого идеала и максимального 
идеала совпадают). 
д) Показать, что каждое булевское кольцо изоморфно подкольцу 
произведения КЁ, где К ee ih [Использовать г) и упражнение 11.) 
е) Пусть р; (1 Li < п) — п различных максимальных идеалов 
булевского кольца 4 иа= f) p;. Показать, что A/a изоморфно К”. 
1<i<n 
[Индукцией по п, находя максимальные идеалы кольца К” с помощью 
предложения 6.] Вывести отсюда, что каждое конечное булевское 
кольцо есть кольцо вида АТ. 


x) В булевском кольце A отношение ху=х есть отношение по- 
parka; будем обозначать его x < у [$ 1, упражнение 15]; показать, 
что 4 —дистрибутивная решетка (Теор. мн., гл. ПТ, $ 1, упражнение 16), 
обладающая наименьшим элементом а, и что для каждой пары (x, у) 
ее элементов таких, что х < у, существует элемент d (x, у), для кото- 
poro inf (x, d(x, y))=a, sup (x, d(x, y))=y. Обратно, показать, что 
если дистрибутивная решетка A обладает указанными свойствами, то 
законы композиции xy—inf(x, у) и + y=d(inf(z, y), sup(z, y)) 
определяют в A структуру булевского кольца. 

19) Кольцоидом называется множество Е, наделенное двумя 
внутренними законами композиции: а) всюду определенным ассоциа- 
тивным умножением ху; 0) аддитивно записываемым не всюду опре- 
деленным законом, удовлетворяющим следующим условиям: 

1° он коммутативен (иными словами, если х-у определено, то 
определено также у--х, и x-+y=y--x; мы будем в этом случае говорить, 
что x и у суммируемы); 

2° если x и у суммируемы, TO для того, чтобы x+y HU z « Cope сум- 
мируемы, необходимо и достаточно, чтобы были суммируемы как х 
И 2, так y U 2; тогда также x и у-| 2 суммируемы и (x-++- y)-+2=—2+(y+2); 

3° существует нейтральный элемент 0; 

4° если как 2 и 2, так у и 2 суммируемы и x+z=y+t-2, ТО x=y; 

9° умножение двояко дистрибутивно относительно сложения. 

Каждое кольцо есть кольцоид; для того чтобы кольцоид, имею- 
щий единичный элемент e, был кольцом, необходимо и достаточно, 
чтобы существовал элемент x такой, что x и е суммируемы и x+e=—0. 

Исследовать, как распространяются на кольцоиды определения 
и результаты $ 8 и приведенных выше упражнений (левым идеалом 
кольцоида Ё называется множество aC E, устойчивое относительно 
сложения и удовлетворяющее условию EaC a). 

20) Пусть G — группа с операторами, a f и g — ее эндоморфизмы. 
Для того чтобы отображение x — f (x) g (x) также было ее эндоморфиз- 
мом, необходимо и достаточно, чтобы каждый элемент подгруппы 
f (С) был перестановочен с каждым элементом подгруппы g (С); обозна- 
чая тогда этот эндоморфизм через f+g, а композицию x — f (g(x)) 
эндоморфизмов g и | через fg, показать, что множество Ё всех эндомор- 
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физмов группы с операторами С, наделенное этими двумя законами 
композиции, есть кольцоид с единицей (упражнение 19); для того чтобы 
Е было кольцом, необходимо и достаточно, чтобы группа G была ком- 
мутативна. 

Для того чтобы элемент f Е E был суммируемым со всеми эле- 
ментами из Е, необходимо и достаточно, чтобы f(G) содержалось 
в центре группы G; множество N всех таких эндоморфизмов есть 
кольцо, называемое ядром кольцоида Е. 

Эндоморфизм [ группы с операторами С называется нормальным, 
если он перестановочен со всеми ее внутренними автоморфизмами; 
какова бы ни была устойчивая нормальная подгруппа Н группы С, 
тогда и }(Н) будет устойчивой нормальной подгруппой этой группы. 
Показать, что множество D всех нормальных эндоморфизмов группы 
с операторами С образует подкольцоид кольцоида E, а ядро N есть 
двусторонний идеал кольцоида D. 


$ 9. Тела 
1. Тела u тела с операторами 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Гелом называется кольцо К, множество нену- 
левых элементов которого образует группу относительно закона, 
индуцированного заданным на К умножением. 

Кольцо с операторами К, обладающее этим свойством, назы- 
вается телом с операторами. Так же как и для колец, мы в слу- 
чае отсутствия опасности путаницы вместо «тело с операторами» 
будем говорить просто «тело». 

Множество ненулевых элементов тела А будет обычно 000- 
значаться К*; наделенное групповой структурой, определяемой 
в нем заданным на К умножением, оно называется мультиплика- 
тивной группой тела К. Будучи по самому определению группой, 
К* не пусто; его нейтральный элемент е является единичным 
элементом тела К; так как он # 0, то тело содержит по крайней 
мере два элемента. 


Кольцо, противоположное телу, очевидно, снова есть тело. 
Тело называют коммутативным, если его умножение коммута- 
тивно; такое тело совпадает с противоположным ему. Некоммута- 
тивные тела иногда называют косыми. Коммутативные тела будут 
называться полями. 
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Примеры полей *). °1) Наиболее важными для математики 
полями являются поле рациональных чисел, которое будет определено 
в N° 5, поле вещественных чисел и поле комплексных чисел, которые мы 
определим в «Общей топологии» (Общ. топ., главы IV и VIII)., 

2) В множестве ЕЁ, состоящем из двух элементов, можно опреде- 
лить структуру тела, и притом (с точностью до перестановки) только 
одну. Действительно, один элемент из E должен быть нейтральным 
элементом 0 аддитивной группы, а другой — нейтральным элементом е 
мультипликативной группы. Аддитивная группа вполне определяется 
заданием e+e, которым может быть лишь 0; мультипликативная группа 
сводится к е; наконец, должны иметь место равенства е.0—=0.е=0. 
Легко видеть, что всем этим действительно определяется в Е структура 
(коммутативного) тела. 


2. Подтела 


Пусть В — множество элементов кольца А, не сводящееся 
к 0; для того чтобы В, наделенное индуцированной из А струк- 
турой, было телом, нужно прежде всего, чтобы В было подколь- 
yom кольца А; кроме того, это подкольцо должно обладать еди- 
ницей е (не обязательно являющейся единицей кольца А) и каж- 
дый элемент 2 # 0 из В должен быть обратимым в В. Обратно, 
если эти условия выполнены, В есть тело; действительно, тогда 
множество В* его ненулевых элементов устойчиво относительно 
умножения ($2, следствие 2 предложения 5) и предложение 
1 $6 показывает, что оно является группой. 

Если А — тело, то условия, которым должно удовлетворять 
множество BC A, чтобы быть телом, упрощаются следующим 
образом: необходимо и достаточно, чтобы В было подкольцом 
в А, не сводящимся к 0 и содержащим элементы, обратные (в А) 
ко всевозможным своим ненулевым элементам (действительно, 


множество В*, будучи подгруппой группы А*, должно содержать 
единицу тела A). 


Более общим образом, если подкольцо В тела А не сводится к 0 
и обладает единичным элементом и, то и равно единице е тела А, ибо 
из u?=u и uO следует u=u-u 1=е. | 


Подкольцо В тела А, являющееся телом, называют подтелом 


тела К, а К часто называется надтелом или расширением своего 
подтела В. 


*) В главах II и VIII будут даны примеры некоммутативных тел. 
ll н. Бурбаки 
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Всякое пересечение подтел тела К снова есть ero подтело; 
поэтому можно определить подтело, порожденное произвольным 
множеством ХСС К, как наименьшее подтело тела К, содержащее X. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Множество всех элементов тела К, nepe- 
становочных с каждым элементом произвольного фиксированного 
множества М с К, есть подтело тела К. 

Действительно ($ 8, предложение 2) это множество образует 
в К подкольцо; с другой стороны, если x # 0 перестановочно 
с Е.М, то это же верно для x! ($2, предложение 6), и предложе- 
ние доказано. 


Следствие. Дентр тела К есть (коммутативное) подтело 


этого тела. 


3.’`Гомоморфизмы тел 


ПРЕдложЕНИЕ 2. Единственными левыми (соответственно пра- 
выми) идеалами тела К являются (0) и К. 

Действительно, если 25:0 принадлежит левому идеалу а, 
το х1\=еёа, и значит, a= À. 


ТЕОРЕМА 1. Ecau f — гомоморфизм тела К в множество Е, 
наделенное гомологичной структурой, то либо (К) есть кольио, 
сводящееся x 0, либо (К) есть тело, а | — изоморфизм К на 
КК). | 

Действительно, прообраз f (0) элемента О кольца f(A), как 
двусторонний идеал в К, совпадает с К или с (0), и справедли- 
вость утверждения теоремы следует из теоремы 3 $ 8. 


Предложение 2 допускает следующее обращение: 


ПреЕдложеЕниЕ 9. Ecau в кольце A, не сводящемся к 0 u обладаю- 
щем единицей, не существует ни одного левого идеала, отличного 
от (0) и А, то А — тело. 

Действительно, пусть х — произвольный ненулевой элемент 
из A; так как А обладает единицей 6, то левым идеалом, порожден- 
ным элементом X, служит множество Ах; содержа x # 0, этот 
идеал совпадает с A, и значит, существует х’Е А такое, что х’х ==е. 
Поскольку x’ # 0, таким же рассуждением устанавливается суще- 
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ствование x’E А такого, что 2" 2΄ =е; следовательно, хх’ = EXX = 
— ’х’тхт = ’ех’ = т’х’ =e, иными словами, 1’ есть элемент, 
обратный к X, и предложение доказано. 
Замечания. 1) Предложение 3 теряет силу, если не предпо- 
лагать, что 44 обладает единицей (см. упражнение 3). 
2) Некоммутативное кольцо (с операторами) A вполне может 


не иметь никакого двустороннего идеала, отличного от (0) и Α, без 
того, чтобы быть телом (такие кольца будут изучаться в главе VIII). 


Из предложения 3 вытекает следующая теорема: 


Tropema 2. Пусть А — кольцо с единицей и а — его двусто- 
ронний идеал. Для того чтобы факторкольцо Ala было телом, 
необходимо и достаточно, чтобы а было максимальным левым 
идеалом кольца А. 

Действительно, А/а обладает единичным элементом, а сфор- 
мулированное условие выражает в силу теоремы 5 $ 8, что един- 
ственными левыми идеалами в A/a являются (0) и A/a. 

Отсюда видно, в частности, что для того, чтобы кольцо Z/(p) 
было полем, необходимо и достаточно, чтобы р было простым; так, 


например, Z/(2) есть поле, состоящее из двух элементов, изоморфное. 
полю из двух элементов, определенному в n° 1. 


4. Поле отношений вольца иелостности 


Поскольку каждый ненулевой элемент тела АК обратим и, 
значит, регулярен относительно умножения, любое подкольцо: 
в К есть кольцо без делителей нуля; в частности, всякое под- 
кольцо NOAA есть кольцо целостности. Мы покажем, что и, обратно, 
каждое кольцо целостности может быть «погружено» в поле. 

Более общим образом: 


ПрЕдлоОЖЕНИЕ 4. Пусть А — коммутативное кольцо с опера- 
торами и Ар- результат его симметризации относительно 
одного лишь умножения (ἃ 2, теорема 1). 


а) В А можно определить, и притом только одну, структуру 
кольца с операторами, индуцирующую в А заданную структуру. 
6) Всякое представление } кольца с операторами А в кольцо: 
с операторами А’, переводящее каждый регулярный элемент из А 
в обратимый элемент кольца А’, можно, и притом лишь един-- 


ственным образом, продолжить до представления f A в A’. 
12” 
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а) Будем, как обычно, считать А погруженным в А; тогда 
каждый регулярный элемент из А обратим в A и каждый элемент 
Fu x 
из А имеет вид = › где ze A,yE À uy регулярен. Попытаемся опре- 


L 


| 2 x — 
делить сумму двух элементов 2=— и ® = y из А таким обра- 


зом, чтобы определенное так сложение индуцировало в А его 


аддитивный закон, а заданное в А умножение было дистрибутивно 


’ La 


LY ee À, 


относительно этого сложения; так как Z=— U Z =—-,, TO 
уу yy 
Kot / 
| à | ‚_ 2} Tey 
из этих требований с необходимостью следует, что 2-|- Z = -π 


Обратно, покажем прежде всего, что определенный так эле- 


мент из А зависит только OT Z M zZ’, но не от их представления 
La 

в форме дробей; действительно, если = ‚ TO ху = xy, , значит, 
1 


Ν᾽ ’ 0 у’ +2'y, ху’ -х’у 
ny += Yi) y= (zy + x'y) Y,, откуда DE 


Без труда устанавливается, что так определенное в А сложе- 


u T 
ние ассоциативно И Коммутативно, что каждыи элемент u 


—E 
обладает противоположным 2’ РА и, наконец, что умножение 


дистрибутивно относительно этого сложения, так что эти два 
закона определяют в А структуру коммутативного кольца, являю- 
лцуюся продолжением структуры коммутативного кольца, задан- 
ной в А. 

Остается продолжить на А внешние законы кольца А так, 


‘чтобы по-прежнему выполнялись тождества (7) $8; и это воз- 
можно здесь лишь единственным образом, ибо в силу указанного 


ἆ 
условия, если Οἱ-- оператор на À и Z—--, TO должно иметь 


AX u 
место равенство αξ-----. Определенный так элемент 02 зависит 
только OT & и Z, HO не от представления 2 в виде дроби, ибо если 


x x ; 

os то a (zy) = < (zy,), и значит, (ax) y = (ax) yy; a опреде- 
1 

ленный таким образом внешний закон действительно дистрибу- 


-тивен относительно заданного на А сложения и удовлетворяет 
тождествам (7) $ 8. 
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6) Если рассматривать в А структуру, определяемую одним 
лишь умножением, то, как мы знаем ($ 2, теорема 2), f продол- 


------ 


жается единственным образом до представления f множества А, 
наделенного одним лишь умножением, в А’ (наделенное одним 


лишь умножением); } определяется формулой 7(= ) = f(x) FW". 


Остается проверить, что, каковы бы ни были ZEA, 2ЕА 


и оператор a, f(z+2')=f(z)+f(z’) и } (2) = о} (2); это не пред- 
ставляет труда. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Кольцом отношений (или кольцом дробей) 
коммутативного кольца А называется коммутативное кольцо, 


получающееся путем наделения результата симметризации А 
кольца А (относительно одного лишь умножения) структурой, 
определенной в предложении 4. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Кольцо отношений А кольца целостности А 
есть поле; оно называется полем отношений (или полем дробей) 
кольца целостности А. | 

Действительно, поскольку каждый ненулевой элемент из À 


регулярен, каждый ненулевой элемент из А обратим ($ 2, след- 
ствие теоремы 1). 


ПрРЕдложЕНИЕ 6. Если кольцо целостности А содержится 
в (не обязательно коммутативном) теле К, то множество всех 
элементов ху! из К, где х пробегает А, а у — множество всех 
ненулевых элементов из А, есть коммутативное подтело тела К, 
изоморфное полю отношений кольца целостности А. 

Это — непосредственное следствие второй части предложения 4, 
примененной к тождественному отображению А на себя; пред- 


ставление А в КА, получающееся путем продолжения, в силу 
теоремы 1 необходимо является изоморфизмом. 


5. Поле рациональных чисел 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Полем рациональных чисел называют поле 
отношений кольца Z рациональных целых чисел; элементы этого 
поля, обозначаемого ©, называют рациональными числами. 
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В Z определено отношение порядка z<y (§ 2, n° 5), удо- 
влетворяющее следующим двум условиям: 

а) х<у влечет х- 2<y-+2Z для всех 2; 

6) структура порядка, определяемая отношением х< у, есть 
структура совершенно упорядоченного множества. 

Покажем, что в О можно определить отношение порядка, 
и притом только одно, по-прежнему удовлетворяющее этим двум 
условиям и индуцирующее в Ζ, первоначальное отношение порядка 
(см. главу УГ. 

Действительно, заметим прежде всего, что из отношения 
х>0, в силу а), индукцией по р выводится, что pr > 0 для 
каждого целого р > 0; отсюда следует, что если п — целое > 0, 


ro = > 0: в противном случае, в силу 6), мы имели бы oe 0, 


значит, --- >0и п. ( --) = —1>0, что абсурдно. Поэтому 


заключаем, что если р и 4 — целые числа > 0, то рациональное 


1 
число 7=P7 > 0; так как каждое рациональное число может 


быть записано в виде τ ‚ где рей, geN*, To мы видим, что 


множество Q, всех рациональных чисел 20 совпадает с MHO- 
жеством всех чисел вида: ‚ где DEN, gEN*. В силу а), отно- 


шение х<у должно быть эквивалентно отношению y—x>0; 
если существует отношение порядка в ©, удовлетворяющее 
поставленным требованиям, то оно необходимо эквивалентно 
отношению y—xEQ,. Обратно, легко видеть, что это отношение 
действительно есть отношение порядка в Q, удовлетворяющее 
условиям а) и 6) и индуцирующее в Z первоначально определен- 
ное отношение порядка. 

Говоря о © как об упорядоченном множестве, мы всюду, 
где не оговорено противное, будем иметь в виду определенное 
здесь отношение порядка. 

Рациональные числа 20 (соответственно <0, 0, < 0) 
называются положительными (соответственно отрицательными, 
строго положительными, строго отрицательными) *). 


*) И ‘здесь мы отклоняемся от обычной терминологии, по которой поло- 
жительное означает `>0 (см. ἃ 2. сноску в n°5 . 


5 ТЕЛА 167 


В силу определения отношения 2:20 в ©, отношения 220, 
у>0 влекут zy>0; точно так же 2220 u у< 0 влекут ху< 0, 
х<0 иусх 0 влекут xy > 0 (правила знаков). Отсюда, в частности, 
следует, что множество всех рациональных чисел > 0, обозна- 
чаемое Q*, является подгруппой мультипликативной группы Q* 
всех рациональных чисел => 0; так как каждое рациональное 
число x == 0 представимо, и притом единственным образом, в одной 
из форм (+4)y, (—1)y, где y > 0, то мы видим, что мульти- 
пликативная группа ©* является прямым произведением под- 
групп Q и {—1, +1}; компонента у числа x в QŸ называется 
абсолютным значением x и обозначается |x| (см. главу У); компо- 
нента хв {—1, +1} (равная +1, если z>0, и —1, если 
2 < 0) называется знаком 2 и обозначается sen x. . 


Обычно эти две функции продолжают на всё 0, полагая |0|=0 
ы sgn 0=0. 


Упражнения. 1) Какие из кольцевых структур, определен- 
ных в.упражнении À $ 8, являются структурами тела? 

2) Конечное кольцо без делителей нуля есть тело. [$ 2, упраж- 
нение 6.] 


*3) Пусть А — кольцо с операторами, имеющее своими един- 
ственными левыми идеалами (0) и A. Показать, что либо А есть кольцо 
с нулевым квадратом ($8, n° 1), а его аддитивная группа с операто- 
рами — простая, либо А есть тело. 

Отбросив первую из этих возможностей, показать последова- 
тельно, что: а) существует a € A, для которого Aa = (0); 6) существует 
ee A, для которого еа=а и е?=е; в) е-единица кольца A. [Pac- 
смотреть множество всех элементов х— хе, а затем множество всех 
элементов x — ex, где x пробегает A.] 

4) Поле О рациональных чисел не обладает никаким подполем, 
отличным от О. 


*5) Пусть А — поле характеристики #2 и С — подгруппа 
его аддитивной группы такая, что множество Н, составленное 
из 0 и элементов, обратных всевозможным ненулевым элементам 
из G, также есть подгруппа аддитивной группы К. Показать, что 
существуют элемент а Е К и подполе К’ поля К такие, что а=аК’. 
Установить сначала, что если x, у принадлежат С uy + 0, 


x? ie 
TO Fr € G; вывести отсюда, что если 2, у, 2 принадлежат G wz = 0, 


vy 
TO FA € G.| 
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6) Пусть K—none характеристики #2 и }— отображение К 


в К такое, что f(x y) —f(x)--f (y) для любых тиуи f (x) f (z)=1 


для любого x ~ 0. Показать, что f или — [есть изоморфизм К на его 
подполе. |Доказать, что f (2?) = (1 (x))?.] 

+7) Пусть А —коммутативное кольцо с единицей и А — его 
кольцо отношений. Для каждого множества SCA, устойчивого 
относительно умножения и состоящего из регулярных элементов. 


обозначим через AS подкольцо кольца A, образованное элемен- 
E —_ 
тами 4 где x пробегает A, а $ пробегает S. 
а) Идеал кольца As, порожденный идеалом а кольца A, совпадает 
& a 
с множеством GAS всех элементов — › TAC x пробегает a, ἃ 5 пробегает 5. 


Каковы бы ни были идеалы au b кольца A, (a+b) AS=ads+bAs 
и (af)b) 45 = (а45)П (643). 

6) Если с— идеал кольца As, то (c{/)A)AS=c. 

в) Если а— идеал кольца A, то ac (а4,;)Г]А; идеал (α4.)΄1Α 
есть множество тех элементов x € A, для каждого из которых суще- 
ствует $565 такое, что 5х 6а. | 

г) Пусть а— идеал кольца А и ф— каноническое отображение A 
на A/a; для того чтобы элементы множества ф(5) были регулярны 
в A/a, необходимо и достаточно, чтобы (AAg)()A—a; факторкольцо 
As/(aAs) изоморфно тогда (A/a), (5). 

A) Для того чтобы дополнение S к идеалу р кольца A было устой- 
чиво относительно умножения, необходимо и достаточно, чтобы р 
был простым ($ 8, упражнение 13); если А — кольцо целостности, то 

s/(pAs) есть поле, изоморфное полю отношений факторкольца Alp. 

*8) Пусть А — некоммутативное кольцо без делителей нуля. 
Говорят, что A допускает тело левых отношений, если оно изоморфно 
подкольцу A’ некоторого тела К такому, что каждый элемент из К 
имеет вид x ly, где хЕЛ’, yE A’. 

а) Пусть A* — множество всех ненулевых элементов кольца A. 
Для того чтобы А допускало тело левых отношений, необходимо, чтобы 
было выполнено следующее условие: (С) каковы бы ни были x € A, 
x’ € AY, существуют u € A* u vEA такие, что их= их’. 

6) Обратно, предположим, что условие (С) выполнено. Показать, 
что отношение В между элементами (x, x’) и (у, у’) произведения A X A*: 
«для каждой пары (и, и) ненулевых элементов таких, что их’ —vy', 
выполняется равенство их= оу» — есть отношение эквивалентности. 

Пусть (x, x’) и (у, у’) элементы произведения АХА*, Е un 
соответственно— их классы mod В. Показать, что для каждой пары 
(u, u’) ЕАХА* такой, что и’х=иу’, класс mod R пары (uy, и’х') 
зависит лишь OTE и 1; обозначая его En, получим закон композиции 
в множестве K=(AXA*)/R. Пусть К* — множество всех элементов 
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из К, отличных от класса 0 элементов (0, x’) Е AXA*. Наделенное 
законом, индуцированным введенным законом композиции, А* есть 
группа. 

Для всякого x € А элементы (x’x, x’), где x’ пробегает A*, обра- 
зуют класс mod В. Отнесение этого класса элементу x определяет 
изоморфизм A (относительно одного лишь умножения) на некоторое 
подкольцо в К. При отождествлении A с его образом при этом изомор- 
физме класс mod В пары (x, x’) © AXA* отождествляется с элемен- 
том x’ ix. | 

Если теперь &E=x’"!x—31eMmeHut из Ки 1--единичный элемент 
группы К*, то обозначим через Е--1 элемент 2’ 1 (х--х'’), не завися- 
щий от представления ЕЁ в виде x’"ix. Положим, далее, ξ--0--ξ 
и Е- |=" (1-1) при n=# 0. Показать, что введенные так на К 
сложение и умножение определяют в этом множестве структуру TeJa, 
являющуюся продолжением структуры кольца A; иными словами, 
условие (G) также достаточно для того, чтобы A допускало тело левых. 
отношений. 

9) Пусть А — кольцо без делителей нуля. Для того чтобы A 
допускало тело левых отношений (упражнение 8), необходимо и доста- 
точно, чтобы пересечение двух левых идеалов кольца A, отличных 
от {0}, никогда не сводилось к 0. 


ИСТОРИЧЕСКИЙ ОЧЕРК 


К ГЛАВЕ I 


(Римские цифры относятся к библиографии, помещенной 
в конце настоящего очерка.) 


В математике мало понятий, которые были бы первичней понятия закона 
композиции; оно представляется неотделимым уже от самых зачаточных 
вычислений с натуральными числами и измеряемыми величинами. Наиболее 
древние из дошедших до нас документов, относящихся к математике египтян и 
вавилонян, обнаруживают уже владение полной системой правил вычислений 
с целыми числами >> 0, рациональными числами > 0, длинами и площадями; 
хотя в дошедших до нас текстах рассматриваются лишь задачи C опреде- 
ленными числовыми данными *), эти тексты He оставляют никаких 
сомнений в общности, приписывавшейся употребляемым правилам, и обнару- 
живают прямо-таки замечательное техническое мастерство в обращении 
с уравнениями первой и второй степени ((Т), стр. 179 и след.). Но при всем 
этом там нет и следа заботы ни 06 обосновании применяемых правил, ни 
о точном определении входящих в них операций: и те и другие сохраняют 
чисто эмпирический характер. 

Напротив, подобная забота уже весьма определенно проявляется у греков 
классической эпохи; правда, у них еще нет аксиоматической трактовки 
‘теории натуральных чисел (такая аксиоматизация появилась лишь в конце 
XIX века; см. Исторический очерк к главе IV Книги J); но во многих местах 
«Начал» Евклида даются формальные доказательства правил действий, столь 
же интуитивно «очевидных», как правила действий над целыми числами 


*) Не следует забывать, что обозначение всех (известных и неизвестных) 
‚элементов алгебраической задачи буквами ввел в употребление лишь 
Вьета (XVI век). До этого в алгебраических руководствах рассматривались 
лишь уравнения с числовыми коэффициентами; высказывая общее правило 
обращения с аналогичными уравнениями, автор формулировал его (и это 
‚было лучшее, что он мог сделать) словесно; при отсутствии явной формули 
ровки этого рода обладание таким правилом с большей или меньшей 
вероятностью обнаруживалось самим ходом’ выкладок в рассматрива- 
емых числовых примерах. 
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{например, коммутативности произведения двух рациональных чисел). 
Наиболее замечательны доказательства этого рода, относящиеся к теории 
величин, являющейся самым оригинальным творением греческой математики 
(и, как известно, эквивалентной нашей теории вещественных чисел > 0; 
см. Исторический очерк к главе IV Книги III): рассматривая, среди прочего, 
произведение двух отношений величин, Ёвклид доказывает, что оно не зависит 
от формы, в которой представлены эти отношения (первый пример «фактори- 
зации» закона композиции по отношению эквивалентности в смысле $ 4), 
и что оно коммутативно ((1Т), Книга У, предложения 22—23) *). 

Однако не следует скрывать, что этот прогресс в строгости сопровож- 
дается у Евклида застоем, а в некоторых отношениях даже попятным 
движением в том, что касается техники алгебраических вычислений. Подав- 
ляющий перевес геометрии (для целей которой явно задумана и теория вели- 
чин) парализует всякое самостоятельное развитие алгебраической символи- 
ки: элементы, входящие в вычисления, должны быть все время «представлены» 
геометрически; при этом участвующие в вычислениях законы композиции не 
определены на одном и том же множестве (сложение отношений в общем виде 
не определено, произведение же двух длин есть не длина, а площадь); про- 
истекающая отсюда недостаточная гибкость делает оперирование с алгебраи- 
ческими соотношениями выше второй степени почти невыполнимым. 

Лишь на закате классической греческой математики мы видим Диофанта, 
который возвращается к традиции «логистов», т. е. профессиональных вычи- 
слителей, продолжавших применять в прежнем виде правила, унаследованные 
от египтян и вавилонян: не стесненный более геометрическим представлением 
рассматриваемых им «чисел», он естественно приходит к разработке правил 
абстрактных алгебраических действий; так, например, он дает правила, кото- 
рые (на современном языке) равносильны формуле х”"*" —хТхт для небольших 
(положительных или отрицательных) значений m ип ((ПТ), т. I, стр. 8—13); 
несколько дальше формулируется «правило знаков»—первый зародыш дей- 
ствий над отрицательными числами **); наконец, Диофант впервые употреб- 
ляет буквенный символ для представления неизвестной уравнения. Но, 
в противовес этому, он отнюдь не кажется озабоченным увязкой методов, 
применяемых им для решения его задач, с какими-либо общими идея- 
ми; аксиоматический же подход к законам композиции, подобный наметив- 
шемуся у Евклида, по-видимому, был чужд мышлению Диофанта, равно 
как и его непосредственных продолжателей; он вновь появляется в алгебре 
лишь в начале XIX века. 


*) Правда, Евклид не дает в этом месте формального определения про- 
изведения двух отношений, а определение, находящееся в «Началах» не- 
сколько дальше (Книга VI, определение 5), считается позднейшей вставкой; 
тем не менее, он, конечно, имел соверменно ясное представление об этой 
операции и ее свойствах. 

**) Диофант не знает отрицательных чисел; поэтому указанное правило 
можно истолковывать лишь как относящееся к действиям над многочлена- 
ми и позволяющее «раскрывать» произведения, подобные (а — ὦ) (с — а). 
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Потребовалось сначала, чтобы в течение промежуточных столетий, с од- 
HOM стороны, развилась система алгебраических обозначений, пригодная 
для адекватного выражения абстрактных законов, а с другой — понятие 
«числа» настолько расширилось, чтобы наблюдение достаточно разнообразных 
частных случаев позволяло подыматься до общих понятий. Для этих целей 
созданная греками аксиоматическая теория отношения величин была недо- 
статочной, ибо она лишь уточняла интуитивное понятие вещественного числа 
>0 и те операции над этими числами, которые в более смутной форме были 
известны еще вавилонянам; теперь же, напротив, дело касалось «чисел», 
о которых греки не имели представления и которые вначале не вызывали 
никаких наглядных «представлений»: с одной стороны, нуля и отрицатель- 
ных чисел, появившихся в индийской математике в раннее средневековье, 
с другой стороны, мнимых чисел, этого творения итальянских алгебраистов 
XVI века. 

Если оставить в стороне нуль, который первоначально появился как 
нумерационный символ и лишь потом стал рассматриваться как число (см. 
Исторический очерк к главе ПТ Книги 1), общим у всех этих расширений 
понятия числа был (по крайней мере вначале) их чисто «формальный» харак- 
тер. Под этим следует понимать, что новые «числа» появлялись первона- 
чально как результаты операций, примененных в условиях, где эти операции 
не имеют, если придерживаться их точного определения, никакого смысла 
(например, разность а — 6 двух натуральных чисел, когда а< 6); отсюда 
и присваивавшиеся им наименования чисел «ложных», «фиктивных», «абсурд- 
ных», «невозможных», «мнимых» и т. д. Грекам классической эпохи, 
увлеченным прежде всего ясностью мысли, подобные расширения были 
недоступны; они могли возникнуть только у вычислителей, в противополож- 
ность грекам более склонных к несколько мистической вере в мощь своих 
методов («общность анализа», как скажут в ХУПГ веке) и позволявших 
увлечь себя механизму вычислений, не проверяя обоснованности каждого 
его шага; впрочем, эта вера чаще всего оправдывалась апостериори точными 
результатами, к которым приводило распространение на эти новые математи- 
ческие создания вычислительных правил, строго говоря, применимых лишь 
к ранее известным числам. Вот почему эти обобщения понятия числа, вначале 
встречавшиеся лишь в виде промежуточных звеньев цепи операций, 
исходным пунктом которой и окончательным результатом были настоящие 
«числа», понемногу стали все смелее рассматривать сами по себе (неза- 
висимо ни от каких применений к конкретным вычислениям); а отважившись. 
однажды на этот шаг, начали искать более или менее осязаемые истолкования 
новых созданий, приобретших таким путем право гражданства в математике *). 


*) Впрочем, эти изыскания составили лишь переходный этап в эволюции 
рассматриваемых понятий; с середины XIX века вновь вернулись, на этот 
раз вполне сознательно, к формальной концепции различных расширений 
понятия числа, и она завершилась включением в «формалистскую» и аксио- 
матическую точку зрения, господствующую в современной математике. 
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В этом отношении уже индийцам было известно истолкование, которое 
в некоторых случаях следует давать отрицательным числам (например, как 
долга в задачах коммерческого характера). В последующие века, по мере 
проникновения на Запад (через посредство арабов) методов и резуль- 
татов греческой и индийской математики, все больше осваиваются с опери- 
рованием этими числами и начинают находить другие их «представления», гео- 
метрического или кинематического характера. Вот, собственно, вместе 
© прогрессировавшим улучшением алгебраической символики, и все заметные 
успехи алгебры в конце средних веков. 

В начале XVI века алгебра познает новый подъем, вызванный открыти- 
ем математиками итальянской школы решения уравнения третьей, а затем 
и четвертой степени «в радикалах» (о чем подробнее будет сказано в Истори- 
ческом очерке к главе У); в связи с этим они были, так сказать, вынуждены, 
несмотря на всё отвращение, ввести в свои вычисления мнимые числа; впро- 
чем, мало-помалу возникает доверие к вычислениям с этими «невозможными» 
числами, как и к вычислениям с отрицательными, хотя в течение более чем 
двух веков не было придумано для них никакого «представления». 

С другой стороны, Bpera и Декарт вносят в алгебраическую символику 
решающие усовершенствования; начиная с Декарта, алгебраическое право- 
писание, с точностью до незначительных деталей, приобретает уже со- 
временный нам вид. | 

С середины ХУП и до конца ХУПТ века обширные горизонты, открытые 
созданием исчисления бесконечно малых, по-видимому, несколько отодвига- 
ют на задний план алгебру вообще и особенно математическое исследование 
законов композиции или природы вещественных и комплексных чисел *). 
Так, например, сложение сил и сложение скоростей, хорошо известные 
в механике сконца ХУП века, не нашли в алгебре никакого отражения, 
хотя и содержали уже в зародыше векторное исчисление. В самом 
деле, пришлось ждать идейного движения, приведшего примерно в 1800 г. 
к геометрическому представлению комплексных чисел (см. Исторический очерк 
к главе VIII Книги III), чтобы в чистой математике появилось сложение 
векторов **). 

К этому же времени понятие закона композиции, впервые в алгебре, 
распространяется, в двух различных направлениях, на элементы, имеющие 
уже с «числами» (в наиболее широком смысле, придававшемся к тому времени 


*) Следует оставить в стороне попытки Лейбница, с одной стороны, при- 
дать алгебраическую форму умозаключениям формальной логики, с другой — 
создать «геометрическое исчисление», оперирующее прямо с геометрическими 
элементами, без посредства координат ((ТУ), т. У, стр. 141). Эти попытки 
остались в стадии набросков и не вызвали никакого отклика у Рори 
ников; к ним вернулись лишь в XIX веке (см. ниже). 

**) Причем эта операция была введена без всякого отношения к меха- 
нике; связь между обеими теориями была явно осознана лишь основателями 
векторного исчисления во второй трети XIX века. 
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этому слову) лишь отдаленную аналогию. Первое из этих распространений 
принадлежит В. Ф. Гауссу и связано с его арифметическими исследованиями, 
посвященными квадратичным формам ax? -|- bry + cy? с целыми коэффици- 
ентами. Лагранж определил в множестве всех форм с одинаковым дискрими- 
нантом отношение эквивалентности *) и, с другой стороны, доказал тожде- 
ство, дающее в этом множестве некоторый (не всюду определенный) комму- 
тативный закон композиции; отправляясь от этих результатов Гаусс пока- 
зывает, что этот закон согласуется (в смысле $ 4) с упомянутым отношением 
эквивалентности ((V), т. I, стр. 272): «Отсюда видно, — говорит он 
затем, — что следует понимать под композицией двух или нескольких KAAC- 
сов». Он приступает затем к изучению полученного им так «факторзакона». 
и устанавливает по существу, что это (на нынешнем языке) — закон комму- 
тативной группы, притом с помощью рассуждений, общность которых чаще 
всего выходит далеко за пределы исследуемого Гауссом специального случая 
(например, рассуждение, которым он доказывает единственность элемента, 
симметричного данному, совпадает с примененным нами при доказательстве 
предложения 3 $ 2 для произвольного закона композиции (там же, стр.273)). 
Но он не останавливается на этом: возвращаясь немного позже к тому же 
вопросу, он отмечает аналогию между композицией классов и умножением 
целых чисел по простому модулю **) (там же, стр. 371), устанавливая, однако, 
при этом, что группа классов квадратичных форм с заданным дискриминантом 
не всегда циклическая; замечания, которые он делает по этому поводу, дают 
основание полагать, что ему было известно, по крайней мере на этом частном 
случае, общее строение конечных коммутативных групп, которое мы изучим 
в главе УП ((V), т. I, стр. 374 ит. Il, стр. 266). 

Другая серия исследований, о которой мы хотим сказать, также под- 
водит к понятию группы, которое этим путем и входит окончательно в мате- 
матику: это — «теория подстановок», развившаяся из идей Лагранжа, Ван- 
дермонда и Гаусса относительно решения алгебраических уравнений. Мы не. 


*) Две формы эквивалентны, если одна из них получается из другой 
путем «замены переменных» x’— ах + Ву, у’= ух- ду, где а, В, у, ὃ-- целые 
такие, что αὖ-- Ву == 1. 

**) Весьма замечательно, что Гаусс пользуется для композиции классов: 
квадратичных форм аддитивным обозначением, несмотря на аналогию, отме- 
ченную им самим, а также на то, что тождеством Лагранжа, определяющим 
композицию двух форм, гораздо естественнее подсказывается мультиплика- 
тивное обозначение (к которому, кстати, и вернулись все продолжатели 
Гаусса). В этом безразличии к выбору обозначения следует видеть лишнее 
свидетельство общности, несомненно достигнутой в понимании Гауссом зако-- 
нов композиции. При этом в своих рассмотрениях он не ограничивался комму- 
тативными законами, как это показывает относящийся к 1819—1820 гг., но 
не опубликованный при жизни Гаусса отрывок, где более чем за двадцать лет 
до Гамильтона даются формулы умножения кватернионов ((У), т. VIII, 
стр. 357). 
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собираемся подробно излагать здесь историю этого вопроса (см. Историче- 
ский очерк к главе У); следует лишь напомнить данное Руффини, а за- 
тем Коши ((VI), (2), τ. I,crp. 64) определение «произведения» двух подста- 
новок конечного множества *) и первоначальных понятий, относящихся 
к конечным группам подстановок: транзитивности, примитивности, нейтраль- 
ного элемента, перестановочных элементов ит. д. Но эти первые исследова- 
ния оставались, в целом, довольно поверхностными, и действительным 
родоначальником теории должен считаться Эварист Галуа: сведя в своих 
знаменитых работах (VIII) изучение алгебраических уравнений к изучению 
связанных им с ними групп подстановок, он значительно углубил это послед- 
нее как в TOM, что касается общих свойств групп (так, Галуа первый определил 
понятие нормальной подгруппы и осознал его важность), так и в нахождении 
групп, обладающих специальными свойствами (где полученные им результаты 
и ныне числятся среди наиболее тонких результатов теории). Галуа принад- 
лежит также первая идея «линейного представления групп» **), а этот 
факт ясно показывает, что он владел понятием изоморфизма двух групповых 
структур, независимого от их «реализаций». 

Однако, хотя и представляется несомненным, что гениальные методы 
Гаусса и Галуа привели их к весьма широкому взгляду на понятие закона ком- 
позиции, им не представилось случая специально развить свои идеи на этот 
счет, и их работы не оказали непосредственного воздействия на эволюцию 
абстрактной алгебры ***). Наиболее ощутимый прогресс по пути абстрак- 
ции был достигнут в третьем направлении: развивая идеи относительно 
природы мнимых чисел (геометрическое представление последних вы- 
звало в начале XIX века появление довольно многочисленных работ), алгеб- 
раисты английской школы в 1830—1850 гг. первыми выделили абстрактное 
понятие закона композиции и немедленно расширили область алгебры, при- 
менив это понятие к множеству новых математических созданий: алгебре ло- 
гики у Буля (см. Исторический очерк к главе IV Книги 1), векторам, 
кватернионам и общим гиперкомплексным системам у Гамильтона (IX), 
матрицам и неассоциативным законам у Кэли ((Х), т. Г, стр. 127 и 301 ит. П, 
стр. 185 и 475). Параллельная эволюция независимо протекала на континенте 
Европы, особенно в том, что касается векторного исчисления (Мёбиус, Бел- 


*) Разумеется, понятие сложной Функции было известно гораздо 
раньше, по крайней` мере для функций вещественного или комплексного 
переменного, но алгебраический аспект этого закона композиции и связь 
с произведением двух подстановок были выяснены лишь работами Абеля 
(УП), τ. I, erp. 478) и Галуа. 

**) Именно в этой связи Галуа, смело распространяя «формализм», при- 
ведший к комплексным числам, рассматривает «мнимые корни» сравне- 
ния по простому молулю и открывает так конечные поля, изучаемые нами 
в главе У. 

***) При этом идеи Галуа до 1846 г. оставались неизвестными, а идеи 
Гаусса оказали прямое воздействие лишь на теорию чисел. 
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лавитис), линейной алгебры и гиперкомплексных систем (Грассман), о чем 
подробнее будет сказано в Историческом очерке к главам II и III *). 

Из этого кипения оригинальных и плодотворных идей, которое в первой 
половине XIX века вдохнуло в алгебру новую жизнь, она вышла обновленной 
до самих своих устремлений. Прежде ее методы и результаты концентриро- 
вались вокруг задачи решения алгебраических уравнений (или диофантовых 
уравнений в теории чисел): «Алгебра, — говорит Серре во введении к своему 
«Курсу высшей алгебры» (ХПИ), —есть, собственно говоря, анализ уравнений». 
После 1850 г., хотя руководства по алгебре и предоставляли еще долгое вре- 
мя приоритет теории уравнений, над новыми исследованиями уже не домини- 
ровала забота о непосредственных применениях к решению численных урав- 
нений, и они всё более и более ориентировались на то, что мы сегодня рас- 
сматриваем как основную задачу алгебры, а именно изучение алгебраических 
структур самих по себе. 

Эти работы довольно отчетливо разбиваются на три течения, продолжав- 
шие соответственно три рассмотренных выше направления идей и продвигав- 
шиеся параллельно без ощутимого взаимного влияния вплоть до последних 
лет ΧΙΧ века **). 

Это, прежде всего, построение немецкой школой ХПХ века (Дирихле, 
Куммер, Кронекер, Дедекинд, Гильберт) теории алгебраических чисел, BOC- 
ходящей к Гауссу, которому принадлежит первое исследование такого 
рода, а именно исследование чисел a + bi (где а и b рациональные). Мы не 
будем прослеживать здесь эволюцию этой теории: для наших целей нужно 
лишь отметить порожденные ею абстрактные алгебраические понятия. Начи- 
ная с первых преемников Гаусса, идея поля (алгебраических чисел) лежит 
в основе всех работ в этом направлении (как и исследований Абеля и Галуа 
по теории алгебраических уравнений); область ее применений расширяется, 
когда Дедекинд и Вебер (ХПГ строят теорию алгебраических функций 
одной переменной по образцу теории алгебраических чисел. Дедекинду 
(XIV) мы обязаны также введением понятия идеала, дающего новый пример 
закона композиции множеств элементов; к Дедекинду и Кронекеру восходит 
обнаружение роли, далее всё более возрастающей, которую играют коммута- 
тивные группы и модули в теории алгебраических полей; мы вернемся к этому 
в главах II, У и УП. 

В последующих главах (главы Il, ПТи VIII) мы вернемся также к исто- 
рии развития линейной алгебры и гиперкомплексных систем, которое в кон- 


*) Основные теории, развитые в течение этого периода, замечательно 
изложены в относящемся к нему труде Ганкеля (XI), где абстрактное понятие 
закона композиции осмыслено и изложено с совершенной отчетливостью. 

**) Мы сознательно оставляем здесь в стороне всё относящееся в этот 
период к эволюции алгебраической геометрии и тесно связанной с ней теории 
инвариантов; эти две теории развивались на базе своих собственных мето- 
дов, ориентированных на анализ не в меньшей мере, чем на алгебру, и лишь в 
недавнее время нашли свое место в обширном здании современной алгебры. 
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це XIX и начале ХХ веков идет, без введения новых алгебраических понятий, 
по пути, проложенному Гамильтоном и Кэли, в Англии (Сильвестр, 
В. Клиффорд) и Америке (Б.и К. Пирс, Диксон, Веддербэрн) и совсем неза- 
висимо от англосаксов, на базе довольно отличающихся методов, в Герма- 
нии (Beñepmrpacc, Дедекинд, Фробениус, Молин *)) и Франции (Лагерр, 
9. Картан). 


Что касается теории групп, то вначале она развивалась главным образом 
в виде теории конечных групп подстановок, вслед за публикацией сочинений 
Галуа и распространением его идей трудами Ceppe (XII) и, особенно, боль- 
шим «Трактатом о подстановках» К. Жордана (XV). Этот последний подыто- 
жил, в значительно усовершенствованном виде, работы своих предшественни- 
ков по специальным свойствам групп подстановок (транзитивности, примитив- 
ности ит. д.) и получил результаты, в большинстве своем не превзойденные 
в дальнейшем; вместе с тем он подверг углубленному исследованию весьма 
важные специальные группы — линейные группы и их подгруппы (см. гла- 
вы Пи IX), причем именно им было введено фундаментальное понятие пред- 
ставления одной группы на другую, а также (несколько позже) понятие 
факторгруппы, и он доказал часть теоремы, известной под названием «теоремы 
Жордана — Гельдера» **). Наконец, к Жордану восходит и первое 
исследование бесконечных групп (XVI), которое несколькими годами позже 
было значительно развито в двух различных направлениях, с одной сторо- 
ны, С. Ли, а с другой — Ф. Клейном и А. Пуанкаре. 

Тем временем Кэли ((Х), т. 1, стр. 123 и 131) дал в 1854 г. определение 
«абстрактных» групп и, одновременно, однородных пространств, правда, 
в форме, корректной лишь для конечных групп. Однако даже исследования по 
конечным абстрактным группам в течение долгого времени воспринимались 
как относящиеся к группам подстановок, и лишь к 1880 г. началось сознатель- 
ное развитие автономной теории конечных групп. Мы не будем прослеживать 
дальнейшего развития этой теории, затрагиваемой в этом трактате лишь 
весьма поверхностно; читателя, желающего углубиться в рассматриваемые 
ею вопросы и поставленные в ней многочисленные трудные задачи, мы ото- 
шлем к современным монографиям Бэрнсайда (XVII), Шпайзера (XVIII) 
и Цасенхауза (XIX). 

Здесь нет уже места говорить о чрезвычайном успехе, который с конца 
XIX века приобрела идея группы (а также тесно связанная C ней идея инва- 
рианта) в анализе, геометрии, механике и теоретической физике. Аналогич- 
ным вторжением этого понятия и родственных ему алгебраических понятий 
(групп с операторами, колец, идеалов, модулей) в те разделы алгебры, кото- 
рые до того казались довольно далекими от естественной области его приме- 


*) Ф. 9. Молин жил и работал в России и СССР.— Перев. 

**) Жордан установил лишь инвариантность (с точностью до рас- 
положения) порядков факторгрупп «ряда Жордана — Гбльдера» конечной 
группы; независимость же (с точностью до расположения) самих фактор- 
групп от рассматриваемого ряда показал О. Гёльдер. 


12 H. Бурбаки 
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нимости, как раз и отмечен последний период излагаемой здесь эволюции, 
приведший к синтезу прослеженных выше трех тенденций. Это объединение 
есть главным образом дело новой немецкой школы: начатая Дедекиндом и 
Гильбертом в последние годы XIX века работа по аксиоматизации алгебры 
была мощно продолжена 9. Штейницем и далее, с 1920 τ., под влиянием 
9. Артина,— 9. Нетер и алгебраистами ее школы (Хассе, Круль, О. Шрейер, 
Ван-дер-Варден). Книга Ван-дер-Вардена (ХХ), опубликованная в 1930 τ., 
впервые объединила эти работы в обобщающем изложении, открыв путь и сде- 
лавшись путеводителем для многих исследований по абстрактной алгебре 


в эти последние годы. 


(1) 


(ТТ) 

(II bis) 
(III) 
(III bis) 
(IV) 

(V) 

(VI) 


(УП) 
(VIII) 


(IX) 
(X) 


(XI) 


(XII) 
(XII) 
(XIV) 


(XV) 
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ГЛАВА U 
ЛИНЕЙНАЯ АЛГЕБРА 


В этой главе, если только не оговорено противное, никаких 
специальных предположений о рассматриваемых кольцах опера- 
торов не делается: они могут быть коммутативны или нет, 
иметь или не иметь единицу, содержать или нет делители нуля. 


$ 1. Модули 


Эта глава посвящена в основном изучению специального 
вида коммутативных групп с операторами (гл. I, $6, n° 9), 
а именно модулей. Некоторые свойства модулей, сформулирован- 
ные в первых двух параграфах, справедливы (как и их доказа- 
тельства) для всех коммутативных групп C операторами, что 
в соответствующих местах отмечается. Впрочем, как будет пока- 
зано в n°9 $ 7, изучение любой коммутативной группы с опера- 
торами всегда может быть сведено к изучению надлежащим 
образом ассоциированного с ней модуля. | 


I. Определение модулей 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Левым модулем относительно заданного коль- 
ца А (или левым модулем над А, или также левым А-модулем) 
называют множество Е, наделенное алгебраической структурой, 
определяемой заданием: 

1’ коммутативного группового закона на Е (с аддитивной 
записью); 

2° всюду определенного внешнего закона композиции (a, 2)— 
—аТх, имеющего своей областью операторов кольцо А и удо- 
влетворяющего следующим аксиомам: | 
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(Mi) aT(e+y)=(aTx)+(aTy), каковы бы ни были «Е А, zEE, 
УЕЕ; | 

(Μπ)ία!-β)Τα--(αΤα)!-(βΤα), каковы бы ни были «Е А, PEA, 
ze; | 

Mm) Т (ВТ <) = (af) T x, каковы бы ни были «ΕΑ, BEA, zEE. 


Аксиома (Με) означает, что внешний закон 4-модуля дистрибу- 


тивен относительно заданного на Е сложения; тем самым модуль всегда 
является коммутативной группой с операторами. 


Если в определении 1 вместо аксиомы (Мит) выполняется 
аксиома 


(Mitr) “т (ВТ <) = (Ва) Tr, каковы бы ни были аЕ А, PEA, хЕЁ, 


то Ё, наделенное определяемой так алгебраической структурой, 
называют правым модулем относительно А, или правым модулем 
над А, или также правым А-модулем. 

Для внешнего закона композиции левого (соответственно пра- 
вого) модуля чаще всего используют мульпипликативное обозна- 
чение, записывая оператор слева (соответственно справа); усло- 
ΒΗΘ (Μπι) записывается тогда в виде о (Вх) = (af) x, а условие 
(Min) — в виде (xB) и = x (Ba). 


Каждый правый модуль над кольцом А есть левый модуль 
над кольцом AP, противоположным A (гл. I, $ 8, n° 1). Это пока- 
зывает, что при изложении свойств модулей можно систематически 
ограничиваться рассмотрением либо левых, либо правых моду- 
лей; за исключением $ 6 (где в целях удобства обозначения рас- 
сматриваются правые модули), мы будем вести изложение приме- 
нительно к левым модулям и, говоря (просто) модуль, всегда будем 
подразумевать левый модуль с мультипликативно записываемым 
внешним законом. 

Если кольцо А коммутативно, понятия правого и левого 
модулей относительно A совпадают. 


Отображения х—>алх модуля Ё в себя называются его гомоте- 
тиями (гл. 1, § 6, п° 9); в силу (Μα) они являются эндоморфизмами 


структуры коммутативной группы Ё (без операторов), но, вообще, 
не эндоморфизмами структуры модуля E (гл. I, § 6, n° 12). Для 
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каждого @€ А имеем 00 =0; в силу (Му) также Ox =O для каж- 
xoro x€ E; из этих двух тождеств вытекает, что A ( — x) — (— à) r= 
= — (ar), каковы бы ни были aE А итЕЁЕ. | 


Если в множестве Ё задана структура модуля относительно 
кольца А и В — любое подкольцо этого кольца, то заданный 
на Ё коммутативный групповой закон и сужение внешнего закона 
на B (гл. I, $ 3) определяют в Æ структуру модуля относительно В. 


Примеры. 1) Кольцо есть одновременно левый и правый мо- 
дуль относительно самого себя, а значит, также относительно любого 
своего подкольца. Рассматривая кольцо A как левый (соответственно 
правый) А-модуль, мы будем, во избежание всякой путаницы, 
обозначать его A, (соответственно À). | 

2) Структура группы с операторами, определяемая в (аддитивно 
обозначаемой) коммутативной группе С внешним законом (п, x) — nx 
(гл. I, $ 6, n° 9), есть структура модуля относительно кольца Z рацио- 
нальных целых чисел. 

3) Пусть С — аддитивно обозначаемая коммутативная группа 
и & — ее кольцо эндоморфизмов (гл. I, $ 8, n° 1; напомним, что произ- 
ведением fg эндоморфизмов f и g служит, по определению, эндомор- 
физм fog); внешний закон композиции (}, x) > f(x) операторов fE & 
и элементов x € С определяет в С структуру левого модуля относи- 
тельно кольца 6. 

4) Пусть С, как всегда, — аддитивная группа и А — любое 
кольцо. Положив ах — 0 для каждого а € A и каждого x ЕС, мы 
определим в С структуру левого А-модуля. 


2. унитарные модули. Векторные пространства 


ОпрЕДЕЛЕНИЕ 2. А-модуль Е называется унитарным, если 
кольцо А обладает единицей ε, являющейся одновременно ней- 
тральным оператором внешнего закона (иными словами, если 
ex= xX для каждого хЕР). 


В унитарном модуле A для каждого целого n€ Z и каждого 
x€ E имеем пх == (пв)х. Если a — обратимый элемент кольца A, 
то гомотетия х—> AX есть автоморфизм структуры коммутативной 
группы Ё (без операторов), ибо у=ах влечет х= о! (ал) =@ ly. 


Встречающиеся в алгебре модули в большинстве своем унитарны. 
Если кольцо A обладает единицей, то А-модули A, и Ay унитарны; 
модули, определенные в примерах 2 и 3 n° 1, унитарны. 
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Наиболее важны унитарные модули, кольцом операторов кото- 
рых служит тело: 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. „Левым (соответственно правым) векторным 
пространством над телом К называют унитарный левый (соот- 
U nrnnememeemente 
ветственно правый) К-модуль. 


Элементы векторного пространства часто называют векторами; 
элементы тела операторов именуются тогда скалярами. Допуская 
вольность речи, эту терминологию переносят иногда на произволь- 
ные модули. 


Примеры. 1) Тело есть одновременно левое и правое вектор- 
ное пространство относительно любого своего подтела. 

52) Трехмерное числовое пространство R? классической анали- 
тической геометрии есть векторное пространство относительно поля В 
вещественных чисел, если за произведение ta числа { и точки æ 
с координатами X], Los хз принята точка с координатами 121, Lig, (La. 

Точно так же множество всех числовых функций, определенных 
на произвольном фиксированном множестве F, есть векторное про- 
странство относительно В, если за произведение tf вещественного 
числа ¢ и такой функции f принята числовая функция х -» (f(x). 


Согласно предыдущему, в векторном пространстве Ё над 
телом К каждая гомотетия 2 — ох, соответствующая элементу 
а == 0 из А, есть автоморфизм структуры коммутативной группы 
(без операторов) #. 


3. Подмодули и фагтормодули 


Пусть # — модуль; если М — его устойчивая подгруппа 
(гл. I, $6, n° 10), то, очевидно, структура, индуцированная в М 
гл. I, $4, n° 2) структурой модуля Ё, является структурсй 
модуля; множество М, наделенное этой структурой, называется 
подмодулем модуля Ё. Тем самым подмодули обладают всеми свой- 
ствами устойчивых подгрупп. В частности, сумма М + М и пере- 
сечение М[]М№ любых двух подмодулей М и М модуля Ё снова 
являются его подмодулями. 

Если £ — унитарный модуль, то и все его подмодули унитарны. 
В частности, каждый подмодуль векторного пространства Е 
есть векторное пространство; его называют векторным подпро- 
странством (или просто подпространством, если нет опасности 
смешения) векторного пространства Ё. 
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Примеры. 1) Множество, сводящееся к 0, является подмоду- 
лем любого модуля Е (нулевой подмодуль). 

2) Пусть А — кольцо. Подмодули модуля А, (соответственно Aı- 
это не что иное, как левые (соответственно правые) идеалы кольца A. 

3) Пусть Е — А-модуль, αΕΕ и а — левый идеал кольца А. 
Множество всех элементов ах, где а пробегает а, образует в Ё подмо- 
дуль, обозначаемый ах. 


4) Каждая подгруппа аддитивной группы С, рассматриваемой 
как модуль относительно Z (с законом (п, x) > πα), образует в С под- 
модуль. 


°5) Пусть Г — открытый интервал числовой прямой В; множе- 
ство С всех числовых функций, определенных и непрерывных на Г, 
есть подпространство векторного пространства всех числовых функ- 
ций на /. Аналогично множество D всех дифференцируемых функций 
на / есть подпространство пространства C., 


Замечание. Пусть Е — А-модульи В — подкольцо кольца А. 

> Каждый подмодуль 4-модуля E есть также подмодуль В-модуля E, 
но обратное неверно: например, если A — тело и В — его подтело, то 
подпространство B, векторного пространства A, (относительно тела В) 

при B=#A не будет векторным пространством относительно тела A. 


Пусть Ё — модуль. Каждое отношение эквивалентности, согла- 
сующееся (гл. I, § 4, n° ὃ) со структурой модуля E, имеет вид 
т— Е М, где М — устойчивая подгруппа группы с операторами В 
(гл. I, $ 6, n° 11), τ. ο. подмодуль модуля Е. При этом, как непо- 
средственно проверяется (см. гл. I, $ 5), структура группы с опе- 
раторами E/M (гл. I, $ 6, n° 11) есть структура модуля; наделен- 
ное этой структурой, £/M называется фактормодулем модуля Е 
по подмодулю ΛΙ. 

Каждый фактормодуль E/M унитарного А-модуля E унитарен, 
ибо единица 8 кольца А, оставляя инвариантным каждый эле- 
мент из E, тем более оставляет инвариантным каждый класс 
по модулю М. В частности, каждый фактормодуль векторного: 
пространства Ё есть векторное пространство; оно называется 
векторным факторпространством (или просто факторпростран- 
ством) векторного пространства £. 


Пример. Каждый левый идеал а кольца A определяет фактор- 

модуль A,/a А-модуля A,; этот фактормодуль часто для краткости 

ns обозначают A/a; но когда a — двусторонний идеал, не следует сме- 

> шивать структуру факторкольца в A/a (гл. I, $ 8, n° 5) с его структу- 
рой левого модуля относительно кольца A. 
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4. Произведение модулей. Прямая сумма конечного 
семейства подмодулейи. Дополнительные подмодули 


Пусть (E,)ıer — семейство модулей над одним и тем же коль- 
цом А. Как легко видеть, произведение структур модулей, задан- 
ных в множествах А, (гл. I, $4, n° 5), есть структура А-модуля 


в множестве Ё= ILE. Наделенное этой структурой, Ё назы- 
LeT 


вается произведением модулей Κι; таким образом, если x= (αγ), 
у= (у,) — элементы этого модуля, то х-+у= (a +y,) πας-- 
= (az,) для каждого элемента «Е A. | 

Все свойства произведений групп с операторами, установлен- 
ные в $ 6 главы 1, относятся и к произведениям модулей. В част- 
ности, если M, для каждого LE / — подмодуль модуля É,, то мно- 


жество М = Им, CE есть подмодуль модуля Е, изоморфный 
LEZ 


произведению модулей M,. Если M,= FE, для каждого индекса 
из некоторого J С Ги M,— {0} для всех индексов LE СУ, то под- 


модуль Е = М, модуля Ё изоморфен произведению Ел = | Е 
ЕЛ 


модулей Æ, ct a . В случае, когда / сводится к одному индексу %, 
подмодуль Ly обозначается также Ё»„ и называется компонентой: 
C индексом х (или х-й компонентой) модуля Ё; он изоморфен 
модулю FE, и чаще всего отождествляется с ним. 

Если все модули δι унитарны, TO унитарно и их произведение. 
В частности, произведение семейства векторных пространств над 
одним и тем же телом А есть векторное пространство над К. 

Важным примером произведения модулей является произве- 
дение, все сомножители Ё, которого совпадают с модулем A,; 


это произведение обозначается А: или просто A’, если можно 
не опасаться смешения; его элементами являются всевозможные 
отображения I 6 À. 

Произведение Ё конечного семейства ме модулей есть 
прямая сумма (rx. I, $ 6, п° 6) подмодулей-компонент EL; (1 < 1< п); 
обратно, если модуль E есть прямая сумма конечного семейства 
(M ‚)ı<isn своих подмодулей, то отображение, относящее элементу 


(Z,)1<i<n 43 I] М; сумму 2 т,, есть (называемый каноническим) 
п {= 


изоморфизм [] М; на Е (гл. 1, $ 6, предложение 6). 


i<i<n 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Подмодули M,, М. модуля Е называются 
дополнительными, а каждый из них — дополнением другого, 
если Е есть прямая сумма M, и М.. 


Для того чтобы М, и М. были дополнительными, необходимо 
и достаточно, чтобы H=M,+M, и МПМ.={0} (гл. I, $6, 
предложение 7). 


> В произвольном модуле Е не всякий подмодуль обладает дополне- 
нием (см. упражнения 11 и 26). 


ПрЕдложеЕНИЕ 1. Ёсли M, и M, — дополнительные подмодули 
модуля Е, то отображение, относящее каждому Е М. его класс 
(mod M,), есть изоморфизм M, на E/M,. 

Действительно, это отображение, будучи сужением на М. 
канонического отображения Е на E/M,, есть представление М. 
в E/M,; оно отображает М, на E/M,, поскольку каждый эле- 
мент из Ё сравним (mod М.) с некоторым элементом из Ms; 
наконец, оно взаимно однозначно, поскольку М, []М. = {0}. 


Изоморфизм, определенный в предложении 1, и обратный 
ему изоморфизм называются каноническигми. 


Следствие. Если M, и M, — подмодули, дополнительные к одно- 
му и тому же подмодулю M,, то отношение 2» = x; (mod M,) 
между элементами, 1. Е М. и т. Е М. устанавливает взаимно одно- 
значное соответствие между М. и Moz. 


Это соответствие и два составляющих его взаимно обратных 
изоморфизма называются каноническими. 


Замечания. 1) При (каноническом) отождествлении E с 
с М, ХМ. изоморфизм, определяемый в предложении 1, превращается 
в канонический изоморфизм М. на (M,XM;)/M, (гл. I, $ 6, n°5). 
По этой причине канонический изоморфизм M, на М. называют также 
проектированием Мз на M, параллельно M, (при указанном отождеств- 
лении это действительно сужение на М. проектирования Е на Μο). 

2) Определение 4, предложение 1 и его следствие справедливы 
для любых коммутативных групп с операторами. 


5. Линеиные комбинации 


Пусть / — произвольное множество ΜΉΠΘΕΟΟΒ ‘и (жуег — 
семейство элементов А-модуля (или, более общим образом, ком- 
мутативной группы с операторами) EL такое, что множество J 
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тех индексов Ll, для которых X == 0, конечно; условимся обозна- 
чать через У, 1, и называть суммой семейства (лег сумму >) Li 
LET ЦЕЛ 
если z=0 для всех ιΕ/, то J=@ и, следовательно (гл. |, 
$ 2, определение 2), > x, =0. Можно также сказать, что сумма 
ЕТ 
семейства (X,)ıer есть общее значение сумм bi т, для всех конеч- 
ЕН 
ных множеств HC J таких, что x, —0 при ЕСИ; в случае 
конечного / это вновь дает понятие суммы конечного семейства 


(определенное в главе Т). 


Разумеется, символ > x, не имеет смысла для семейства (X, ),er> 
ЕТ 
в котором x, =# 0 для бесконечного множества индексов L (во всяком 
случае, покуда Е не наделено топологической структурой; см. Общ. 
топ., гл. III, $ 4). Всюду в этой главе, где используется указанное 
обозначение, подразумевается, если только не оговорено противное, 
‚что х,=0 для всех кроме конечного числа индексов L. 


Очевидно, имеют место формулы 


(аи) = Dy Bee δ) Ψι, (1) 
ЕТ vel vel 
San=a>d xn (a€ A). (2) 
LEI \ЕТ 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 9. Говорят, что элемент x А-модуля Е есть 
линейная комбинация семейства (A,)er элементов из Е с κοθῇ- 
фициентами из А, если существует семейство (Mer элементов 
из А такое, что №=0 для всех кроме конечного числа индексов \ 


u z= У hm. Каждое семейство (№), ст, обладающее этим свой- 
LEI 


ством, называется семейством коэффициентов линейной комбина- 
ции 2 (относительно семейства (а,)). 


Вообще говоря, существуют различные семейства коэффициен- 


тов, удовлетворяющие соотношению r= >) Aa, (см. n° 6). 
L 


Заметим, что (в силу соглашения, принятого в n° 1 $ 2 главы | 
0 есть линейная комбинация пустого семейства элементов из E. 
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ПредложЕНИЕ 2. Подмодуль унитарного А-модуля Е, порож- 
денный (гл. I, $6, n° 10) семейством (а,),ет элементов из Е, 
совпадает с множеством всевозможных линейных комбинаций 
семейства (а,). 

Действительно, каждый подмодуль модуля HL, содержащий 
все а,, содержит также все их линейные комбинации; обратно, 
из формул (1) и (2) вытекает, что множество М всех линейных 
комбинаций элементов а, есть подмодуль модуля Ё; так как при 
этом а, = EU, где E— единица кольца A, то М содержит все а, 
й, следовательно, есть наименьший содержащий их подмодуль 
модуля Ё. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 6. /ЛМоногенным модулем называется модуль, 
порожденный одним элементом. 


Предложение 2 показывает, что если HL — унитарный моно- 
тенный А-модуль и а— любой порождающий его элемент, το Ё 
совпадает с множеством Аа всех элементов Ла, где A пробегает A. 


Примеры. 1) Каждая моногенная группа, будучи коммута- 
тивной, является моногенным 2-модулем. 

2) Если А—коммутативное кольцо с единицей, то моногенные 
подмодули А-модуля А — это не что иное, как главные идеалы (гл. I, 
$ 8, n° 6) кольца A. 


6. Свободные семеиства. Базисы 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 7. Семейство (а,),сг элементов А-модуля Е 


называется свободным, если отношение У λιαι =0 (где № =0 для 
vel 


всех кроме конечного числа индексов t) влечет M --0 для всех v. 


Семейство (αι), не являющееся свободным, называется зави- 
‚симым. 

Любые два элемента свободного семейства (a) в унитарном 
А-модуле H, имеющие различные индексы, сами различны; дей- 


ствительно, из @»=ав, где а -=В, вытекало бы > ма, =0, где 
L 


\«=в, Ag=—e (— единица кольца A) и λι--0 для всех 
остальных индексов. SC_H называется свободным множест- 
‚вом (или свободной системой), если семейство, определяемое 
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тождественным отображением 5 на себя, свободное (причем в этом 
случае и каждое семейство, определяемое взаимно однозначным 
отображением какого-нибудь множества индексов на ©, свобод- 
ное). Элементы свободного подмножества модуля E называют 
также линейно независимыми. Множество в Ё, не являющееся 
свободным, называют зависимым (или зависимой системой), а его 
элементы — линейно зависимыми. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Для того чтобы семейство (A,)er элементов 
модуля Е было свободным, необходимо и достаточно, чтобы каждое 
его конечное подсемейство было свободным. 

Доказательство непосредственно вытекает из определения 7 
и определения суммы бесконечного семейства элементов из E. 


Каждое подмножество свободного множества свободное. В част- 
ности, пустое подмножество А-модуля Ё — свободное; каждое 
подмножество свободного множества, сводящееся к одному эле- 
менту, свободное. Элемент хЕЁ называется свободным, если {αὶ 
есть свободное множество, т. е. если ах = 0 влечет «= 0. 


Замечания. 1) В векторном пространстве Ё каждый элемент 
x == 0 свободный, поскольку из ах=у при а -- 0 следует х=а ly. 
2) Из предложения 3 вытекает, что множество всех свободных 
подмножеств 4А-модуля Е, упорядоченное по включению, индуктивно 
(Теор. ΜΗ., Рез., $ 6, n° 9); будучи непустым, оно, в силу теоремы Цор- 
на, обладает максимальным элементом (αι). Отсюда следует, что для 
каждого хЕЁ в кольце A существуют элемент U == 0 и семейство 

элементов (A,) таких, что μα-- У Aa, (см. $ 3). 

L 

В силу определения 7, никакой элемент Ay, свободного семей- 
ства (а,) в унитарном А-модуле не является линейной комбина- 
цией элементов а, с индексами = x. Но, обратно, семейство (а,), 
удовлетворяющее этому условию, не обязательно является сво- 


бодным (CM., однако, $ 3, n° 1). 


Например, пусть А — кольцо целостности с единицей и а, b— 
его ненулевые элементы; в A, рассматриваемом как /А-модуль, аи b 
образуют зависимую систему, ибо (— b)a-+-ab=O0. Но, вообще говоря, 
не существует элемента x € À, для которого бы b=xa или a=xb. 


Если ВБ — подкольцо кольца A, то семейство, свободное 
в А-модуле E, будет свободным также в структуре Б-модуля, 
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полученной путем сужения кольца операторов до В; обратное же, 
вообще говоря, неверно (см. $ 5). Во избежание недоразумений, 
семейство, свободное в структуре А-модуля (соответственно 
В-модуля), называется свободным относительно А (соответственно 
относительно В). 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 8. Базисом унитарного модуля Е называется 

222 м уфе освоите отчистить ооо тоне D то ини точное 
всякое свободное семейство элементов из E, порождающее ЕЁ. Уни- 
тарный модуль Е, обладающий базисом, называется свободным. 


Допуская вольность речи, множество всех элементов базиса 
унитарного модуля Ё мы также называем базисом этого модуля. 

Каждое свободное семейство элементов унитарного модуля E 
есть базис порожденного этим семейством подмодуля; в частности, 
пустое семейство элементов из Ё есть базис подмодуля {0}. 


> Замечания. 1) Унитарный модуль не обязательно обладает 

базисом. Например, мы видели выше, что в кольце целостности Α 

с единицей, рассматриваемом как А-модуль, не существует свободных 

множеств, содержащих более одного элемента; поэтому неглавный 

идеал в А не может иметь базиса; а ниже нам встретятся кольца 
целостности, обладающие неглавными идеалами. 

2) Свободный модуль может содержать элементы =< 0, не являю- 

щиеся свободными. Например, если .4А—кольцо с единицей, TO А-модуль 

A, свободный,. но (правые) делители нуля кольца A не являются 


в A, свободными элементами. ί dagu cor Ας 24 gr { Kotte) 


Пусть (ал)лег,— базис унитарного А-модуля Е. Согласно 
предложению 2, каждое хЕЁ есть линейная комбинация элемен- 


тов ал: =) ξλάλ; при этом ἕξ; однозначно определены, ибо 
ВЕ 


соотношение У ἔλα; = У Era может быть переписано в виде 
à x 


2 (3 —&)&=0, откуда & =& для каждого A, поскольку 
; 


(ах) — свободное семейство; Ex называют компонентой (или, 
допуская вольность речи, координатой) с индексом À (или A-ü 
компонентой) элемента х относительно базиса (ал). 


В частности, если Е — моногенный унитарный А-модуль и а— 
элемент, образующий его базис, то каждое + CE единственным 
образом записывается в виде х=&а; ξ называют иногда отношением 
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вектора x K вектору а; если при этом кольцо A коммутативно, то иногда 


отношение х=&а, допуская вольность, записывают в виде ый . 
| а 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Пусть фактормодуль E/M, унитарного 
модуля Е по его подмодулю Му обладает базисом (aies. Каковы бы 


ни были элементы а, классов a, (mod M,), семейство (а, т является 
свободным и порождает подмодуль M,, дополнительный к Μι. 


Действительно, по предположению, отношение Aa =0 
L 


влечет Л, =O для всех Ll; так как оно равносильно отношению 


У! Ла, Е Μι, то мы видим, с одной стороны, что (αι) есть свобод- 
L 


ное семейство и, с другой стороны, что порожденный им под- 
модуль M, обладает свойством М, []М.= {0}. Наконец, так как 


каждый элемент из E/M, есть линейная комбинация классов &, 
то каждое zEE сравнимо (mod М.) с некоторой линейной 
комбинацией элементов A,, а это показывает, что E=M,+M,. 


Следствие. Ёсли фактормодуль Е/М, свободный, mo ΜΙ обла- 
дает в Е дополнением. 


7. Сумма и прямая сумма ллобого семейства подмоду- 
лей 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 65. Подмодуль, порожденный объединением 
семейства (М,),ст подмодулей модуля ЕЁ, совпадает с множе‘твом 


сумм Σ x, где (χι)ιει пробегает множество всех mex семейств 
vel 


элементов из E, в которых x, =0 для всех кроме конечного числа 
индексов ı и Е M, для каждого v Е Г. 
Действительно, каждый подмодуль модуля E, содержащий 


объединение U М., содержит и все эти суммы, a, с другой CTO- 
LCI 
роны, из формул (1) и (2) следует, что множество, образованное 


этими суммами, есть подмодуль модуля Ё. 


Если J конечно, то подмодуль, порожденный объединением 


подмодулей Μι, есть не что иное, как их сумма УМ, τα. I, 
Е Г 


$ 1). Распространяя это, вводим следующее определение: 


=! 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 9. Суммой >) M, произвольного семейства (MW er 
vel 


подмодулей модуля Ё называется подмодуль, порожденный объеди- 
нением этого семейства. 


Замечание. Предложение 5 может рассматриваться как 
обобщение предложения 2: действительно, это последнее сразу выте- 
кает из предложения 5 и того факта, что подмодуль унитарного А- 


модуля, порожденный элементом а, есть множество Аа всех λα, где 
À пробегает A. 


ОпьЕДЕЛЕНИЕ 10. Сумма семейства (Mer подмодулей модуля Е 
 —— === ID EE STO DR AE GN RE AAD PRE IE EAE TS ETE EEE AE BI. TOO CIEE SE SE TET Se I 
называется прямой, если каждый элемент этой суммы единствен- 


ным образом записывается в виде >) x, (где х. Е М, для каждого ι 


и x, =0 для всех кроме конечного числа индексов). 


Определение 10 обобщает определение прямой суммы, уже 
данное 8 n° 6 $6 главы I для случая конечного Г. Оно означает, 


ἃ 
что отношение d'a= > и, где EM, и y EM, для каждого ι, 
ЕТ ЕТ 


влечет 2, =yY, для всех L или также (в силу (1) и того, что М, — 


подмодули) что отношение > 2 —=0, где д Е M, для каждого 1, 
ЕТ 


влечет 2, =0 для всех ι. 
Этому условию можно придать также следующий вид: 


ΗΡΕΠΠΟΧΚΕΗΜΕ 6. Для того чтобы сумма семейства (M ,)eı 
подмодулей модуля Е была прямой, необходимо и достаточно, 
чтобы пересечение My, с суммой тех M,, индексы ь которых -5Ε x, 
для каждого хЕГ сводилось к 0. 

Необходимость условия очевидна; достаточность его вытекает 


из того, что отношение У 2, =0 может быть для каждого “El 
ЕТ 


записано в виде Ζχ = > (—2) и потому влечет 2„=0. 
и τ 

Если Е — прямая сумма семейства (M,) своих подмодулей, 

то каждому хЕЁ отвечает однозначно определенное семейство (αι) 


такое, что x,€ М, для каждого LU r= > 2) элемент Ζι, COOTBET- 
τ 


ствующий 1, называется для каждого L компонентой xX в под- 
модуле M,; полагая x, = А, (x), имеем следующее предложение: 
13 н. Бурбаки 
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ПъЕдложеЕНИЕ 7. Каковы бы ни были тЕЁ, yEE иаЕА, 
№, (a> y) = №, (x) + hv (У), (3) 
k, (ax) = ak, (2), (4) 


Действительно, с одной стороны, x + y= > К, (x + y), ac дру- 
. L 


гой, согласно (1), zty= 2 К, (2) + Σι № (у) = (№ (α) + & (ψ)): 


из определения 10 следует тогда (3) для каждого t. Аналогично 
доказывается (4). 


Пусть модуль E есть прямая сумма семейства (Mer своих 
подмодулей; если (Л»)лег, — любое разбиение множества Г и N, 


означает (тоже прямую) сумму >) M,, то Е есть прямая сумма 
ЕЛ), 


подмодулей N,. Обратно, если (М,), г — семейство подмодулей 
модуля Ё такое, что сумма N, каждого подсемейства (М, Ел, 


прямая, а Ё есть прямая сумма семейства (Λίλ)λει, то E есть 
также прямая сумма семейства (Mer. 


Для любого семейства (λλι)ιε! А-модулей можно определить 
А-модуль, являющийся прямой суммой семейства своих под- 
модулей, соответственно изоморфных модулям M,; достаточно . 


взять в произведении II M, модулей М, подмодуль М’, являю- 
LEI 


щийся суммой модулей-компонент М, (n° 4), которая будет oue- 
видно прямой; допуская вольность речи, мы будем (если это 
не сможет привести к путанице), отождествляя каждое М, 
с модулем М,, отмеченным тем же индексом, называть М прямой 
суммой семейства (М,),сг; если J конечно, то М’ совпадает с про- 


изведением II Μι модулей M,. Если все М, совпадают с одним 
LEI 


I) 
и тем же модулем М, то их прямая сумма обозначается Mm". 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 8. Пусть (М,) — семейство подмодулей модуля Е 
и М- прямая сумма этого семейства. Тогда сумма N подмоду- 
лей М, изоморфна некоторому фактормодулю модуля М. 

Действительно, каждый элемент из М имеет вид (αι), где 
x Е М, для каждого ги 2, —0 для всех кроме конечного числа 
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индексов. Поставив ему в соответствие элемент У, 2, суммы N. 
vel | 
в силу формул (1) и (2) и предложения 5 получим представление М 


на N, откуда и следует справедливость утверждения (гл. Г, Sf 6, 
теорема 5). 


Отметим, наконец, что если модуль Ё есть прямая сумма 
семейства (Mer своих подмодулей и каждый модуль М, обла- 
дает базисом В,, то объединение всех В, будет базисом модуля Ё. 


Замечание. За исключением последнего свойства, все опре- 
деления и предложения, сформулированные в этом n°, без всяких 
изменений распространяются на любые коммутативные группы 
с операторами. | 


8. Модули формальных линейных комбинаций 


Понятие прямой суммы позволяет дать другое истолкование 
понятиям свободного семейства и базиса. Для того чтобы семей- 
ство (а,) элементов унитарного А-модуля Æ было свободным, 
необходимо и достаточно, чтобы каждый из элементов а, был 
свободным, а сумма моногенных подмодулей Аа, (порожденных 
соответственно элементами αν) — прямой. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 9. Для того чтобы унитарный А-модуль Е 
обладал базисом (αλ)λει,, необходимо и достаточно, чтобы он был 
изоморфен модулю A. 

Действительно, отображение, относящее каждому тЕ & семей- 
ство (ἔλ)λει, его компонент относительно базиса (άλ)λει, модуля Ё, 
в силу предложения 7 и определения базиса есть изоморфизм EF 
на Ay. 

Обратно, пусть L — произвольное множество U &, для каждого 
ЛЕГ, — элемент из А, компонента которого с индексом A равна 
единице = кольца A, а все остальные компоненты равны нулю; 


для каждого т= (&) из AW имеем О так что эле- 
REL | 


менты 6; образуют базис модуля AT ). он называется каноническим 
базисом этого модуля. 


Следствие. Моногенный подмодуль Аа унитарного А-модуля E, 
порожденный свободным элементом AEE, изоморфен Аз. — ΩΣ 
13° 
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Пусть T — произвольное множество; так как его отображение 
t—>e, на канонический базис модуля АЙ? взаимно однозначно, 
то часто Г отождествляют посредством указанного отображения 
с этим базисом. Иными словами, элементы модуля AT записы- 


вают в виде > Est вместо > ξιθι. При этом соглашении элементы 
ЕТ Ler 


модуля АС) называют формальными линейными комбинациями 
(с коэффициентами из А) элементов множества Т, а модуль ar 
модулем формальных линейных комбинаций (с коэффициентами 
из А) элементов множества Т. 


ПрЕдложЕНИЕ 10. Пусть (a,)er — любое непустое семейство 
элементов унитарного А-модуля Е. Подмодуль М модуля EL, 
порожденный семейством (αι), изоморфен фактормодулю модуля 


I 
A” no ‹го подмодулю N, образованному теми элементами (es), 


для которых > Ea, = 0. 
L 


u. I 
Действительно, отнесение каждому элементу (ἕξι) из AY? эле- 


мента >) £,a, из E, в силу формул (1) и (2) и предложения 2, 
L 


I 
определяет представление и модуля A® на М. Так как, по своему 


-1 
определению, N = u (0), то справедливость предложения выте- 
°кает из теоремы 5 $ 6 главы I. 


I 
Допуская вольность речи, подмодуль N модуля А“) часто 
называют модулем линейных соотношений между элементами 


семейства, (αι). 


9. Аннуляторы. Точные модули. Строение моноген- 
ных модулей 


ОпРЕДЕЛЕНИЕ 11. Аннулятором подмножества Е А-модуля Е 
называется множество тех элементов AEA, для которых ax =0, 
каково бы ни было LEF. 


Очевидно, аннулятор любого множества FCE есть левый 
идеал кольца А. Если FC EL, GCE и FCG, то аннулятор G 


содержится в аннуляторе F. Аннулятор объединения J F, любо- 
L 
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го семейства (Р,) подмножеств модуля Ё есть пересечение аннулято- 
ров этих подмножеств. В частности, аннулятор множества F 
есть пересечение аннуляторов его элементов. Сказать, что элемент 
модуля Ё свободный, — все равно что сказать, что его аннуля- 
тор нулевой, т. е. сводится к элементу 0 (гл. I, $ 8, п°5). 


В частности, так как каждый ненулевой элемент векторного про- 
странства свободный (n° 6), то аннулятор любого множества эле- 
ментов векторного пространства, из которых хоть один -=0, нулевой. 


Аннулятор подмодуля М модуля E есть двусторонний идеал 
кольца A: действительно, если ©х=0 для каждого 26 М, то также 
a (Вх)=0 для каждого xE M и каждого ВЕЛ, так что of принад- 
лежит аннулятору подмодуля М для каждого BEA. В частно- 
сти, аннулятор а модуля Ё есть двусторонний идеал кольца A. 


Обозначим через uU, для каждого «Е А гомотетию х-—> ох, 
порожденную оператором &; рассмотрим отображение &-—> Ug 
кольца A в кольцо & всех эндоморфизмов коммутативной группы 
(без операторов) Ё; аксиомы (Мл) и (Mir) показывают, что это 
отображение есть представление кольца А в кольцо 8; прообраз 
нулевого эндоморфизма относительно этого отображения’ есть 
как раз аннулятор а модуля Ё; поэтому образ А при отображе-_ 
нии 0—>и. изоморфен факторкольцу A/a. 


Мы называем модуль Ё точным, если его аннулятор а нулевой. 
nn nn 


Пусть Е — не точный модуль и а — произвольный элемент фактор- 
кольца A/a; для каждого x CE элемент ах будет одним и тем же для. 


всех а, принадлежащих классу a (mod a); обозначим его ах; легко 
видеть, что отображение (A, x) > ах определяет в Е (вместе со сложе- 


нием) структуру точного модуля относительно факторкольца A/a; 


множество ЕЁ, наделенное этой структурой, называется точным моду- 
лем, ассоциированным C заданным А-модулем Ё. Заметим, что каждый 


db nn VE EE Ener nannten ae ner an en en ne 
подмодуль А-модуля Е есть также подмодуль ассоциированного с Е 
точного модуля, и обратно. 


ПрЕдложЕНИЕ 11. Пусть А — кольцо с единицей. Каждый 
унитарный моногенный А-модуль изоморфен фактормодулю A,la, 
где а — некоторый левый идеал кольца А; обратно, каждый 
фактормодуль модуля А, есть унитарный моногенный А-модуль. 
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Первое утверждение есть следствие предложения 10, приме- 
венного к случаю, когда J сводится к одному элементу: унитарный 
А-модуль Ё, порожденный элементом a, изоморфен A,/a, где 
а — аннулятор а. Обратное очевидно, ибо если а — левый идеал 
кольца А с единицей €, то модуль A,/a порождается классом: € 
(mod а). 


Поэтому, в силу теоремы 6 $ 6 главы I, каждый подмодуль уни- 
тарного моногенного А-модуля Ё изоморфен фактормодулю Б/а, 
где а и Ὁ — левые идеалы кольца А такие, что AC b; каждый 
фактормодуль модуля Ё изоморфен фактормодулю A,/b и, значит, 
сам является моногенным. 


Не следует думать, что подмодуль моногенного модуля всегда 
является моногенным модулем; например, неглавные идеалы комму- 
тативного кольца A с единицей являются немоногенными подмодулями 
моногенного .4-модуля A. 


Упражнения. 1) Пусть А — произвольное кольцо и A’ — 
кольцо, полученное путем присоединения к A единицы по методу 
упражнения 3 $ 8 главы [. Показать, что структуру любого А-модуля Е 
можно рассматривать как получающуюся путем сужения до 4 области 
операторов структуры унитарного 4’-модуля. E, наделенное как той, 
так и другой структурами, имеет одинаковые подмодули. 

2) Пусть E— А-модуль и pL — центральный элемент кольца A 
такой, что их=р?х для каждого zEE (что, в частности, имеет 
место, если u — идемпотент (гл. I, $ 1, n° 4) кольца A); показать, 
что E есть прямая сумма своего подмодуля LE и подмодуля М, обра- 
зованного теми УЕЁ, для которых uy—0. В частности, если A 
обладает единицей €, Е есть прямая сумма унитарного подмодуля εἰ; 
и подмодуля М такого, что aM ={0} для каждого à € A. 

3) Моногенный подмодуль, порожденный элементом а произволь- 
ного .4-модуля Ё, совпадает с множеством всех элементов вида 
na— a, где πΕΖ и AEA. 

4) Пусть М и N — подмножества А-модуля Е, ши n — их 
аннуляторы; показать, что аннулятор пересечения М [Г] N содержит 
ш--и, и привести пример, где он отличен OT Mn. 


5) Аннулятор подмножества Г произведения [| Е, модулей δ 
L 


есть пересечение аннуляторов проекций этого подмножества. 

6) Аннулятор любого ненулевого элемента свободного унитар- 
вого .4-модуля содержит лишь 0 и левые делители нуля кольца A; 
в частности, все элементы свободного А-модуля, где А — кольцо 
без делителей нуля, свободные. 
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7) Пусть A — кольцо без делителей нуля, содержащее единицу. 
Показать, что модуль Аз при n > 1 не может быть моногенным. [См. 
$ 3, упражнение 8, и гл. ПТ, § 5.] 

8) Пусть A — факторкольцо Z/(6), (ει, ες) — канонический базис 
А-модуля A? u а=2е, | 360; показать, что хотя Εἰ и е образуют свобод- 
ную систему, a и €,, равно Kak а и €, образуют зависимые системы. 

9) Пусть A — кольцо без делителей нуля, содержащее единицу, 
но не допускающее тела левых отношений (см. гл. I, $ 9, упражне- 
ние 8). Показать, что для всякого свободного элемента а унитарного 
А-модуля Е существуют элементы 6—=Ва и с==уа моногенного подмо- 
дуля, порожденного элементом а, образующие свободную систему. 

10) Пусть А — кольцо с единицей, допускающее тело левых 
отношений (гл. I, $ 9, упражнение 8), и Е — унитарный А-модуль; 
показать, что если (xj); Lier — свободная система в E и элементы y, 2 


таковы, что как Ty, -.., Lp, у, Так и Lys ..., Lpy 2 — зависимые системы, 
то также Lo, .... ἄγ, у, 2 — зависимая система. |[Индукцией по r.] 

11) Пусть 4 — кольцо с единицей, допускающее кольцо левых 
отношений. Показать, что в А-модуле A, подмодуль, отличный от A, 
и {0}, не обладает дополнением. [См. гл. I, $ 9, упражнение 9.] 

12) Пусть A — кольцо без делителей нуля, содержащее единицу. 
Показать, что если каждый его левый идеал является моногенным 
А-модулем, то А допускает тело левых отношений. [Использовать 
приведенное выше упражнение 7 и упражнение 9 $ 9 главы 1.] 

*13) Пусть E — А-модуль, являющийся прямой суммой бес- 
конечного семейства (М wie т своих подмодулей (He сводящихся к 0). 
Показать, что каждая система 5 образующих модуля Е имеет мощность, 
не меньшую мощности множества Г. [Пусть 5 — система образующих 
модуля E, ГР. для каждого x ES — конечное множество тех индексов 
L€ J, для которых \-я компонента x отлична от 0, и Ё — объединение 
множеств F,, где x пробегает 5. Показать, что F имеет мощность, 
не превосходящую мощности произведения 5 XN, а тем самым —мощ- 
ности 5, и что мощность F не может быть строго меньше мощности /.] 

Вывести отсюда, что если Е есть прямая сумма каждого из семейств 
(Mier (№„)„ек своих моногенных подмодулей, то Г и К равно- 
мощны. В частности, если E обладает бесконечным базисом В, то каж- 
дый другой базис модуля Е равномощен В. 

14) Показать, что каждый унитарный А-модуль, обладающий 
базисом с множеством индексов J, равномощен множеству АХ, 
если хотя бы одно из множеств A, J бесконечно. [Воспользоваться 
тем, что множество всех конечных подмножеств бесконечного мно- 
жества F равномощно F.] 

*15) а) Говорят, что 4-модуль удовлетворяет условию макси- 
мальности (соответственно минимальности), если множество всех 
его подмодулей удовлетворяет условию максимальности (соответ- 
ственно минимальности; см. гл. I, $ 6, упражнение 15). Показать, что 
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произведение EXF А-модулей Е, Е, удовлетворяющих условию ма- 
ксимальности (минимальности), также удовлетворяет этому условию. 
[Пусть (Λ4ῃ) — возрастающая (соответственно убывающая) последо- 
вательность подмодулей модуля E XF; рассматривая их проекции 
на Е, установить существование индекса р такого, что для всех k > p 
имеет место равенство My = M, + (Мь ПЕ) (соответственно 
Му=Мь- (МП Е), откуда следует, что M,„/M, изоморфно 
(My ПКМ, NF) 

6) Вывести отсюда, что для того, чтобы А-модуль А” удовлетво- 
рял условию максимальности (соответственно минимальности), необ- 
ходимо и достаточно, чтобы этому условию удовлетворяло Ag. 

*16) а) Пусть A — кольцо с единицей такое, что 4-модуль A, 
удовлетворяет условию максимальности (упражнение 15). Показать, 
что каждая система образующих модуля Аз содержит по меньшей 
мере п элементов. [В противном случае при некотором р < п суще- 


τι 
ствовали бы представление A? на Аз и, следовательно, эндоморфизм u 


модуля Аз такой, что и (43) =Ази u (0) ΞΕ {0}; показать, что это несов- 
местимо с условием максимальности в As.] 

6) Пусть В — подкольцо кольца A, имеющее тот же единичный 
элемент, что и A. Показать, что также каждая система образующих 
В-модуля в. содержит по меньшей мере п элементов. |Показать, что 
каждая система образующих модуля Bs С Аз есть также система 
образующих модуля A$.] Вывести отсюда, что если унитарный 
В-модуль Е обладает конечным базисом, то всякий другой базис 
модуля Ё состоит из такого же числа элементов. 

17) Пусть А — кольцо с единицей такое, что А-модуль A, удов- 
летворяет условию минимальности (упражнение 15). Показать, что 


каждое свободное подмножество модуля Аз содержит не более п эле- 
ментов. [В противном случае для некоторого р > п существовал бы 
подмодуль модуля Ar, изоморфный ΑΣ, но отличный от него, что несо- 
вместимо с условием минимальности в A” (см. гл. I, $6, упражне- 
ние 15).] | 

Вывести отсюда, что если унитарный А-модуль E обладает конеч- 
ным базисом, то всякий другой базис этого модуля состоит из такого же 
числа элементов. 

*18) Пусть А — кольцо без делителей нуля, содержащее еди- 
ницу. 

а) Показать, что если A допускает тело левых отношений А 
(гл. I, $9, упражнение 8), Е — векторное пространство над К и M— 
А-модуль, содержащийся в E, то каждое множество в М, свободное 
относительно А, будет также свободным относительно К. 


6) Для того чтобы в А-модуле AS не содержалось свободного 
множества, имеющего более п элементов, необходимо и достаточно, 
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чтобы A допускало тело левых отношений. [При доказательстве 
необходимости условия воспользоваться упражнением 9 $ 9 гл. Г; 
при доказательстве достаточности использовать а), заметив, что 


ASCKS, и применить упражнение 17 к K$.] 

19) Унитарный /4-модуль Е, обладающий рядом Жордана—Гёль- 
дера длины п (гл. [, $6, n° 14), имеет систему образующих, состоящую 
из п элементов. [Заметить, что если М и N — подмодули модуля Е 
такие, что М > М и M/N — простой модуль, то существует a € M 
такое, что M=N--Aa.] 

*20) Пусть М — простой модуль (гл. I, $ 6, определение 14) 
относительно кольца A. Показать. что либо aM = {0} для каждого a € A 
и М состоит из конечного числа р элементов, где р — простое, либо 
М=Аа для каждого а =~ 0. принадлежащего М. [Заметить, что Arc M 
для каждого x EM, и рассмотреть подмодуль модуля М, образован- 
ный теми х Е М, для которых Αα--{0}.] Во втором случае аннулятор а 
элемента а есть максимальный левый идеал кольца 4 и М изоморфно 
A,/a. Обратно, если а — максимальный левый идеал кольца A, то 
А-модуль A,/a — простой. 

21) Пусть М и N — два полупростых подмодуля κ) модуля E, 
имеющие соответственно длины т и п. Если пересечение М Г] N 
имеет длину 4, то сумма M-- № есть полупростой модуль длины р 
такой, что р-- а=т-- п. 

22) Пусть Ё — вполне приводимый модуль (гл. I, $ 6, упражне- 
ние 18), а М и N — его подмодули с полупростыми фактормодулями 
E/M и E/N, имеющими соответственно длины m и п. Показать, что 
Е/(М Г] N) и E/(M + N) — полупростые, a их длины 4 и р связаны 
с т ип соотношением р а=т- п. 

*23) Вполне приводимый модуль (гл. Г, $6, упражнение 18) назы- 
вается однородным, если он является прямой суммой своих простых 
подмодулей, изоморфных одному и тому же модулю. Пусть Е — вполне 
приводимый модуль, являющийся прямой суммой семейства (М wee 1 
своих простых подмодулей; тогда каждый его простой подмодуль изо- 
морфен одному из М, (гл. 1, $6, упражнение 186); сумма С, всех простых 
подмодулей модуля E, изоморфных M,, называется для каждого LE / 


\-Й однородной компонентой модуля Е. Показать, что Ё есть прямая 
сумма семейства всех своих различных однородных компонент, а G — 
сумма всех M,, изоморфных М,. 


*24) а) Пусть Н — однородный вполне приводимый А-модуль 
(упражнение 23), являющийся прямой суммой семейства (M )\er 


*) Модуль М называется простым, если он не сводится к {0} и не обла- 
дает подмодулями, отличными OT М и{0}. Модуль М называется здесь полу- 
простым модулем длины п, если он является прямой суммой некоторого 
конечного семейства (М;)1 < ἱ < п своих простых подмодулей (общее опреде- 
ление полупростого модуля см. в гл. VIII, $ 3).— Перев. 
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| своих попарно изоморфных простых подмодулей. Если Е есть также пря- 
мая сумма второго семейства (N nue к своих простых подмодулей, TO 


все они изоморфны подмодулям ΛΙ, а К равномощно Г. [Ограничиться 


случаем бесконечного Г; согласно упражнению 20, рассмотреть два 
случая соответственно тому, будет ли АЕ — {0} или нет; в первом слу- 
чае рассматривать E как вполне приводимый Й-модуль; затем приме- 
нить в обоих случаях упражнение 13.] 

6) Пусть Е — произвольный вполне приводимый А-модуль. 
Если Е — прямая сумма каждого из двух семейств (М,), ти (N „)yer 
своих простых подмодулей, то существует такое взаимно однозначное 
отображение ф множества / на К, что N φῶ изоморфно М, для каж- 
ΠΟΤΟ +. [С помощью упражнения 23 свести ка).] 

25) Пусть Е и Е — изоморфные полупростые модули, У — под- 
модуль модуля Е и W — подмодуль модуля F; если У и W изоморфны, 
то также E/V и F/W изоморфны. Показать на примере, что соответ- 
ствующий результат для вполне приводимых модулей бесконечной 
длины неверен. | 

*26) Пусть Е — А-модуль, каждый подмодуль которого обладает 
дополнением. 

а) Показать, что и все подмодули F модуля Е обладают этим 
свойством, т. е. каждый подмодуль в F обладает дополнением отно- 
сительно À. | 

6) Показать, что каждый подмодуль модуля Е обладает простым 
подмодулем. [Используя упражнение 1, свести к случаю унитар- 
ного 4-модуля Ё; затем, используя а), упражнение 20 и теорему Круля 
(гл. I, $ 8, теорема 2), доказать, что каждый моногенный подмодуль 
модуля Е содержит простой подмодуль.] 

в) Показать, что E есть сумма своих простых подмодулей и, сле- 
довательно (гл. I, $ 6, упражнение 18), вполне приводимо. [Рассмот- 
реть подмодуль модуля E, являющийся суммой всех простых подмоду- 
лей этого модуля. ] 


$ 2. Линейные отображения 


1. Линейные функции 


ОпРЕДЕЛЕНИЕ 1. Лусть Е и Е — модули относительно одного 
и того же кольца А. Линейным отображением E в F называется 
всякое представление (гл. I, ἃ 4, n° 4) ЕвР. 


Иными словами, отображение и модуля Ё в F линейное, если 
и (ху) =и (1) и (У), каковы бы ни были хЕЁ, yEE, и u(Ax)— 
= }u (x) при любых хЕЁ и ЛЕА. 


1 ЛИНЕЙНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ 203 


Замечание. Если Е и F — коммутативные группы, рассматри- 
ваемые как модули над кольцом Z ($ 1, n° 1), то каждое представление u 
группы (без операторов) Е в группу (без операторов) F есть также 
линейное отображение E в F, поскольку соотношение u (nx)=nu (x) 
сводится к и(х-Ру)=и (1) и (у) индукцией по п. 

Примеры. 1) Проекция pr, произведения [| Е, семейства 

ЕТ 
модулей на частичное произведение II Е, есть линейное отображе- 
ved 
ние. Точно Tak же, если модуль Е есть прямая сумма семейства (M) 
своих подмодулей, а Κι (x) — компонента «Εξ в М, ($ 1, n° 7), το 
к — линейное отображение ($ 1, предложение 7). 

2) Пусть а — элемент А-модуля Е; отображение À > Aa А-модуля 
А; в Е линейно; обозначим его 0g; если Е — унитарный модуль, TO 
0, (=) =а (где = — единица кольца A). 

23) Пусть Г — открытый интервал числовой прямой В, E — век- 
торное пространство всех дифференцируемых числовых функций 
на Ги F — векторное пространство всех числовых функций на Г. 
Отображение x > x’, относящее каждой дифференцируемой функции x 
ее производную, есть линейное отображение Е в F., | 


Все свойства представлений произвольных групп © операто- 
рами (гл. I, $6, n°n° 12 и 13) сохраняют силу и для линейных 
отображений; напомним их вкратце. 

Для того чтобы отображение модуля Ё в модуль F было изо- 
морфизмом Е в F, необходимо и достаточно, чтобы оно было 


взаимно однозначным линейным отображением Ё в F, или чтобы 
=i 
и (0) сводилось к 0. 


Пусть и — линейное отображение Ё в F, тогда и(Ё) есть под- 


модуль модуля F, Н =à (0) есть подмодуль модуля ЕЁ, ии (E) 
изоморфно фактормодулю Ё/Н; и есть композиция канониче- 
ского гомоморфизма Ё на Ё/Н, изоморфизма E/H на u(E) и кано- 
нического изоморфизма и (Ё) в Г. Если М — подмодуль модуля E, 
то и(М) — подмодуль модуля F, изоморфный фактормодулям 
M/(M A) и (M+H)/H; в частности, если сумма M-+H прямая 
(τ. е. ели МО] Н={0}), то сужение u на М есть изоморфизм M на 


-ᾱ 
и (М). Если М’ — подмодуль модуля F, το и (М’) — подмодуль 


ый 
модуля Ё, содержащий 7, а фактормодуль и (М’)/Н изоморфен 
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Если 5 — система образующих подмодуля М модуля Е, то 
и (5) есть система образующих для и (М). В частности, если и (x) —0 
для всех ES, то и (1)=0 также для всех ΕΜ. 


Ссылаясь на этот результат, мы будем называть его иногда «прин- 
ципом продолжения линейных тоэждеств» или «принципом продолжения 
по линейности». 


Наконец, если E, F, а — А-модули, и — линейное отобра- 
жение Ё в Ги v — линейное отображение F в С, то композиция 
Uou есть линейное отображение Ё BG. 


Множество всех линейных отображений модуля Ё в модуль F 
будет обозначаться £ (E,F). Ясно, что если и и г — такие отобра- 
жения, то также —и и UV являются линейными отображе- 
ниями Ё в F; тем самым £(E,F) есть аддитивная подгруппа 


модуля FF (множества всех отображений Ё в F); напротив, если 
< некоммутативно, то W—au, где «Е А, не будет, вообще говоря, 
линейным отображением Ев К; действительно, w(Ar)=au (Ar) = 
--αλ)μ(α), a Aw(z)=(Ao)u (x), и потому w(Ar)=Aw (zx) для всех 
x€ EL и всех AEA, вообще говоря, лишь если & принадлежит 
центру С кольца А. Иначе говоря, вообще £ (Ё, К) можно наделить 
структурой модуля относительно С (но не относительно A). 


2. Линейные отображения фактормодуля 


Пусть Е — А-модуль, Н — его подмодуль и ф — канониче- 
ский гомоморфизм Ё на фактормодуль Z/H. Если } — линейное 
отображение Ё/Н в А-модуль F, To [οφ есть линейное отображе- 
ние & в F, аннулирующееся для всех хЕН; обратно, если g — 
линейное отображение Ё в F, аннулирующееся для всех хЕН, 
то x= y (mod #) влечет 5 (1—у)=0, т. ο. ρ(α)--σ(ψ); тем самым g 
согласуется с отношением x = у (mod H) (Теор. mu., Рез., $ 5, n° 7) 
и, следовательно, имеет вид fog, где }— отображение Z/H BF, 
линейность которого легко проверяется. Другими словами: 


Предложение 1. Пусть Е и Е — А-модули, H — подмодуль 
модуля Е и ф — канонический гомоморфизм Е на Е/Н. Отобра- 
жение, относящее каждому линейному отображению f фактор- 
модуля Е/Ы в F линейное отображение [οφ модуля Ев Е, есть 
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изоморфизм модуля £ (Ε/Η, δ) (относительно центра С кольца A) 
на подмодуль модуля L(E,F), образованный теми линейными 
отображениями Е в F, которые аннулируются на Η. 


Этот изоморфизм и изоморфизм, обратный ему, будут назы- 
ваться каноническими. 


Замечание. Предыдущее рассуждение может быть обобщено 
следующим образом: если и — линейное отображение EB F, M — 
произвольный подмодуль в Е и функция и согласуется (Теор. ΜΗ., 
Рез., $ 5, n° 8) с отношениями эквивалентности x = y (mod M) в Е 


’ 


πα’ =y’ (modu(M)) в Е, то отображение и фактормодуля Е/М 
в F/u (М), получающееся путем ее факторизации, линейно и отображает 


E/M на и(Е)/и (М); при этом uo P=Wo и, где ф—канонический гомо- 
морфизм Ё на E/M, ap — канонический гомоморфизм F на Е/и (М) *). 


3. Линейные отображения в прямую сумму 


Пусть В и F — А-модули и F является прямой суммой конеч- 
ного семейства (N ;)1<j<n своих подмодулей; для каждого YEF обо- 
значим через К, (у) компоненту y BW; (1<7< п). Пусть и — ππ- 


нейное отображение Е в F; для каждого хЕЁ имеем и (x) = 
τι τι 


| . | u 
= > k;(u(x)),T.e. и = > k;ou; иными словами, линейное отображе- 
j=1 j=1 

ние U вполне определяется знанием линейных отображений и, = К;ои 


модуля EB модули М; (1<] < п). Обратно, если и; для каждого 
n 

j — произвольное линейное отображение Ё в N,, то u= >) и, 
j=1 

есть линейное отображение Ёв F такое, что и; =К;ои. В итоге, 

если рассматривать линейные отображения Ё в N, (L<j<n) 

как линейные отображения Ё в F и тем самым модуль € (E,N ,) — 


как подмодуль модуля £(E, Е), то получаем: 


ПьЕдложеЕНИЕ 2. Ecau F — прямая сумма конечного семейства 
(№,;) своих подмодулей, то модуль Z(E,F) есть прямая сумма 
своих подмодулей 5 (Е, М);). 


*) Эти результаты сохраняют силу также, когда Е и F — npous- 
вольные группы с операторами (коммутативные или нет), и — представление Е 
на F u М — устойчивая нормальная подгруппа группы Е (откуда следует, 
что u(M) есть устойчивая нормальная подгруппа группы u(E)=F). 
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4. Линейные отображения прямой суммы 


Пусть теперь Ё—А-модуль, являющийся прямой суммой 
произвольного семейства (Λ}) своих подмодулей, и À — произ- 
вольный А-модуль. Для каждого ΖΕ Ё обозначим через hy (x) 


компоненту x в ΛΙ», так что x — x ha (x). Если и — линейное ото- 
x 


бражение А BF, то и (α)--α( 9) hy, @))=2 и (hy, (z))=> u, (hy, (x)). 


где и) — сужение u Ha подмодуль My. Тем самым значение и для 
каждого ΖΕ E определяется знанием сужений u на подмодули М). 
Обратно, пусть для каждого А задано линейное отображение 
и, модуля M; B F; если для каждого хЕЁ положить и (x) = 


= У ил (№ (α)) (выражение, имеющее смысл, поскольку hy (x)=) 
À 


и, значит, Uy (ha (x))—0 для всех кроме конечного числа индексов À), 
то ясно, что и будет линейным отображением E в F, сужение 
которого на каждое М, совпадает с Uy. В итоге: 


ПредложениЕ 3. Лусть Е и Е — А-модули, причем Е есть 
прямая сумма семейства (M,) своих подмодулей. Каково бы ни 
было семейство (un) линейных отображений u, модулей М» в F, 
существует, и притом только одно, линейное отображение и 
модуля Е в Е, сужение которого на М», равно u, для каждого À. 


Следствие 1. Модуль (Е, Е) изоморфен произведению 
Ц (м,, Е) модулей £ (Mr, Е). 


СледствиЕ 2. Если Е обладает базисом (ax), то для каждого 
семейства (ba) элементов из Е существует однозначно опреде- 
ленное линейное отображение и модуля Е в Е такое, что и (а, )= by 
для каждого À. 

Это отображение определяется формулой и ( 2 Enan) = 2: En by. 


Следовательно, для того чтобы и было изоморфизмом E в F, ποοῦ- 
ходимо и достаточно, чтобы (b,) было свободным семейством; 
для того чтобы и было изоморфизмом Е на Е, необходимо и доста- 
точно, чтобы (b,) было базисом модуля F. 


Замечание. Пусть Т — произвольное множество, отожде- 


ствленное с каноническим базисом модуля AM формальных линей- 
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ных комбинаций (с коэффициентами из A) элементов множества 7" 
($ 1, n° 8). Следствие 2 предложения ὃ показывает, что любое отобра- 
жение } множества Т в А-модуль F может быть, и притом единствен- 


ным образом, продолжено до линейного отображения f модуля A 


в F, а именно по формуле fi > ni)? Е (В. 
t t 


Предположим теперь, что Ё есть прямая сумма конечного 


семейства (M;)i<i<m своих подмодулей. В тех же обозначениях, 
т 


что и выше, изоморфизм || Z (M,, Е) πα (Е, F), определенный 
—1 


г 
т. 


при доказательстве предложения J, запишется в виде (и.) — > u,oh,; 
i=1 


когда u, пробегает Z (М,, Е), u,oh, пробегает подмодуль P; модуля 
& (Е, Е), образованный теми линейными отображениями E BF, 


которые аннулируются Ha подмодуле Ρ, = >» M,,, дополнитель- 
ki 


ном к М;. Тем самым имеем: 


ПредложЕниЕ 4. Пусть HK — модуль, являющийся прямой 
суммой конечного семейства (М;)\<:<т своих подмодулей; далее, 


Р; для каждого индекса i — подмодуль >, M,, дополнительный 
ЕЕ 


к M,, и Pi — подмодуль модуля (Е, Е), образованный теми 
линейными отображениями Е в F, которые аннулируются на Р.. 
Тогда Р; изоморфен £ (М;, Е) ἡ «6 (Е, Е) есть прямая сумма под- 
модулей Р; A<i<m). 


Замечание. Изоморфизм и; + и; ой; модуля £(M;, F) 


на Pi есть композиция изоморфизма £ (М;, Е) на £ (E/P;, Е). поро- 
ждаемого каноническим изоморфизмом М; на Е/Р; ($ 1, предложение 1), 


’ 
и канонического изоморфизма £ (Е/Р.;, F) на Pi, определенного в пред- 


LA 
ложении 1. £ (М;, Е) u Pi часто отождествляются посредством изомор 
физма и; > и; ой; и изоморфизма, обратного ему, которые мы назы- 
ваем каноническими. 


Следствие. Подмодуль М; модуля (Е, Е), образованный теми 
линейными. отображениями Е в F, которые аннулируются на M,, 


равен У, Pr. 
κπεὶ 
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Действительно, поскольку все h, с индексами Ai аннули- 
т, 


руются на M,, то для того, чтобы и = 2 икрой, аннулировалось 


на M,, необходимо и достаточно, чтобы и; о й,==0. 


Еще более специализируя наши предположения, допустим, нако- 
Heil, что, с одной стороны, E есть прямая сумма конечного семейства 
(Mi), <:<т CBOMX подмодулей и, с другой стороны, F есть также пря- 
мая сумма конечного семейства (N j) 1<j<n CBOUX подмодулей. Предло- 
жения 2 и 3 показывают тогда, что модуль L (Е, К) изоморфен произ- 
ведению mn модулей 2 (М;, ΝΡ). Говоря точнее, каждое линейное 
отображение и модуля Е в F определяется своими m сужениями u; 


на М;, каждое же и; определяется п отображениями k; о u;—u;; по фор- 
n 

муле и; (x)= У, u;; (x); из — линейное отображение М; в N;, и эти 

1=1 

тп отображений могут быть выбраны произвольно. 

Пусть G— третий А-модуль, прямая сумма семейства (Pr), <r<p 
своих подмодулей, и v — линейное отображение FB С, а (υµ;) — соот- 
ветствующие ему пр линейных отображений (где vz; — отображение 
N; в P}). Для каждого x € М; имеем 

n n В т 
о (м: (x)= >; vu (2) = >, “ΣΙ Ong (ий (9) 
= JA 
Полагая 


n 
Whi = Unj? Ujis (1) 
j=1 


видим, что семейство, образованное тр линейными отображениями 


Wri, соответствует линейному отображению w=vou модуля Е в С 
(см. § 6, n° 4). 


Замечание. Все предыдущие определения и предложения 
(кроме определения структуры С-модуля в .Ζ ([, Е), следствия 2 
предложения 3 и сделанных вслед за ним замечаний) применимы без 
изменения к произвольным коммутативным группам с операторами. 


5. Эндоморфизмы модуля 


Пусть В — А-модуль; в соответствии с общими определениями 
(гл. I, $ 4, n° 4), эндоморфизм модуля Е — это линейное отобра- 
жение E в ЕЁ; таким образом, множеством всех этих эндоморфиз- 
мов служит множество, которое мы обозначили L (ЕЁ, Е) и будем 
в дальнейшем для краткости обозначать £ (Ё). Очевидно, закон 


< 
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композиции (и, 2) — Wo v определяет в (Е) вместе со сложением 
структуру кольца, единичным элементом которого служит тожде- 
ственное отображение E на себя. £ (Е), наделенное, кроме того, 
внешним законом композиции (у, и) —> yu операторов у, принадле- 
жащих центру С кольца А, и эндоморфизмов и модуля Ё, есть 
кольцо с операторами (гл. Ι, $ 8, n° 2), ибо для любых двух эндо- 
морфизмов и, р имеем (yu)o v=uo(yv)=y(uov). 

Автоморфизмы модуля Е — это не что иное, как обратимые 
элементы кольца (Е); они образуют группу, которую обозна- 
чают GL (Е) и называют линейной группой модуля Ё; при Ё=А* 
вместо GL (Ё) пишут GL, (А). 


Кольцо (без операторов) «6 (Е) есть подкольцо кольца 6 всех 
эндоморфизмов аддитивной группы (без операторов) Е; оно состоит 
из тех элементов кольца 6, которые перестановочны со всеми гомоте- 
тиями модуля Е (гл. I, $ 8, следствие 2 предложения 2). Как было 
уже отмечено ($ 1, π’ 1, и гл. Г, $6, n° 12), если кольцо A некоммута- 
тивно, гомотетия модуля Е, вообще ‘товоря, не является эндоморфиз- 
MOM структуры модуля в Е. 


Если у принадлежит центру С кольца A, то гомотетия х—> ух 
есть эндоморфизм модуля Е. Эти гомотетии называются централь- 
ными гомотетиями модуля Е; они образуют подкольцо кольца 


(Е) и перестановочны CO всеми эндоморфизмами модуля EL. 
При этом: | 


ПрЕдложЕНИЕ 5. сли Е — свободный А-модуль, имеющий 
базис, содержащий не менее двух элементов, то каждый эндомор- 
физм модуля E, перестановочный-со всеми автоморфизмами, этого 
модуля, является центральной гомотетией. 

Пусть (αχ) — базис модуля Е и f — эндоморфизм, переста- 
новочный со всеми автоморфизмами этого ‘модуля. Зафиксируем 


какой-нибудь индекс A, и пусть ] (αχ) =ула» + 2 Yaudu; для каждого 
μπελ 


индекса U 5Ε A обозначим через ил, автоморфизм модуля Е, опре- 
деляемый (следствие 2 предложения 3) условиями ил, (ἄμ) -Ξ4λ -|-ᾶμ, 
или (а,)=а, при vu; записывая, что f (Uay (ал)) == или (f (ar)); 
получаем \л„=0; поскольку это верно для всех WA, имеем 
f(aa)=Yıarn для каждого индекса À. Пусть теперь Vay для каждой 
пары различных индексов (À, и) означает автоморфизм модуля LE, 
14 H. Бурбаки 
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определяемый условиями Vay (41) — Au, Vay (ἄμ)--άλ и Vay (Ay) = ἂν 
для всех у, отличных OT AH п; записывая, что } (Vay (а»)) = Vay (f (ar)), 
получаем γλ--Ύμ» так что все у; равны одному и тому же элементу 
ΥΕΑ. Наконец, пусть шо для каждого ΕΑ означает автомор- 
физм, определяемый условиями Wy (a)=a, oa, и Wa (a,)=a, для 
всех vA (где A и и — любые два фиксированных различных 
индекса); записывая, что } (Wa (а»)) = Wa (f (а»)), получаем αγ--γα, 
так что у принадлежит центру С кольца А. Тогда для каждого 


= 2 ἕλαλ CE имеем 
f (x) = 2 ξλ) (aa) = 2 ξλγάλ = 2 γξλαλ = ух, 


чем и доказано, что }-- центральная гомотетия. 


СледствиЕ 1. Ёсли Е — свободный А-модуль, то центр кольца 
& (Е) есть кольцо всех центральных гомотетий модуля E, кото- 
рое тогда изоморфно центру С кольца А. . 

То, что каждый эндоморфизм, принадлежащий‘ центру кольца 
L (E), является центральной гомотетией, в случае, когда Ё имеет 
базис, содержащий не менее двух элементов, вытекает из пред- 
ложения 9; если Е изоморфно A,, то, поскольку каждый эндо- 
морфизм и модуля A, имеет вид E— Ea, где = и (&), два таких 
эндоморфизма перестановочны тогда и только тогда, когда пере- 
становочны их значения для &=в, Так что центр кольца (Е) 
и в этом случае образован центральными гомотетиями. Остается 
показать, что если Ё — свободный А-модуль, то кольцо его 
центральных гомотетий изоморфно С; но отображение у—> ф», 
где @, — центральная гомотетия 2 — ‘ух, есть представление 
Св £(E), и py=0, имея своим следствием ya, =0 для каждого 
элемента базиса (αχ) модуля Е, влечет у = 0. 


Следствие 2. Если Е — свободный А-модуль, имеющий базис, 
содержащий не менее двух элементов, то центром линейной 
группы GL(E) служит группа обратимых центральных гомоте- 
mui модуля E, изоморфная тогда группе обратимых элементов 
центра С кольца А. 


Замечание. Это следствие остается еще верным для моноген- 
ного векторного пространства Е; но оно не распространяется на A- 
модуль A, с произвольным кольцом A, ибо можно указать примеры 
некоммутативных колец, каждый элемент которых перестановочен 
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со всеми обратимыми элементами кольца; ‘так, этим свойством обладает 
тензорная алгебра векторного пространства размерности >41 (гл. ΠΠ, 


ἃ 4). 
Упражнения. 1) Пусть Е — А-модуль и F=[{r, — про- 


изведение А-модулей F,; показать, что £ (Е, Г) изоморфно произве- 
дению I! (Е, F). 
U 


2) Пусть Е — свободный А-модуль, К — произвольный А-мо- 
дуль, М — подмодуль модуля Е, N — подмодуль модуля ГР. Пусть, 
далее, Г — подмодуль модуля £ (Е, Е), образованный теми линей- 
ными отображениями u, для которых и(М) С N, и Ty — подмодуль 
модуля Г, образованный теми линейными отображениями и, для кото- 
рых и (Е) С Ν. Показать, что модуль £ (Е/М, Е/ М) изоморфен фак- 
тормодулю Г/Г.. [Показать, что каждому линейному отображению Е 
в F/N можно поставить в соответствие класс (mod Гу) линейных 
отображений Ё в F.] 

3) Пусть ЕиЁ — А-модули и и — линейное отображение E 8 F. 
Показать, что отображение (x, y) — (x, у-- и (1)) модуля EXF B себж 
есть его автоморфизм. Вывести отсюда, что если существуют vE: 
E£(F, Е) иаЕЕ такие, что v (и (а))=а, то существует такой автомор-- 
физм w модуля E XF, что & (а, 0) = (0, и (а)). 

4) a) Изоморфизм и модуля E в Е не может быть левым делителем. 
нуля в кольце (Е). 

6) Если Е — свободный модуль и u € «Ὁ (Е) не является левым. 
делителем нуля в SL (Е), то и — изоморфизм Ев Е. 

в) Пусть С — подгруппа аддитивной группы © рациональных. 
чисел, образованная рациональными числами k/p", где р — фиксиро-. 
ванное простое число, п пробегает множество всех целых чисел 720. 
а А — множество всех рациональных целых чисел. Пусть, далее. 
Е — факторгруппа G/Z. Показать, что эндоморфизм х — px 7-модуля, 
Е не есть левый делитель нуля в. (Е), но не есть также изоморфизм 
Е в E. 

5) а) Эндоморфизм и модуля Е на себя не является правым al 
телем нуля в кольце £(E). 

6) Показать, что если E — свободный ΖΜΟΠΥΠΡ, то существуют 
его эндоморфизмы и такие, что и(Е)-ЕЁЕ, но и не является правым 
делителем нуля в £(E). 

6) а) Пусть E — свободный А-модуль и и, v — его эндоморфизмы. 
Показать, что если и (Е) С. v(E), то существует эндоморфизм и модуля 
Е такой, что u=vow. 

6) Пусть Е — 7-модуль упражнения AB, и — тождественное 
отображение Е на себя и v — эндоморфизм x — px. Показать, ro 
2(Е)=и (Е) =Е, но E не обладает никаким эндоморфизмом w, для 
которого бы u=vow. 


14» 
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7) ар чтот7-модуль Ζ обладает ‘эндоморфизмами u, Ὁ 


такими, что м (0) = = (0) — 0, но не существует никакого эндоморфизма 
v, для которого бы u=vow. 


$ 3. Строение векторных пространств 


Относительно тел операторов, участвующих в рассмотрениях 
этого параграфа, не делается никаких специальных предположе- 
ний; они могут быть как коммутативными, так и некоммута- 


тивными.. 


1. Базисы векторного пространства 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Дия того чтобы семейство (αι) элементов 
зекторного пространства было свободным, необходимо и доста- 
точно, чтобы Ay, ни для какого индекса х не было линейной ком- 
бинацией элементов a, с индексами, FX. 

Мы видели ($ 1, п° 6), что это условие необходимо (но не до- 
статочно) для любого унитарного модуля. Чтобы убедиться в его 
достаточности для векторных пространств, нужно только заме- 


тить, что соотношение вида Аха» + > Ла, =0, где Л„=0, равно- 
EX 


сильно соотношению dy = >) (--λχἱλι) αι. 
Ех 


Сформулированное условие можно выразить и иначе: для 
toro чтобы (αι) было свободным семейством, необходимо и доста- 
‘точно, чтобы а» ни для какого X не принадлежало подпростран- 
cmey, порожденному элементами αι с индексами IX. 

Отсюда снова следует, что каждый ненулевой элемент вектор- 
аого пространства свободный ($1, n° 6). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Если (αι) — свободное семейство элементов 
векторного пространства Е и БЕ E не принадлежит подпростран- 
ству, порожденному этим семейством, то множество, образован- 


чое всеми а, и 6, свободное. 
Действительно, рассуждение, проведенное при доказатель- 
стве предложения 1, показывает, что не может существовать соот- 


ношения вида ub+ >) а, =0 с p40; с другой стороны, из сде- 
t 


at ey -- . “5 аа 8 eee ae : 
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ланного предположения следует, что если имеется такое COOT- 
пошение с и=0, то также все A, =0. 


ПреЕДлОЖЕНИЕ 3. Лусть Е — векторное пространство. Следу- 
ющие три свойства множества BCE равносильны: 

а) В — базис пространства Е; 

6) В — максимальное свободное множество в Е; 

в) В — минимальная система образующих для Е. 

Покажем прежде всего, что а) влечет 6) и в) в любом унитар- 
ном модуле E. Действительно, если В — базис модуля E, то каж- 
дый элемент этого модуля есть линейная комбинация элементо» 
из В, так что никакое множество в Ё, содержащее Б и отличное 
от В, не является свободным. С другой стороны, если 5 — часть В. 
отличная от В, и a€ B не принадлежит S, то а не принадлежи? 
подпространству, порожденному множеством 5 ($1, предложе- 
ние 2), и, значит, 5 не служит системой образующих для E. 

Покажем далее, что в векторном пространстве Ё в) влечет a): 
достаточно доказать, что минимальная система В образующих 
пространства Ё является свободным множеством. Но в против- 
ном случае, в силу предложения À, существовало бы ΖΕ B, при- 
надлежащее подпростравству, порожденному множеством 5 = 
= BC {zr}; тем самым 5 служило бы системой образующих для 
”, что противоречит предположению. 

Наконец, в векторном пространстве Ё 6) влечет а) в силу 
следующего более общего предложения: 


ПредложЕНИЕ 4. Ecau S — система образующих векторного 
пространства E, то каждое ее максимальное свободное подмно- 
жество есть базис этого пространства. 

Действительно, пусть В — максимальное свободное подмноже- 
ство множества S; если бы В не было системой образующих про- 
странства Ё, то S не содержалось бы в порожденном В поднро- 
странстве, так что существовало бы æ ES, не принадлежащее 
этому подпространству; но тогда, в силу предложения 2, BL] {x} 
было бы свободным подмножеством множества 5, что противо- 
речит предположению. 


ΤΈΟΡΕΜΑ 1. Каждое векторное пространство обладает  бази- 
COM. х 
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`Эта теорема содержится в следующей более точной: 


Tropema 2. Для каждой системы 5 образующих векторного 
пространства Е и каждого его свободного подмножества L, codep- 
жащегося в S, существует базис В пространства Е такой, что 
все. 

Действительно, множество % всех свободных подмножеств 
множества 5, упорядоченное по включению, в силу предложе- 
ния 3 $ 1 есть множество конечного характера (Теор. мн., Pes., 
$ 6, п’ 11) и потому индуктивно (Теор. ΜΗ., Рез., $ 6, n° 9); сле- 
довательно, то же верно и для множества © всех свободных 
подмножеств множества 5, содержащих L. В силу теоремы Цорна 
© обладает максимальным элементом В, и В есть базис про- 
странства E в силу предложения 4. 


Замечание. В случае, когда 5 конечно, доказательство 
теоремы 2 опирается лишь на то, что каждое множество подмножеств 
конечного множества обладает максимальным элементом, а этот резуль. 
тат не зависит от аксиомы выбора (Теор. мн., гл. III). 


Пример. Каждое кольцо, содержащее тело К и имеющее еди- 
ницу тела К своей единицей, есть векторное пространство над К 
и, значит, обладает базисом относительно К (см. $ 7); в частности, 
всякое надтело тела К обладает базисом относительно К. °Поэтому 
и поле В вещественных чисел обладает (бесконечным) базисом относи- 
тельно поля Q рациональных чисел; всякий базис В относительно © 
называется базисом Kamera. , 


Следствие 1. Каждое левое векторное пространство над телом 


К изоморфно векторному пространству вида x. 


СЛЕДСТВИЕ 2 («теорема о замене»). Для каждой системы S 
образующих векторного пространства E и каждого его свободного 
подмножества L существует множество δ΄ ς- 5 такое, что L|)S' 
есть базис пространства Eu Ι,[].5΄ -- ΟΊ. 

Достаточно применить теорему 2 к свободному множеству 
[ и системе образующих /,| }5. 


Заметим, что это следствие равносильно теореме 2, ибо примене- 
ние теоремы о замене к свободной системе L, содержащейся в 5, в свою 
очередь приводит к утверждению теоремы 2. 
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2. Нонечномерные векторные пространства 


ῬΕΟΡΕΜΑ 3. Если векторное пространство E над телом К обла- 
дает конечным базисом, состоящим, из п элементов, то и каждый 
другой базис пространства Е состоит из п элементов. 

Достаточно доказать, что если В — базис пространства EL, 
состоящий из п элементов, то всякий другой базис В’ этого про- 
странства содержит не более п элементов. Применим индукцию 
по AN; при n=O справедливость утверждения очевидна. Пусть 
a€ В”; существует множество CC В такое, что {а} (С есть базис 
пространства Ё и аЁёС (теорема о замене); так как В — базис 
пространства Ё, то CB, так что С содержит не более n—1 эле- 
ментов. Пусть У — порожденное им подпространство и V’ — 
подпространство, порожденное множеством Ρ’ [1Ο {а}; будучи 
оба дополнительными к подпространству Ка, Уи V’ изоморфны 
($ 1, следствие предложения 1). Так как У обладает базисом с чис- 
лом элементов, не превосходящим п—1, то B’f)C{a} содержит 
не более n—1 элементов и, значит, В’ — не более п элементов. 


Этой теореме можно дать другое доказательство, основывающееся 
на том, что каждое моногенное векторное пространство над телом К 
есть простой К-модуль (гл. I, $6, определение 14), поскольку оно 
порождается любым своим элементом == 0. Векторное пространство Е 
над К, обладающее конечным базисом, является тем самым полупро- 
стым К-модулем*); поэтому то, что два конечных базиса пространства 
Е имеют одинаковое число элементов, непосредственно вытекает 
из теоремы Жордана — Гёльдера (гл. I, $ 6, теорема 8), а ее следствие 
показывает, что Ё не может иметь бесконечного базиса. 

Можно было бы также установить связь теорем 1 и 2 этого пара- 
графа с более общими предложениями, относящимися к произвольным 
группам с операторами (коммутативным или нет; см. гл. I, $ 6, упраж- 
нение 18). 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Говорят, что векторное пространство E над 
телом К конечномерно, или имеет конечный ранг (или также имеет 
конечную размерность) относительно К, если оно обладает, конеч- 
ным базисом. Число элементов любого его базиса называется тогда 
размерностью или рангом пространства E (или также числом 
измерений Е) относительно К и обозначается LE : К] или dimx Е. 


*) См. сноску на стр. 201. 
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В ‘силу теоремы 3, векторное пространство над А, обладаю- 
щее бесконечным базисом, не может быть изоморфно конечномер- 
ному векторному пространству; такое пространство называют 
бесконечномерным (или имеющим бесконечный ранг, или бесконеч- 
ную размерность) относительно К. 

Векторное подпространство У векторного пространства Æ 
над К, порождаемое конечным множеством М его элементов, 
конечномерно, ибо V обладает базисом, содержащимся в М (тео- 
рема 2). Если М — любое (конечное или бесконечное) множе- 
ство элементов пространства Ё и порожденное им векторное про- 
странство V конечномерно, то размерность V называется рангом М 
относительно К; если же V бесконечномерно, то говорят, ato М — 
бесконечного ранга относительно К. 

Допуская вольность, всюду, где это не может повлечь пута- 
ницы, дополнение «относительно А» в приведенных выше выра- 
жениях мы опускаем и вместо dim, Ё пишем dim #. 


Замечания. 1) Говоря, что векторное пространство над телом 
К имеет размерность > п, желают сказать, что оно имеет относитель- 
но К либо конечную размерность > п, либо бесконечную размерность. 
Это равносильно утверждению, что в Е существует свободная система, 
состоящая из п элементов. 

2) В случае, когда Ё есть надтело тела К. термина «размерность» 
и обозначения 41тк Е следует избегать, ибо это может повести к CMe- 
шению с другим смыслом слова «размерность» (см. главу V); чтобы 
избежать всякой двусмысленности, лучше говорить о ранге E относи- 
тельно К. 


[риведем некоторые следствия теоремы à и определения 1. 


Следствие 1. Для того чтобы левое векторное пространство 
над К было п-мерно, необходимо и достаточно, чтобы оно было 
изоморфно КУ. Пространства Ку u Ку при т = п не изоморфны. 


СледствиЕ 2. Каждая система образующих п-мерного вектор- 
ного пространства Е содержит не менее п элементов; система 
образующих пространства Е, состоящая из п элементов, является 
базисом этого пространства. 

Это — непосредственное следствие теорем 2 и 3. 


— 
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Следствие 3. Каждое свободное множество в п-мерном вектор- 
ном пространстве Е содержит не более п элементов; свободное 
множество, состоящее из п элементов, является базисом про- 
странства Е. 

Действительно, согласно теореме 2, каждое свободное под- 
множество пространства Ё содержится в некотором базисе этого 
пространства. 


Замечания. 1) Метод, на котором основано данное выше пер- 
вое доказательство теоремы 3, может, при надлежащем развитии, 
служить для явного определения компонент элементов базиса В отно- 
сительно базиса В’, если явно заданы компоненты элементов базиса ВБ’ 
относительно В. Мы проведем это вычисление в эквивалентной форме 
при рассмотрении теории матриц (см. § 6, n° 10). 

2) Теорема 3 справедлива не только для векторных пространств, 
но и для некоторых видов модулей (см. $ 1, упражнения 16 и 17, 
и Приложение II к главе ПТ, n° 11). Однако можно указать примеры 
модулей, обладающих двумя конечными базисами, состоящими из 
разного числа элементов (см. упражнение 8). 

3) Теорема 3 выражает, что два базиса одного и того же вектор- 
ного пространства, один из которых конечен, равномощны; но в дей- 
ствительности это свойство справедливо без всяких ограничений 
(см. $ 1, упражнение 24). 


3. Подпространства векторного пространства 


ПреЕдложеЕНИЕ 5. Каждое подпространство У векторного про- 
странства Е обладает в Е дополнением. 

Действительно, в силу теоремы 1, факторпространство Ё/И 
обладает базисом; а тогда утверждаемое свойство есть следствие 
предложения 4 $1. 


Замечание. В случае, когда В/У обладает конечной систе- 
мой образующих, этот результат не зависит от аксиомы выбора (см. за- 
мечание после теоремы 2). 


ПрЕДлЛОЖЕНИЕ 6. Каждое подпространство У векторного про- 
странства E конечной размерности п имеет размерность < η; 
если его размерность=п, то оно совпадает с Е. 

Действительно, каждое свободное множество в V имеет не 
более п элементов (следствие 3 теоремы 3); свободное множе- 
ство в У, имеющее наибольшее возможное число р элементов, 


218 ЛИНЕЙНАЯ АЛГЕБРА гл. ΤΙ, $3 


есть максимальное свободное множество в У и тем самым его 
базис (предложение 3); если p=n, то это множество является 


также базисом пространства Ё (следствие 3 теоремы 3) и, зна- 
την, Y=. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Говорят, что подпространство У векторного 
пространства Е имеет в Е конечную факторразмерность, если 
факторпространство E/V конечномерно. Размерность E/V назы- 
вается тогда факторразмерностью V в Е и обозначается содите V 
или просто codimV. 

В случае, когда E/V бесконечномерно, говорят, что У имеет 
бесконечную факторразмерность в Ё. Факторразмерность под- 
пространства У векторного пространства Ё может быть опреде-. 
лена также как размерность дополнения к И; следовательно, 
когда Ё конечномерно, имеем 


codimg V = dim Е — dim V. (1) 


ΗΡΕΠΠΟΧΙΕΗΜΕ 7. Если М и N — конечномерные подпростран- 
ства векторного пространства EL, то МГ] М№М и М-ЕМ конечно- 
мерны и 


dim (М -- №) + ап (МГ)М) = д M+ dim N. (2) 


Предложение очевидно, когда МГ] М={0], ибо тогда M-+N 
есть прямая сумма. Для получения равенства (2) в общем случае 
достаточно применить этот результат к подпространетвам M, = 
= М/АМПМ) и N,=N/(MNN) факторпространства Е/(МО М), 
приняв во внимание формулу (1), дающую размерность этих под- 
пространств; действительно, имеем M,[\N,={0} и M,+N,= 
=(М-ЕМ)/ (МГ М№) (гл. I, $6, теорема 6). 


Предложение 8. Если М и N — подпространства векторного 
пространства E, имеющие конечную факторразмерность, то 
ΜΠΝ и M--N mare имеют конечную факторразмерность и 


codim (М + №) -- codim (М Г] М) = codim М + codim МХ. (3) 
Действительно, М/(МГ] М) изоморфно (M-+-N)/N, т. e. под- 


пространству пространства E/N, и, следовательно (предло- 
жение 6), конечномерно. Отсюда вытекает конечномерность про- 
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странства #,—£L/(M(\N). В обозначениях предложения 7 имеем: 


dim M, = codim (М [Г] №) — codim М, 
dim N, = codim (М Г] М) — codim М, 
dim (M, + М, ) = codim (М Г] №) — codim (М + N); 


внося эти выражения в соотношение dim (M,+-N ,)=dim М, + ἆῑπι М, 
получаем (3). 


Одномерные (соответственно двумерные) подпространства век- 
торного пространства E над произвольным телом A, по аналогии 
с языком классической аналитической геометрии, часто называют 
прямыми (соответственно плоскостями); с другой стороны, под- 
пространство Я векторного пространства Ё, имеющее факторраз- 
мерность 1, называют гиперплоскостью *). Можно также опре- 
делить гиперплоскости как максимальные элементы упорядочен- 
ного по включению множества © всех подпространств BEKTOP- 
ного пространства Ё, отличных от Е. Действительно, между под- 
пространствами пространства Ё, содержащими заданное его 
подпространство Н, и подпространствами факторпространства 
Е/Н имеется взаимно однозначное соответствие (гл. Г, $ 6, тео- 
рема 6); поэтому для максимальности Н необходимо и достаточно, 
чтобы #/H не содержало никакого подпространства, отличного 
от {0} и самого Ё/Н, а это означает, что H/H одномерно. 

Заметим, что гиперплоскости векторного пространства конеч- 
ной размерности п— это его подпространства размерности n—1. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 9. Каждое подпространство У векторного про- 
странства E над телом К есть пересечение гиперплоскостей, 
содержащих это подпространство. 

Достаточно показать, что для каждого ΣΕ существует ги- 
перплоскость, содержащая V и не содержащая 2. Пересечение V 
с прямой Κα сводится к 0, иными словами, VÄ=V+Kx есть 


*) В Приложении Il к этой главе словам «прямая», «плоскость» и «гипер- 
плоскость» будет придан более широкий смысл, а то, что было названо 
выше этими словами, будет именоваться соответственно однородной прямой, 
однородной плоскостью и однородной гиперплоскостью. Но впредь до Прило- 
жения П можно не опасаться путаницы, и потому прилагательное «однород- 
ная» будет нами опускаться. 
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прямая сумма. Пусть W — подпространство, дополнительное 
к γι; E есть прямая сумма подпространств H=V--W и Kz, иными 


словами, Н есть гиперплоскость, содержащая V и не содержащая x. 


4. Ранг линейного отображения 


Пусть EL и F — векторные пространства над телом K u u — 
линейное отображение А в F. и(Ё) изоморфно векторному про- 


странству Ё/Н, где Н =и (0); значит, и (Е) изоморфно подпростран- 
ству G в Е, дополнительному x Н (предложение 5), а сужение u 
на С есть изоморфизм G на и (G)=u (Е). Следовательно, если (αι) — 
базис в G, элементы и (αι) образуют базис в и(Ё). 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 8. Если линейное отображение и векторного 
пространства Е в векторное пространство Е таково, что подпро- 
странство и(Е) имеет в Е конечную размерность, то последняя 
называется рангом и и обозначается о (и). 


В случае, когда u (Е) бесконечномерно, говорят, что и — линей- 
ное отображение бесконечного ранга. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 10. Ранг линейного отображения и простран- 


= 

ства Е в Е равен факторразмерности подпространства и (0) в Е. 

Это сразу вытекает из сделанных выше замечаний. Следова- 
тельно, 


dim u (£) — codimy u (0) =0(u), (4) 


если все три числа конечны. В случае, когда EL конечномерно. 
можно также написать 


о (и) =ана Е — dim u (0). : (5) 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 11. Пусть Е и Е — конечномерные векторные 
пространства; для каждого линейного отображения и простран- 


ства E в Е имеем 
о (и) < шт (ἀῑπι Е, dim); (6) 


для того чтобы ϱ (и) = 911 Е, необходимо и достаточно, чтобы 
и было изоморфизмом Е в Е; для того чтобы о (и) = dim F, необхо- 
димо и достаточно, чтобы и отображало E на F. 

Это — следствие определения 3 и предложения 10. 
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Следствие. Пусть E — векторное пространство конечной 
размерности п; следующие четыре свойства его эндоморфизма и 
равносильны: 


а) 
6) 
в) 
г) 


и — автоморфизм пространства Е; 

и — взаимно однозначное отображение Е в Е; 
и — отображение Е на E; 

и — линейное отображение ранга п. 


Напротив, когда Ё бесконечномерно, его эндоморфизм может быть 
взаимно однозначным или отображающим Ё на E, не будучи автомор- 
физмом (упражнение 8). 


Упражнения. 1) Показать, что если Е — векторное про- 
странство над телом К, содержащим бесконечное число элементов, то 
множество всех систем образующих этого пространства не индуктивно 
относительно отношения порядка D. [Образовать убывающую после- 
довательность (5„) систем образующих пространства Е, имеющую 


пустое пересечение. | 
2) Пусть и — линейное отображение т-мерного векторного про- 


странства E в п-мерное векторное пространство А; положим Н Be 
Показать, что если У — р-мерное подпространство пространства Е 
и УПН 49-мерно, то u(V) (р — q)-Mepuo. Показать, что если W — 
подпространство пространства Г такое, что Wf)u(E) г-мерно, то 


u (W) имеет размерность r+m — о (u). 


3) Пусть и и v — линейные отображения т-мерного векторного 
пространства в п-мерное векторное пространство. Показать, что 


| (и) —о (о) | < о (и о) < ша (т, п, о (и о (v)), 


причем g(u+v) может принимать всякое целое значение, удовле- 


творяющее этим неравенствам. 
4) Пусть Е, Е, а — конечномерные векторные пространства над 


телом К, u — линейное отображение E в Ки v — линейное отображе- 
ние F BG. Показать, что размерность u (E)Nı v (0) равна о (и) — о (Vou); 
вывести отсюда, что если Г п-мерно, TO 

max (0, о (и) о (5) —п) < о (vou) < min (Q (и), ϱ (υ)), 


причем о (v ο и) может принимать всякое целое значение, удовлетворяю- 


щее этим неравенствам. 
Пусть Н — четвертое конечномерное векторное пространство 
над К и w — линейное отображение С в Н. Показать, что 


0 (бои) --0 (wo uv) < 0 (0) + (м - vou). 


5) Если u и v — два эндоморфизма векторного пространства E 
конечной размерности такие. что и оресть тождественное отображение 
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Е на себя, TO uM v — взаимно обратные автоморфизмы пространства 2 
(см. упражнение 8). 

6) Пусть Е — произвольное векторное пространство. Показать, 
что если и — его эндоморфизм, не являющийся правым делителем 
нуля в кольце Z (Е), то и(Е) =Е. [См. $ 2, упражнение 5.] 

7) Пусть Е — произвольное векторное пространство и и, w — 


-1 -1 
два его эндоморфизма, удовлетворяющие условию w (0) С и (0). Пока- 
зать, что существует эндоморфизм v пространства Е такой, что u— 


— v οἴῳ. [Разложить Е в прямую сумму ὦ (0) и некоторого другого под- 
пространства. | 

8) Пусть Е — векторное пространство, имеющее бесконечный 
счетный базис (eh). 

а) Эндоморфизм u, пространства Е, определяемый условиями 
Uy (е2т_1)=0, Uy (е>„)=еи, для всех п, отображает E на себя, но не является 
автоморфизмом этого пространства; существует взаимно однозначный 
эндоморфизм v, пространства Е такой, что v, (Е) == Е, a шов есть 
тождественное отображение FE на себя. 

6) Аналогично пусть u, — эндоморфизм пространства E, опре- 
деляемый условиями и» (Con) =O, и›(2.„_1)=е» для всех п, и А — кольцо 
эндоморфизмов пространства E. Показать, что u, и u, образуют базис 
А-модуля A,. Вывести отсюда, что А-модуль A? для каждого р > 0 
изоморфен A,. 

*9) а) Пусть # — векторное пространство над телом К. Каждое 
отображение f пространства Ё в себя, перестановочное со всеми авто- 
морфизмами и этого пространства (т. е. такое, что }(и (х))=и (f(x)) 
для каждого x € E и каждого автоморфизма и пространства E), 
имеег вид x > ах, где а принадлежит К. [Записать, что f перестано- 
BOYHO с каждым автоморфизмом u, оставляющим инвариантным эле- 
мент x € E, и вывести отсюда, что f(z)=o(x)x, где Q(x) Е K.] 

6) Пусть f — отображение ЕХЕ в Е такое, что для каждого 
автоморфизма и пространства Е тождественно } (u (x), и (у))=и (f (x, y)). 
Показать, что для всех пар (x, у) линейно независимых элементов из FE 
имеет место равенство f(x, у)=ах--Ву, где а и В — постоянные ска- 
ляры, и что f (Ах, их) =Ф (A, в) x, где ф — произвольное отображение 
КХ К в К. [Тот же метод.] Если при этом } (и (x), и (y))=u (f (x, у)) для 
каждого эндоморфизма и пространства Е, то f (x, у)=ах-- Ву, каковы бы, 
ни были x, у. Обобщить на отображения ERBE. 


$ 4. Двойственноеть 


1. Линейные формы. Сопряженный модуль 


ОпРЕДЕЛЕНИЕ 1. Линейной формой на левом А-модуле Ё назы- 


вается всякое линейное отображение Ев А-модуль A, (т.е. в кольцо: 
А, рассматриваемое как левый модуль относительно 4). 
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b 


Пример. °Отображение x — \ z(t)dt есть линейная форма 


a 
на векторном пространстве С (относительно R) всех непрерывных 
числовых функций на интервале [а, 6].. 


Каковы бы ни были линейная форма и на Я u a€ A, отобра- 
жение х—> и (5) тоже есть линейная форма Ha Ё, ибо для каж- 
дого AE A имеем и (λα) a=(Au (α))α--λ (и (x) a); эта линейная форма 
обозначается ua. Непосредственно ясно, что в множестве L (Е, Αν) 
всех линейных форм на Ё закон аддитивной группы и внешний 
закон (α, и) — их определяют структуру правого модуля относи- 
тельно А. Наделенное этой структурой, £ (FE, А.) называется 
модулем, сопряженным к Е (или просто сопряженным к Е*)); 
мы будем впредь обозначать его Ё*. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Kcau А — кольцо с единицей, то модуль, 
сопряженный к левому модулю А., изоморфен правому моду- 
лю Ад. 

Действительно, пусть  — единица кольца A и и — линейная 
форма на A,; для каждого GE A, полагая a= и (=), имеем: и (&)= 
=u (&=)=&и (5) =a; обратно, ξ--» Ea для каждого %Е А есть линей- 
ная форма и на A, такая, что и (#)=9; поэтому отображение 
и—> и (=) есть изоморфизм модуля, сопряженного к A,, на правый 
модуль A,. Основываясь на этом изоморфизме, модуль, сопря- 
женный к А., обычно отождествляют с Ад, отождествляя каж- 
дую линейную форму и на A, c u(e). 


Пусть # — левый А-модуль и E* — модуль, сопряженный 
к АЕ; каждой паре элементов хЕЁ, x’ € E* соответствует элемент 
x (x) кольца А; этот элемент часто обозначают (x, x). Отобра- 
жение (2,2)— (x,x2) называется канонической билинейной 


*) Далее в этом трактате для векторных пространств, наделенных топо- 
логией, будет определено понятие «сопряженного пространства», завися- 
щего от этой топологии и отличного от определенного здесь. Мы предосте- 
регаем читателя против опрометчивого распространения на «топологическое» 


сопряженное пространство свойств «алгебраического» сопряженного, уста- 
навливаемых в этом параграфе. 
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формой*), определенной na Ex E*; имеем тождественно 


(x+y, 1’) =(х, 2) (у, т), (1) 
(па 9}, (2) 
(ano y= a(t, dr, (3) 
EA TEEN (4) 


Замечание. Модуль E*, сопряженный к правому А-модулю Е, 
есть левый А-модуль; значение x’ (x) канонической билинейной формы 
на EX E* записывают тогда (x’, x), а формулы, соответствующие (3) 


и (4), принимают вид (2, xa) = (х’, χγα и (ασ’,α) = aa’, αὐ. 
В случае, когда A коммутативно, можно пользоваться и тем и другим 
обозначением. 


Каждую линейную форму x’ на Ё можно рассматривать как 
частичное отображение (Теор. мн., Рез., $ 3, n° 13) x—(x,x'}, 
порожденное канонической билинейной формой. 

Точно так же для каждого хЕЁ частичное отображение 
т —>(т, 1’) является линейной формой на правом А-модуле ΚΞ; 
обозначая ее х, имеем тождественно (x, д’) = (2, x); непосред- 
ственно ясно, что х—> X есть (называемое каноническим) линейное 
отображение модуля E в модуль Е**, сопряженный к модулю E*, 
сопряженному к E (и называемый вторым сопряженным к E). 


В случае, когда A обладает единицей €, каноническое отображе- 
ние модуля A, в его второй сопряженный, в силу предложения 1, 
есть тождественное ‘отображение A, на себя; поскольку каждая 
линейная форма x’ Ha A, отождествима с элементом ξ΄ --2’ (8), канони- 
ческой билинейной формой является отображение (Е, Е”) > ЕЕ’. 


2. Ортогональность 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Пусть Е — модуль и E* — сопряженный 
модуль; элементы TEE и x EE* называются ортогональными, 
ecau’ (2, 1-0. 


Множества MCE и M'CE* называются ортогональными, 
если ортогональны любые два элемента хЕМ π᾿ ΕΛ. В част- 


*) Общее понятие билинейной формы будет определено и изучено в гл»- 
вах III и ΙΧ. 
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ности, говорят, что x’E€ H* (соответственно ЕЁ) ортогонально 
к М (соответственно к М’), если оно ортогонально к любому 
элементу из М (соответственно М’). Если x’ u у’ ортогональны 
к М, то в силу (2) и (4) то же верно для х’-Ру’, а также для z’a 
при каждом ΕΑ; этим оправдывается следующее опреде- 
ление: 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Пусть М — произвольное множество элемен- 
тов из E (соответственно М’ — произвольное множество элемен- 
тов из Е*). Полным подмодулем, ортогональным к М (соответствен- 
но к M’) (или, допуская вольность речи, просто подмодулем, 
ортогональным к М (соответственно к М’), если можно He опа- 
саться путаницы), называется множество mex xEE* (co- 
ответственно тех хЕЁ), которые ортогональны в М (соответ- 


ственно K M). 
По определению линейной формы, подмодуль модуля E*, орто- 
гональный к E, сводится к 0; подмодулем в E*, ортогональным к {0}, 
служит всё Е*. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть М и N — подмножества модуля Е 
такие, что MCN; если М’ u N’ — подмодули сопряжен- 
ного модуля E*, ортогональные соответственно в М uN, 
то N CM. 

‚ ПРЕДЛОЖЕНИЕ 9. Пусть (Δι) — произвольное семейство под- 
множеств модуля Е; подмодуль, ортогональный K объединению 


LA 
всех М,, есть пересечение N} M, ортогональных к ним подмоду- 
τ 
лей Mi; он есть также подмодуль, ортогональный к подмодулю 6 Е, 


порожденному объединением всех Μι. 


Предложения 2. ὃ являются непосредственными следст- 
виями определения 3. Два аналогичных предложения относительно 
подмодулей модуля E, ортогональных к подмножествам сопря- 
женного модуля E*, мы предоставляем сформулировать чита- 
телю. 

Если М — подмодуль модуля Е, М’ — подмодуль сопряженного 


модуля E*, ортогональный к М, и М” — подмодуль в Е, ортогональ- 
ныйк М’, то МС М"; но может случиться, что М == М” (см. упраж- 


нения 3 и 5). 
15 н. Бурбаки 
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3. Сопряженный % фактормодулю. Сопряженный 
KE прямой сумме 


ПрРЕдложЕНИЕ 4. Пусть Е — А-модуль, М — его подмодуль 
и ф — канонический гомоморфизм Е на Е/М. Отображение, 
относящее каждой линейной форме и на E/M линейную форму 
uo@ на Е, есть изоморфизм модуля, сопряженного к E/M, на орто- 
гональный в М подмодуль М’ модуля E*. 

Это предложение сразу следует из предложения 1 $2, если 
заметить, что определенный в нем канонический изоморфизм 
U—Uo@ есть также изоморфизм структур правого А-модуля 
в сопряженном к Κ/ ив M. 


Точно так же предложение 3 $ 2 показывает, что если модуль 
Е является прямой суммой семейства (My)ıcL своих подмодулей, 


то сопряженный модуль Ё* изоморфен произведению I! MX моду- 
ЛЕГ, 


лей MX, сопряженных к M,. В частности, модуль, сопряженный 


L 
x AP, изоморфен (в силу предложения 1) модулю Ad. 
В случае, когда Ё есть прямая сумма конечного семейства своих 
подмодулей, имеет место следующее более точное предложение: 


ПрЕдложЕНИЕ 9. Пусть E — модуль, являющийся прямой сум- 
мой конечного семейства (M ‚)ı<icn своих подмодулей, UN, для каж- 


д0го индекса i означает подмодуль У М;, дополнительный к M,. 
11 


Гогда модуль E*, сопряженный в E, есть прямая сумма своих под- 
модулей Ni, ортогональных соответственно к N,; N; для каждого 
индекса i изоморфно модулю M}, сопряженному к M,, и подмодуль 


M, ортогональный κ M,, равен 2 N;. 
it 
Это предложение вытекает из предложения 4 $ 2 и его след- 
ствия, если принять во внимание, что определенные там изомор- 
физмы являются здесь изоморфизмами рассматриваемых правых 
А-модулей. 


В соответствии со сказанным Bn 4 $ 2, модуль МЕ, сопряжен- 
ный к M,, часто отождествляется с подмодулем N; посредством 
отождествления каждой линейной формы и на М; с (однозначно 
определенной) линейной формой x, служащей продолжением и 
на E и аннулирующейся на N,. | 
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Пусть ЕЁ — унитарный А-модуль, обладающий конечным бази- 
сом (a;)1<i<n} так как E есть прямая сумма п своих подмодулей, 
изоморфных А., то, в силу предложений 1 и 9, сопряженный 
модуль E* есть прямая сумма п своих подмодулей, изоморфных 


Аа. Точнее, обозначим через а; для каждого индекса i линейную 
Tt 

форму на Ё такую, что а; (2) для каждого = 2 ξια; CE равно 
1—= 


его компоненте ξ,: €, называется 1-й координатной формой 
(относительнс базиса (a;)). a; образуют базис сопряженного 


модуля Ё*; действительно, для каждой линейной формы x’ на Ё 
n 


n n 
имеем x’ (x) — 2 E,2° (αἱ) = 2 аз (т) х’(а,), т. е. х’= 2) aix’ (a;); 
J Ww 1-- Q— 
n 


обратно, для каждой линейной формы у’ = ὃ) af, имеем у’ (a,) =В,, 
i= 


поскольку а; (a;) = в (единице кольца A) и а; (a;) = 0 для всех j  i. 
Базис (αἱ) модуля E* называется сопряженным к базису (a;) 
модуля Ё; согласно следствию 2 предложения 3 $2, он однозначно 
определяется условиями 


(a, α))--ὃ;;, (1<i<n, 1<j<n), (5) 


где ὃ;; есть функция пары (i, 7), равная при j=i uO при ji, 
называемая кронекеровским символом. 


τι n 
Для любых двух элементов x = à E,a, CE uz’ = УЕ € E* 
== 


1—4 
имеем 


(т, 2') = 2 Et. (6) 


Замечания. 1) При отождествлении модуля, сопряженного 
к Al, с модулем Aj базис, сопряженный к каноническому базису 
($ 1, 11° 8) модуля AN, отождествляется с каноническим базисом моду- 
ля ΑΠ. 
2) В случае, когда Е есть правый А-модуль с базисом (a;),<i< 
формула (6) заменяется формулой 


n? 


n 
i‘, x) = > Gi bts 
gam] 


15* 
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τι 
справедливой для любой пары элементов x= У «ЕЕ, 2’= 
i=1 


= 
2 £a! € E*. 


--1 


Соотношения (5) позволяют установить, что каноническое 
отображение х—>х модуля E в его второй сопряженный Ё** есть 
в этом случае изоморфизм Е на Е**; действительно, так как 
(а, а;) =(а,, aj)=Ö,,;, каковы бы ни были i m j, то (а;) есть 
базис в E**, сопряженный к (αἱ). Тогда E отождествляют с Е** 


посредством изоморфизма х—>х, что позволяет называть (а;) 
базисом, сопряженным в (αἱ). 


В случае, когда Е обладает бесконечным базисом (a,), можно по- 
‘прежнему определить для каждого индекса L координатную форму αἰ, 
относящую каждому x € Е его 1-ю компоненту относительно базиса (a). 
Но семейство (а’), всё еще являющееся свободным, уже не будет 
теперь базисом модуля E*. 


5. Двоиственность для конечномерных векторных 
пространств | 


Результаты, полученные в n° 4, применимы, в частности, 
к конечномерным векторным пространствам: 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Сопряженное к п-мерному левому векторному 
пространству Е над телом К есть п-мерное правое векторное 


пространство над К; каноническое отображение C— x простран- 
ства E в его второе сопряженное E** есть изоморфизм E na E**. 


Значит, если при этом À коммутативно, то пространство ΕΞ, 
сопряженное к векторному пространству Ё над К конечной 
размерности п, изоморфно Е. 


Можно показать, что в этом случае при п > 1 не существует 
> канонического изоморфизма Е на его сопряженное, понимая под этим 
изоморфизм, зависящий лишь от структуры векторного простран- 
ства E (см. упражнение 16). В главе IX будут изучены изоморфизмы Е 
на E*, тесно связанные с теорией билинейных форм на EXE. 
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Предложение 7. Пусть Е — векторное пространство конеч- 
ной размерности п; если У — его подпространство размерности р, 
то подпространство V’ сопряженного пространства E*, ортого- 
нальное к У, имеет размерность п—р; подпространство про- 
странства Е, ортогональное в У’, совпадает с V. 

Действительно, И’ изоморфно сопряженному к E/V (предло- 
жение 4), а это факторпространство имеет размерность п — р, зна- 
чит, согласно предложению 6, и У’ имеет размерность n—P. 
Отсюда (вследствие отождествимости E с Ё**) вытекает, что 
подпространство У” пространства Ё, ортогональное к И’, имеет 
размерность р; а так Kak оно содержит V, которое тоже имеет 
размерность р, то они совпадают. 


ПрЕДлОЖЕНИЕ 8. Пусть У и И’ — подпространства конечно- 
мерного векторного пространства E, а У’ и И’ — ортогональные 
в ним подпространства в E*. Подпространством в E*, ортогональ- 
ным к V+W, служит У’ГИ’; подпространством в E*, орто- 
гональным вк УГ И’, служит V'+W'. 

Первая часть предложения является частным случаем пред- 
ложения 3. Для доказательства второй заметим, что подпростран- 
ством в Ё, ортогональным к V’ + W’, является У [] И’; отождествляя 
Е** с Е, заключаем из предложения 7, что V’’+ W’ есть подпро- 
странство пространства Ё*, ортогональное к V[)W. 


6. Двоиственность для произвольных векторных 
пространств 


Пусть Е — произвольное векторное пространство над телом К. 
Предложение 7 обобщается следующим образом: | 


ТЕОРЕМА 1. а) Пусть V — подпространство векторного про- 
странства Е. Для того чтобы подпространство в E*, ортогональ- 
ное к У, имело конечную размерность р, необходимо и достаточно, 
чтобы V имело в Е факторразмерность р. 

6) Для того чтобы подпространство в Е, ортогональное к 3a- 
данному подпространству V’ пространства E*, имело конечную 
факторразмерность р, необходимо и достаточно, чтобы У’ имело 
размерность р. 

в) Пусть 75 — множество всех подпространств пространства E, 
имеющих конечную факторразмерность, в À — множество всех 
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конечномерных подпространств пространства Е*; отображение, 
относящее каждому подпространству VER ортогональное 
к нему подпространство УТ’ЕЗ’, есть взаимно однозначное ото- 
бражение % на 5’; обратное отображение относит каждому под- 
пространству V'E® ортогональное в нему подпространство 
VES. 

a) Подпространство V’ пространства Ё*, ортогональное к под- 
пространству Г пространства Ё, изоморфно пространству, сопря- 
женному к факторпространству E/V (предложение 4); значит, 
если E/V конечномерно, У’ имеет размерность, равную размер- 
ности Ё/У (предложение 6). С другой стороны, если У’ имеет 
конечную размерность р, то E/V не может быть бесконечномер- 
ным, ибо У содержалось бы тогда в некотором подпространстве W 
факторразмерности p+4 и V’ содержало бы подпространство И” 


пространства Ё*, ортогональное к И’, имеющее размерность p + 1, 
что невозможно. 


6) Пусть У’ — р-мерное подпространство пространства E* 
и (Ai)ı<i<p — его базис. Рассмотрим отображение х—> ((2, а;))1<<р 


пространства Е в К?; это — линейное отображение u ранга 
Р’<р. Подпространство И=и (0) есть не что иное, как подпро- 
странство пространства E, ортогональное к И’; в силу предло- 
жения 10 $ 3, оно имеет факторразмерность p’ < p. Согласно а), 
подпространство в Ё*, ортогональное к Г, имеет размерность р’; 
так как оно содержит И”, то они необходимо совпадают, и р’=р. 

Обратно, предположим, что подпространство У пространства 
ЕЁ, ортогональное к V’, имеет конечную факторразмерность р; 
тогда, согласно а), ортогональное к V подпространство И” в E* 
имеет размерность р; так как оно содержит У’, то И’ конечномер- 
но, и следовательно, факторразмерность V равна размерности У”. 


в) При доказательстве утверждения 0) мы уже видели, что 
если У’ — подпространство в Ё* размерности р и V — oproro- 
чальное к нему подпространство в E, то У’ совпадает с подпро- 
странством в E*, ортогональным к V. Точно так же, если У — 
подпространство в E, имеющее факторразмерность р, то орто- 
гональное к нему подпространство V’ B Ё* имеет размерность р, 
значит, подпространство У” в EL, ортогональное к Г’, имеет фак- 
торразмерность р; поскольку оно содержит И, они совпадают. 
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Тем самым два отображения, рассматриваемые в третьей 
части теоремы, действительно взаимно однозначны и обратны 


друг к друту. 


Замечания. 1) В силу предложения 2, два взаимно обратные 
отображения, определенные в теореме 1, являются убывающигми, 
когда αὶ и 75 упорядочены по включению; поэтому они относят сумме 
(соответственно пересечению) двух подпространств пересечение 
(соответственно сумму) соответствующих им подпространств (обобще- 
ние предложения 8). 

2) Первая часть теоремы 1 показывает, в частности, что если 
сопряженное Ё* к векторному пространству Ё конечномерно, то это же 
верно и для Ё: достаточно применить теорему 1 к случаю, когда V = {0}. 


Теорема 1 позволяет охарактеризовать гиперплоскости век- 
торного пространства £: 


ПрЕдложЕНИЕ 9. Дия каждой гиперплоскости H векторного 
пространства Е существует линейная форма x, на Е такая, что 


=. 
Н =, (0); для того чтобы линейная форма x'€ E* обладала тем 


—1 
свойством, что H = x’ (0), необходимо и достаточно, чтобы x’ = ατα, 
20е a 0. Обратно, для каждой линейной формы х’-Е0 на Е 


= | 
подпространство x’ (0) есть гиперплоскость. 

Справедливость этих утверждений сразу следует из Teo- 
ремы 1, примененной к случаю p=1. 


Если Н — гиперплоскость и х— любая линейная форма, 


для которой Н =. (0), то отношение x, (x) = (0, характеризующее 
элементы хЕН, называют уравнением гиперплоскости Ff. 

Более общим образом, если (χι) — семейство ненулевых линей- 
ных форм Ha Ё и V означает пересечение семейства гиперпло- 


скостей x (0), то отношение «каково бы ни было Lt, 2 (x) = 0» 
характеризует элементы ZE V; говорят, что отношения x, (x) — 0 
образуют систему уравнений подпространства У. 

В силу предложения 9 ὃ 9, каждое подпространство векторного 
пространства Е может быть определено системой уравнений. 

Пусть, в частности, У — подпространство конечной фактор- 
размерности р, так что ортогональное к нему подпространство 
У’, по теореме 1, имеет размерность р; если (а;) — его базис, 
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то У есть пересечение р гиперплоскостей а; (0); иными словами, 
р уравнений а; (1) =0 (1<i<p) образуют систему уравнений 
подпространства И, левые части которых являются линейно 
независимыми формами. 


Отметим еще, что предложение 9 ἃ ὃ равносильно следующему 
утверждению, обобщающему часть утверждения в) теоремы 1: 


ПрЕдложЕНИЕ 10. Пусть ТУ — произвольное подпространство 
векторного пространства Е; если У’ — подпространство в Εν, 
ортогональное к Е, то подпространство в Е, ортогональное 
к Г’, совпадает с ТУ. 

Действительно, V’ есть множество тех линейных форм X, для 


-ι 
которых VC 2’ (0); принимая во внимание предложение 9, видим, 
что подпространство в Ё, ортогональное к И’, есть пересечение 
всех гиперплоскостей, содержащих Г, и, значит, совпадает с У. 


Замечание. Для подпространств пространства Е* не суще- 
ствует аналога предложения 10; если У’ — подпространство в E*, 
< имеющее бесконечную размерность, TO подпространство в E*, орто- 
гональное к подпространству V пространства Е, ортогональному KV’, 
может не совпадать с У’ (упражнение 9) *). 


Наконец, если принять во внимание предложение 9, из третьей 
части теоремы 1 вытекает, что если подпространство V вектор- 
ного пространства Ё есть пересечение конечного числа гиперплос- 


= 
костей x; (0), то каждая линейная форма на Е, аннулирующаяся 
на У, есть линейная комбинация форм ti. 


7. Линеиные уравнения 


Пусть Ё и F— А-модули. Каждое уравнение вида и (x) = Yo, 
где неизвестное х принимает значения из Ё, и — линейное ото- 
бражение Ё в F u y, — заданный элемент из А, называется линей- 
ным уравнением; Yo называется свободным членом (или правой 


*) Как мы позже узнаем, можно, наделяя Е и Е* надлежащими топо- 
логиями и рассматривая в E и E* лишь подпространства, замкнутые в этих 
топологиях, восстановить полную симметрию в свойствах E u Е* также 
в случае, когда Е бесконечномерно. 
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частью) этого уравнения; линейное уравнение, в котором у, =0, 
называется однородным. 


Примеры. 1) Линейное уравнение u (x) = Yo, в котором и — 
линейная форма на E (и, следовательно, F = A), называется ска- 
лярным. Система уравнений 


а, eh (LE 2), (7) 


где (2,)сг— заданное семейство линейных форм на Ё, (Mer — 
заданное семейство элементов из А, имеющее то же множество 
индексов, а неизвестное x принимает значения из Ё, называется 
системой линейных (скалярных) уравнений или просто линейной 
системой; элементы M, называются свободными членами системы; 
если все они равны нулю, система называется однородной. 
Система (7) линейных уравнений равносильна одному линейному 


уравнению и (т) = yo, где за F принято Αἱ, за y, принято (m), а и 
означает отображение х—> ((х, x,)) модуля E 8 F. 


Более общим образом, каждая система линейных уравнений 


и, (x) =, (LEZ), 


где и, — линейное отображение Е в модуль F,, а y, (для каждого 
‘Е Г) —заданный элемент из А, равносильна одному линейному 


уравнению и (5х) =у, где и— отображение (u) модуля Е в Е=| | Рь 
L 
а y=(y,)- 
Пусть Е — унитарный А-модуль, обладающий базисом (ал)лт.- 
Если положить r= >) ἔλα; и ax =(ал, x), то система (7) примет 
À 


вид 


> Hann (υΕ JZ). (8) 
NEL 


Обратно, отыскание семейства (ξλ)λει, скаляров такого, что 
ξλ--0 для всех кроме конечного числа индексов À и соотношение (8) 
выполняется для каждого LE /, равносильно отысканию решения 


М, х= ΡΣ Ехал (где (a) — 


канонический базис прямой суммы E) и x, означающими 


системы линейных уравнений (7) с Е = А 
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соответственно линейные формы 2 —> У Eau: Ел называются неиз- 
À 


вестными системы (8), Ay, — ee коэффициентами. 


В случае, когда кольцо А некоммутативно, во избежание всяких 
недоразумений систему (8) называют системой левых скалярных ли- 
нейных уравнений. Аналогично система 


У ев =т, (ΕΠ 

ЛЕГ, 
называется системой правых скалярных линейных уравнений, относи- 
тельно неизвестных &, (лишь конечное число которых отлично от ну- 
ля); G,, по-прежнему называются коэффициентами, N, — свобод- 


ными членами такой системы, которая, впрочем, сводится к системе 
вида (8), если считать Enr M И 4,, принадлежащими кольцу A1, npo- 


тивоположному А. 


В постоянном предположении, что (ал) — базис модуля E, 
соотношение и (2) =у, равносильно, в прежних обозначениях, 
соотношению 


>=, (9) 
ЛЕТ, 


где by =u(a,). Обратно, отыскание семейства (ξλ)λει, (в котором 
En =0 для всех кроме конечного числа индексов A), удовлетворяю- 
щего соотношению вида (9), равносильно разрешению линейного 


уравнения и (2) -- Yo, где неизвестная = >) &а) принимает зна- 
À 


te -» a 
чения из Ё = A”), (αχ) — канонический базис прямой суммы Е ии — 
линейное отображение Е в F, определяемое соотношениями 
u(a,) = by для всех ЛЕГ, ($ 2, следствие 2 предложения 3). 


°2) Решением системы линейных дифференциальных уравнений 
Τι 

yi (2)— δ) ay; (=) у; (®) =: (2) (sis) (10) 
1=1 


на открытом интервале /=]а, В[ вещественной прямой В, где a;; 

и ὦ; — определенные на J вещественные функции, называется конеч- 

ная последовательность (у;), <;<„) Дифференцируемых вещественных 
EEE 


функций на Г, удовлетворяющих п соотношениям (10) для каждого 
x € Г. Отыскание таких решений равносильно разрешению одного линей- 
ного уравнения. Действительно, пусть # — множество всех отображений 
x — (z;(x)) интервала Г в В" и Е — подмножество этого множества, 
образованное теми отображениями, в которых функции 21 (x) (1 <i <n) 
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дифференцируемы на Г; F есть векторное пространство над В, а Е — 
его подпространство; функция b(x)—(b;(x)) есть элемент пространства F; 
наконец, если для каждой функции у= (у;) € Е положить 


τι, 


и a — QUES Œ: : . 
(υ) (y: À 217) gen? 


TO y— u(y) будет линейным отображением Е B F. A тогда разрешение 
дифференциальной системы (10) равносильно разрешению линейного 
уравнения и (у) =6.. 

Замечание. Допуская вольность речи, задачу, равносиль- 


ную разрешению линейного уравнения, часто называют линейной 
задачей. 


Если и (1) = y, — заданное линейное уравнение, то уравнение 
u(x) = называют однородным линейным уравнением, ассоцииро- 
занным с U(X)=Y, (и говорят также, что оно получается путем 
отбрасывания в уравнении и (x) = уу свободного члена). Аналогично 
систему (z,x2)=0 (Е Г) называют однородной системой, acco- 
циированной с системой (7). 


ПрЕедложЕНнИЕ 411. Ecau x, — решение линейного уравнения 
и (т) =у,, то множество всеф решений этого уравнения совпа- 
дает с множеством элементов Lo + Tir где x, пробегает множество 
всех решений однородного уравнения, ассоциированного с и (т) = Yo. 

Действительно, соотношение и (2) == у, записывается в виде 
и (х) = и (х,), τ. е. μί(α--αο)--0. 


Иными словами, если уравнение u (x) = у, имеет хотя бы одно 
решение zx), то множеством всех решений этого уравнения слу- 


ЖИТ To Lu (0). Заметим, что и (0) является подмодулем модуля Е 
и, значит, не пусто, ибо во всяком случае содержит 0 (называемый 
нулевым или тривиальным решением однородного уравнения 
и (x) =0). 

В силу предложения 11, для того чтобы линейное уравнение 
и (x) = у, имело не более одного решения, необходимо и достаточно, 


чтобы и (0) = {0} (иными словами, чтобы ассоциированное одно- 
родное уравнение не имело нетривиальных решений); в этом слу- 
чае линейное уравнение и (x) =у имеет не более одного решения 
при каждом y € F (или, что то же, и есть изоморфизм Е 8 F). 
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8. Линейные уравнения на векторном пространстве 


Мы ограничимся в дальнейшем изучением скалярных линейных 
систем (7), где Ё — векторное пространство над телом К (комму- 
тативным или нет). 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Система скалярных линейных уравнений 


2, B= Th (VE), (7) 


где неизвестная х принимает значения в векторном простран- 
стве Е, называется системой конечного ранга, если подпростран- 
ство сопряженного пространства E*, порожденное семейством. 
(χι), конечномерно; его размерность называется рангом системы (7). 


Система (7), не являющаяся системой конечного ранга, назы- 
вается системой бесконечного ранга. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 12. Для того чтобы система скалярных линей- 
ных уравнений (7), где неизвестная x принимает значения из 
векторного пространства Е над телом К, имела конечный ранг г, 
необходимо и достаточно, чтобы линейное отображение x —> ({x, xi}} 


пространства Е в К. было отображением ранга г. 

Обозначим линейное отображение х—> ({х, x,)) через и и под- 
пространство сопряженного пространства Z*, порожденное семей- 
ством (αι), — через 7’. Подпространство У пространства Ё, ортого- 


À 
нальное к У’, есть не что иное, каки (0); если И’ г-мерно, то У име- 
et BE факторразмерностьх, и обратно (теорема 1,6)), a отсюда, всилу 
предложения 10 $3, и следует справедливость утверждения. 


ТЕОРЕМА 2. Пусть 
(1, 2) =, (VE) (7) 


— система скалярных линейных уравнений на векторном про- 
странстве E относительно тела К, имеющая конечный ранг Τ. 
Для того чтобы эта система имела по крайней мере одно реше- 


ние, необходимо и достаточно, чтобы равенство У т.о, =0 (где 
| kb 


(Οι) — семейство скаляров, отличных от нуля лишь для конеч- 
ного числа индексов) всегда влекло равенство У! MO = 0. Если ху — 
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какое-нибудь решение этой системы, то множество всех решений 
имеет вид x, + У, где У — подпространство факторразмерности т 
пространства E. 

Необходимость сформулированного условия существования 
решения системы (7) очевидна. Докажем, что оно достаточно. 
Среди форм zx существует г форм Li, (1<k<r), образующих 
базис подпространства V’ 8 E*, порожденного всеми 2, ($ 3, 


теорема 2). Таким образом, для каждого индекса 1, отличного 
r 


от всех индексов L,, имеем 2, = > X „Pr. ‚; в силу условия, верно 


τ 


г 

Q u 
также Y= : ηι, Pr 5 следовательно, множество всех решений 

k= 


системы (7) совпадает с множеством всех решений частичной 
системы 


a m,)=m, (1<k<r). (11) 
Но, согласно предложению 12, линейное отображение x —> ((z, αι, )) 


пространства Е в Κ᾿ (обозначенное нами через и) есть отобра- 
жение ранга г, иначе говоря, отображение на КАТ; это показы- 
вает, что система (11) обладает по крайней мере одним решением 
Xo} согласно предложению 11, множеством всех решений служит 


-1 
& + И, где V=u (0), причем У имеет факторразмерность г. 


Всякая система (7), состоящая из конечного числа т уравнений, 
имеет конечный ранг г, причем r< т; точно так же, если E — про- 
странство конечной размерности п (что соответствует случаю си- 
стемы (8), содержащей лишь п неизвестных), то его сопряженное 
Е* п-мерно, а значит, г< п. 

В частности: 


Следствие 1. Система скалярных линейных уравнений на век- 
торном пространстве, образованная конечным числом уравнений, 


в левых частях которых стоят линейно независимые формы, всегда 
обладает решением. 


Следствие 2. Для того чтобы однородная система линейных 
уравнений (8) относительно п неизвестных (с коэффициентами 


из тела К) обладала нетривиальными решениями, необходимо 
и достаточно, чтобы ее ранг был < п. 
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В частности, так всегда будет, если всех уравнений системы — 
конечное число < п. 


CHENCTBHE 3. Для того чтобы линейная система (8) (с коэф- 
фициентами и свободными членами из тела К), состоящая из Τι 
уравнений с п неизвестными, обладала одним и только одним реше- 
нием, необходимо и достаточно, чтобы ассоциированная с ней 
однородная система не имела нетривиальных решений (или, что 
то же, чтобы левые части уравнений системы были линейно неза- 
висимыми формами). 


Замечание. Критерий существования решения системы (7), 
сформулированный в теореме 2, уже не является достаточным, когда 
это система бесконечного ранга; например, если х, — координатные 
формы в бесконечномерном пространстве Ё =К τ ) (п° 4), то критерий 
теоремы 2 выполняется при любых свободных членах, поскольку αἱ 


линейно независимы; но система (7) допускает решение только тогда, 
когда все Π;, за исключением конечного их числа, равны нулю. 


9. Сопряженное линейное отображение 


Пусть Е и F — А-модули, E* и F* — сопряженные модули 
и и — линейное отображение € в Г. Для каждой линейной формы 
y €F* композиция z’=y'ou есть линейная форма на Ё. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5. Отображением ‘и, сопряженным в линей- 


ному отображению и модуля Е в модуль Е, называют отображе- 
ние y—y’ ou сопряженного к F модуля F* в сопряженный к Е 
модуль E*. 


Таким образом, сопряженное отображение ‘и определяется 
тождеством относительно XU Y’ 


(u(x), у’) = (2, 'u(y’)). (12) 
Отображение ‘и линейно, ибо для всех y Е F*, 2' Е F* иЛЕА имеем 


(y'+z')ou=y'outz'ou u(yA)eu=(y’ou)A. Ecuu u u v— линей- 
ные отображения Ё в F, το 


(u+v)='u+'v (13) 


t 


и 
(Ли) = Mu (14) 
для каждого A, принадлежащего центру кольца A. 
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Пусть G — третий А-модуль, и — линейное отображение EL 
в Рио — линейное отображение F в G; согласно (12), имеем, 


тождественно относительно хЕЁи ZEG*, 


(о (и (2)), =”) =(и(2), 'v(z’))=(z, в (‘0 (α)), 


откуда 
(vou) = Що". (15) 


В случае, когда Ё и F — унитарные А-модули, обладающие 
конечными базисами и, значит, отождествимые каждый со своим 
вторым сопряженным (n° 4), тождество (12) показывает, что 
отображение '('и), сопряженное к отображению ‘и, совпадает с u 
и что каждое линейное отображение F* в E* является сопряжен- 
ным к некоторому линейному отображению E BF. 


ПреЕдложЕНИЕ 13. Пусть и — линейное отображение модуля Е 
в модуль F. Для того чтобы элемент, у’ Е F* был ортогонален, к под- 
модулю и (Е) модуля Е, необходимо и достаточно, чтобы ‘u (y’)=0. 

Действительно, согласно (12), отношение «(и (5х), у’)=0 для 
каждого ХЕЁ» равносильно отношению «ία, 'и (у’))=0 для 
каждого хЕЁ», τ. e. отношению ‘и (y’)=0. 

В случае, когда Ё и F — векторные пространства, из пред- 


ложений 13 и 10 вытекает следующая характеристика подпро- 
странства и (Ё): 


ТЕОРЕМА 3. Пусть и — линейное отображение векторного 
пространства E в векторное пространство F и v='u — сопряжен- 
ное отображение Е* в E*. Для того чтобы уравнение и (1)= У 
имело хотя бы одно решение (т. ο. чтобы y„Eu(E)), необходимо 
и достаточно, чтобы у, было ортогонально в подпространству 


у’ =) (0) пространства ΡῈ, 

Действительно, согласно предложению 13, И’ есть подпро- 
странство в F*, ортогональное к uU (Z), и значит (предложение 10) 
и (Е) есть подпространство в F, ортогональное к У’. 


Следствие. Для того чтобы линейное отображение и векторного 
пространства Е в векторное пространство Е было отображе- 


нием Е на Е, необходимо и достаточно, чтобы ‘и было изомор- 
физмом F* в Εξ, 
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Будем далее предполагать, что E и F — векторные простран- 
ства, и сохраним обозначения теоремы 3; в силу предложения 5, 
сопряженное к подпространству и(Ё) пространства F изоморфно 
F*/V" (поскольку и (Ё) обладает в Ё дополнением); но, согласно 
определению V’, F*/V’ изоморфно ‘и (F*); таким образом: 


ТЕОРЕМА 4. Если и — линейное отображение векторного про- 
странства E в векторное пространство F, то сопряженное к под- 
пространству u(E) пространства F изоморфно подпространству 
‘и (Е*) пространства Е*. В частности, если и — отображение 
конечного ранга, то и u 'и имеют одинаковый ранг. 


10. Контрагредиентиые изоморфизмы 


ПредложениЕ 14. Пусть и — изоморфизм модуля E на модуль Е; 
тогда ‘и есть изоморфизм Ε на Е*; если v — изоморфизм, 
обратный к u, то !v —изоморфизм, обратный κα. 

Действительно, так как х’=уУ’ои влечет γ΄ -Ξ2΄ οὐ, то 


изоморфизм F* на E*, а'г — обратный ему изоморфизм. 


lu есть 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 6. Пусть и — изоморфизм модуля Е на модуль Е. 
Изоморфизмом, контрагредиентным K и (или отображением, 
контрагредиентным в и), называют изоморфизм u, сопряженный 
в изоморфизму, обратному и (равный, согласно предложению 14, 
изоморфизму, обратному к ‘w). 


‚ Таким образом, изоморфизм и определяется тождеством от- 

носительно LEE и x’ € E* 
τ / / 

(ale), we ))=(2, 2). (16) 

Если E u F обладают конечными базисами и, значит, отожде- 

ствимы каждое со своим вторым сопряженным, то и есть отобра- 

жение, сопряженное к "u, и, значит, изоморфизм, контрагредиент- 

ный К U. 
Упражнения. 1) Пусть A — кольцо без делителей нуля. 


Показать, что если Е — А-модуль, имеющий ненулевой аннулятор, 


то сопряженный модуль E* сводится к 0. 
2) Показать, что модуль, сопряженный к полю © рациональных 


чисел (рассматриваемому как 7-модуль), сводится к 0. 
3) Показать, что прообраз нуля относительно канонического 


отображения x > x А-модуля Е в его второй сопряженный Е** есть 
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подмодуль Ly BE, ортогональный к E*. Привести пример, где E* и Ey 
не сводились бы к 0. [Рассмотреть модуль, содержащий элемент, в анну- 
ляторе которого имеется элемент, не являющийся делителем нуля.] 

4) Пусть Е — модуль, М — его подмодуль и М’— подмодуль 
8 E*, ортогональный к М. Пусть, далее, хм для каждой линейной 
формы x’ на Е есть сужение x’ на М; отношение хм = ум равносильно 
отношению х’— y'€M’'; x’ > ты есть линейное отображение Е* 


в модуль M*, сопряженный к М, а ассоциированное взаимно однознач- 
ное отображение есть изоморфизм Е*/М’в М*. Привести пример, где 
этот изоморфизм не отображал бы Е*/М’на М*, т. е. где существо- 
вала бы линейная форма на М, не продолжаемая до линейной формы 
на Е. [Принять E=A, где À — кольцо целостности, и в качестве М 
взять главный идеал кольца A, отличный от A.] 


5) Пусть Е означает А-модуль, a Е, — его подмодуль, ортого- 
нальный кЁ*; привести пример, где E,={0}, но существует подмодуль M 
модуля Ё такой, что подмодуль М" в Е, ортогональный к подмодулю M' 
в Е*, ортогональному к М, отличен от М. [См. упражнение 4.] 

6) Пусть Е — модуль, являющийся прямой суммой своих под- 
модулей М и N. Обозначим через Е, (соответственно M,, №) подмо- 
дульв Е (соответственно в М, №), ортогональный к Е* (соответственно 
к M*, №*); пусть, далее, М’ (соответственно №’) — подмодуль в E*, 
ортогональный к М (соответственно к №), и М” (соответственно №”) — 
подмодуль в Е, ортогональный к М’ (соответственно к №’). Показать, 
что Ey =Myt+ Nos Мо=мМ Г №, No=N ГМ”, М"=М-+М№=мМ-Е.. 

7) Пусть V и И’ — подпространства произвольного векторного 
пространства E, а У’и W’ — ортогональные к ним подпространства 
сопряженного пространства E*. Показать, что подпространством 
в E*, ортогональным к V (|W, является V’+W'. 

8) Привести пример модуля Е, обладающего подмодулями M 
и N такими, что подмодуль в E*, ортогональный к М [\ №, отличен 
от M'+N’, где М’и N’ — подмодули в E*, ортогональные соответ- 
ственно к М и N. [Взять E=A,, где A — кольцо без делителей нуля, 
обладающее единицей, но не допускающее тела левых отношений 
(см. гл. I, $ 9, упражнение 9).] 

*9) Пусть Е — бесконечномерное векторное пространство. По- 
казать, что: 


a) Каноническое отображение x > x пространства Е в Е** есть 
изоморфизм Е в Е**, но не отображает Ё на Е**. 


6) В Е* существует бесконечномерное подпространство У’ такое, 
что подпространство в E*, ортогональное к подпространству У 8 E, 
ортогональному к V’, отлично от ТУ’. [Принять за У’ подпространство, 
порожденное координатными формами, соответствующими базису 
пространства E.] Вывести отсюда существование такого бесконечного 
семейства (V,) подпространств пространства E, что подпространство 
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в E*, ортогональное к N} V,, отлично от pi Vi, где У, — подпро- 
ι ι 
странство в E*, ортогональное к V.. 

в) Показать, что в E* существуют такие бесконечномерные под- 
пространства V’ и W’, что подпространство в Е, ортогональное 
KV’ ΠΗ’, отлично от V+W, где У и W — подпространства в Е, 
ортогональные соответственно к V’ u W’. [Использовать 6).] 


10) Показать, что теорема 2 для частного случая конечной системы 
линейных уравнений есть следствие теоремы 3. Напротив, для линей- 
ной системы (7) конечного ранга, образованной бесконечным множе- 
ством уравнений, критерии, получаемые путем применения теоремы 2, 
с одной стороны, и теоремы 3, с другой (если принять за и отображе- 
ние x -> (ία, &,)) и взять Yo—(n,)), различны. [Заметить, что при 


каноническом отображении на свое второе сопряжение К 5 ) отождеств- 
ляется с подпространством сопряженного к x и что, с другой сто- 


роны, подпространство сопряженного к К : ‚ Ha котором аннули- 


руется lu, имеет факторразмерность г.] | 
11) Пусть и — линейное отображение модуля Е в модуль F 
и v=‘'u; показать, что для каждого подмодуля М модуля Е подмоду- 


=i 
лем Β Е*, ортогональным к u (М), служит v (M'), где М’ — подмодуль. 
в E*, ортогональный к М; для каждого подмодуля N’ модуля F* 


подмодулем в Е, ортогональным к υ(Ν’), служит Ἢ (№), ге N— 
подмодуль в E, ортогональный к N’. 

12) Пусть Е и Е — векторные пространства, и — линейное ото- 
бражение E в F, У— подпространство пространства Е и У’ — под- 
пространство пространства E*, ортогональное к У. Показать, что 
сопряженное к u(V) изоморфно факторпространству fu(F*)/(V’N!u(F*)). 
Если W’ — подпространство в ΕΞ, для которого !u(W’) 
конечномерно, а И’ — подпространство в F, ортогональное к W’, 
то !u(W’) изоморфно сопряженному к факторпространству 
u(E)/(W N u(£)). 

13) Пусть u — линейное отображение векторного пространства 
Е в векторное пространство F. Для того чтобы и было изоморфизмом Е 
в Ё, необходимо и достаточно, чтобы fu было отображением F* на E*. 
[Для установления необходимости условия показать, что для любой 
линейной формы x’ на Е и базиса (а) пространства E существует 
линейная форма у’ на F такая, что (a,,x2’)=(a,, (и (y’)) для каждого ι.] 

14) Пусть М — простой А-модуль. 

а) Если aM={0} для каждого а € А и М состоит из р элементов: 
(где р — простое; см. $ 1, упражнение 20), то модуль, сопряженный 
к М, изоморфен правому идеалу кольца А, образованному всеми эле- 
ментами р-го порядка правого аннулятора этого кольца. 


IN 
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6) Если M—Aa для некоторого a € M (§ 1, упражнение 20) 
иа — аннулятор элемента а, то модуль, сопряженный к М, изомор- 
фен правому аннулятору b множества а в А. Для того чтобы b = {0}, 
необходимо и достаточно, чтобы существовали левые идеалы кольца A, 
изоморфные M. В этом случае подмодуль M, в М, ортогональный 
к модулю M*, сопряженному к М, сводится к {0}. 

*15) Распространить предложение 9 и теоремы 3 и4 на вполне 
приводимые модули ($ 1, упражнения 22 и след. и гл. I, $ 6, упражне- 
ние 18), никакой простой подмодуль которых не имеет сопряженного, 
еводящегося к {0}. 

*16) Пусть Е — векторное пространство конечной размерности 
п > 1 над полем К; показать, что не существует изоморфизма Фф этого 
пространства А на Ё*, зависящего лишь от заданной в Ё стуктуры 
векторного пространства. [Заметить, что для такого изоморфизма @ 
отображение (x, у) > (x, P(y)) произведения EXE в К было бы 
инвариантным (гл. I, $ 7, n° 4) относительно всякого автоморфизма и 
пространства Ё, иными словами, каков бы ни был автоморфизм и, 
тождественно выполнялось бы равенство (x, ф (y))=(u (x), @ (и (y))).] 


$ 5. Сужение тела скаляров 


Пусть ЕЁ — векторное пространство относительно тела К. 
При сужении области операторов заданного на Ё внешнего закона 
πο подтела Ку тела К Е становится векторным пространством 
относительно Κρ. В этом параграфе будет исследована связь 
между двумя определенными так структурами векторного про- 
странства в £. 


1. Базисы относительно подтела 


Как мы знаем ($31, n° 2), тело К является левым векторным 
пространством относительно Ку. 


ПредложЕНИЕ 1. Если (άλ)λει, — базис Ё относительно К u 
(Bu)uem — базис К относительно Κρ, то семейство (Buda), wezxm 
является базисом E относительно Ку. 

Действительно, очевидно, семейство (Вал) порождает E, 
рассматриваемое как векторное пространство над Κα. С другой 
стороны, оно является свободным семейством в этом векторном 


пространстве; в самом деле, соотношение = θλμβμάλ--0, где 
A, и 


Owe Κο и ϱλμ--0 для всех кроме конечного числа пар (A, μ), 
16* 
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может быть запибано в виде У (У Oxyuby)a,=0 и, значит, вле- 
AM 
чет >) Qrußu=0 для всех A; а для каждого À соотношение У θλμβμ--0 
μ m 
влечет Qau—Ù для всех μ. 


Следствие. Если [E:K] u |Κ: Ky] определены, то определено 

также [Е :К\| u 

Ед: RULE ¢ 2G). (1) 
Обратно, если |E: Κα] определено, то определены также LE : К] 
u [K : K,] и имеет место равенство (1). 

Первое утверждение есть непосредственное следствие предло- 
жения 1. Обратно, если [Ё:К,| определено, то каждый базис 
пространства Ё относительно Ky, и в частности базис, опреде- 
ленный в предложении 1, конечен, а это влечет. конечность мно- 
жеств индексов Lu М. 


2. Первичные элементы вевторного подпространства 


Пусть (a,)ıer — базис векторного пространства Ё над телом К. 


Для каждого элемента x= Ува, из Ё обозначим через J (x) 
LEI 


(конечное) множество тех индексов LE /, для которых &, #0. Оче- 
видно, xO тогда и только тогда, когда J (x) == ©. 


ПрЕдложЕНИЕ 2. Пусть У — подпространство векторного 
пространства E и J (xr), где тЕТ, — минимальный элемент мно- 
жества всех J (у) С. Г, соответствующих элементам y#O из V (yno- 
рядоченного по включению). Гогда для того, чтобы элемент ZEV 
удовлетворял условию J (2) J (x), необходимо и достаточно, чтобы 
он имел вид 2=gr, где QE Κ, и тогда либо z—0, либо J (z)=J (x). 


Последнее утверждение очевидно. Пусть теперь x= У ξιαι, 
L 
z= δ, Ва, таково, что J (z)C_J (x), и х — какой-нибудь индекс 
L 


из J (x), так что &,—0. Положим 0=Е Е» u 2'=2— ох. Тогда /(2') © 
СУ (x) их У (2'), поэтому (2) # У (x) и, следовательно, 2’=0. 


В тех же предположениях и обозначениях, предложение 2 
означает, что задание J (x) определяет х с точностью до скаляр- 
ного множителя; в частности, этот множитель всегда можно 
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выбрать так, чтобы сделать одну из компонент ξι элемента х paB- 
ной 1. Это оправдывает следующее определение: 


ОпРЕДЕЛЕНИЕ 1. Пусть V — подпространство векторного про- 
странства Е. Элемент zE V называется первичным элементом 
этого подпространства относительно базиса (αι)ιει простран- 
ства Е (или, если можно не опасаться недоразумения, просто 
первичным элементом подпространства Т), если он удовлетворяет 
следующим двум условиям: 

a) J (x) есть минимальный элемент упорядоченного по включе- 
нию множества Sy mex J(y)C Г, которые соответствуют эле- 
ментам {5:0 из V; 

6) хотя бы одна из компонент &, элемента x равна 1. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Множество всех первичых элементов из У 
является системой образующих этого подпространства. 


Пусть 2= > Ea, — элемент из И; доказательство того, что 2 
(A 


есть линейная комбинация первичных элементов, проведем индук- 
цией по числу п элементов множества J (x). При п=0 наше утвер- 
ждение очевидно; предположим, что n > 0. Среди всех ненулевых 
элементов ΖΕΥ͂, для которых У (2) С. J(x), выберем элемент y= 


= У ma, y которого J (y) содержит наименьшее число элемен- 
L 


тов; тогда J (у) минимально в (y; согласно предложению 2, можно, 
в случае необходимости умножив предварительно у на надлежа- 
щий скаляр, считать, что существует хЕУ (и), для которого ηχ-Ξ1, 
так что у первичен. Пусть z=x—E&,y; 2 принадлежит У и J (2) 
содержит не более n—1 элементов; значит, 2, а следовательно 
и т, есть линейная комбинация первичных элементов. 


3. Первичные решения системы линейных уравнений 


Рассмотрим сначала однородную линейную систему 
‚ де = 0 vel 2 
2 ξλ № ( € ) ( ) 


с коэффициентами a, из К. Всевозможные ее решения (ζλ)λει, 
составленные из элементов тела А, образуют векторное подпро- 


L 
странство У пространства E=K\”; первичные элементы этого 
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подпространства V относительно канонического базиса простран- 
ства E будут называться первичными решениями системы (2). 
Пусть теперь дана неоднородная линейная система 


У Вал = ηι (ves), (3) 
ЛЕГ, 


где коэффициенты ©), и свободные члены M, принадлежат К; 
сопоставим ей однородную систему 


D Вам — Е =O (LEI) (4) 
ЛЕГ, 


относительно неизвестных ξ и ξλ; будем, по определению, назы- 
вать решение (ζχ) системы (3) первичным, если решение системы (4), 
образованное элементами &, и E=1, есть первичное реше- 
ние этой однородной системы. 


ПрЕдложЕНИЕ 4. а) Подпространство в К“, образованное 
всеми решениями системы однородных линейных уравнений (2), 
порождается множеством первичных решений этой системы. 

6) Неоднородная линейная система (3), имеющая тотя бы одно 
решение, имеет хотя бы одно первичное решение. 

Действительно, а) непосредственно вытекает из предложения 3. 
Применение а) к системе (4) показывает, что если (3) имеет хотя 
бы одно решение (ζχ), то решение системы (4), образованное 
всеми U, и &=1, является линейной комбинацией первичных 
решений этой системы; отсюда следует, что (4) обладает по край- 
ней мере одним первичным решением, в котором & == 0; умножив 
это решение Ha &1, мы и получим первичное решение системы (4), 
в котором &=1. 


ПьЕдложЕНИЕ 9. Ёсли коэффициенты Ay, и свободные члены Ny 
системы скалярных линейных уравнений 


> Саи = M (3) 
ЛЕГ, 


принадлежат подтелу К, тела К, то первичные решения (ζχ) 
этой системы состоят из элементов этого подтела. 

В силу определения первичных решений, достаточно про- 
вести доказательство для однородного случая (1, =0 при всех ι). 
Будем рассматривать А как правое векторное пространство над Κρ, 
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и пусть À — его подпространство, порожденное элементами Cy 
первичного решения системы (2); F содержит единицу тела К 
и конечномерно, а потому ($ 3, теорема 2) обладает базисом 


(&,)o<i<n ΟἸΒΟΟΗΤΘΠΡΗΟ Ку, в котором &=1. Для каждого AE L 
n 


имеем =» Ci, где Cai принадлежат Κρ. Подставляя в (2), 
i=0 


получаем 


2: (2. Crim) =0 (LE), 


р 
откуда следует, что >, ζλιάλι--0 для всех i (O<i<n) и всех ι. 
| ; 


Иными словами, (ἕλ) для каждого значения i есть решение 
системы (2); тем самым это относится, в частности, ик (Cao). Так 
как бло равно нулю всякий раз, когда ζλ равно нулю, a (Ca) есть 
первичное решение системы (2), то предложение 2 показывает 
тогда, что, для каждого A, бло = об», где оЕК. Кроме того, по- 
скольку (ζχ) — первичное решение, существует WE L, для которого 
ζμ--Ί, т. е. ζμ--8ῃ; по определению элементов Lai, имеем тогда 
Со = 1 Gui =0 при 1 < {< п; отсюда следует, что о =1 и потому 
En = C0 € Ky для всех À. 


Замечание. Предложение 5 показывает апостериори, что 
понятие первичного решения системы линейных уравнений зависит 
лишь от тела, порожденного коэффициентами и свободными членами 
системы, но не OT надтела, в котором рассматриваются все решения 
этой системы. 


Предложения 4 и 5 показывают, что справедлива 


ТЕОРЕМА 1. a) Подпространство в KS”, образованное всеми 
решениями системы однородных линейных уравнений (2), коэффи- 
циенты которой принадлежат подтелу Ку тела К, порождается 
множеством Mex решений, которые состоят из элементов этого 
подтела. 

6) Если какая-нибудь линейная система (3) с коэффициентами 
и свободными членами, принадлежащими Κα, допускает решение, 
состоящее из элементов тела К, то она допускает решение, состоя- 
yee из элементов подтела Ку. 
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4. Применение x пространству линейных соотно- 
зиений между заданными элементами векторного 
пространства 
Пусть 5 = (a,)ıer — заданное семейство элементов векторного 

пространства Ё над К. Напомним, что пространством линейных 

соотношений между элементами семейства 7%; мы назвали (8 1, 

n° 8) подпространство У (5%) прямой суммы К), образованное 

теми ее элементами (Ё,),сг, для которых 


2 2a =U (5) 


в пространстве Ё; мы будем называть & коэффициентами линей- 
ного соотношения (5). Линейные соотношения (5), для которых (ξι) 
есть первичный элемент подпространства V (5) относительно. 
канонического базиса пространства К, будут называться пер- 
вичными соотношениями между элементами αι. 


| a 
Пусть (er)1er — базис пространства Ё и а, = У след; соотно- 


| λει, 

шение (5) равносильно системе однородных линейных уравнений 
У вам =0 (ЛЕГ) (6) 
tel 


относительно ξι. Тем самым V (τ) есть пространство решений 
системы (6), а первичные соотношения между элементами а, 
соответствуют первичным решениям этой системы. 

Поэтому из предложения 5 и теоремы 1 вытекает 


Предложение 6. Пусть (ελ)λει, — свободное семейство элемен- 
тов векторного пространства Е над телом К и (A)ıer — семей- 
ство элементов из E, каждый из которых является линейной 
комбинацией элементов е), с коэффициентами, принадлежа- 
щими подтелу К, тела К. При этих условиях коэффициенты 
первичных соотношений между элементами αι принадлежат Ko. 
и, пространство линейных соотношений между этими элементами 
порождается множеством всех первичных соотношений. 


CrencrBne 1. Если семейство (αι) свободное относительно Ку, 
то оно свободное относительно К. 


(ΟΠΕΠΟΤΒΠΕ 2. Если элемент ЕЕ есть одновременно линейная 
комбинация элементов €, с коэффициентами из Ку и линейная: 
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комбинация элементов а, с коэффициентами из К, то он является 
линейной комбинацией элементов αι с коэффициентами из Ку. 

Чтобы убедиться в этом, достаточно применить предложение 6: 
к семейству, образованному всеми а, и x. 


Следствие 3. Ранг ($3, n° 2) множества А всех a, относи- 
тельно К, равен рангу А относительно К. 

Действительно, в силу следствия 1, максимальное свободное: 
множество ВС. А относительно À, является таковым также отно- 
сительно А, и обратно. 


5. Подтело. ассоцимрованное с подпространетвом 


Пусть В — векторное пространство над телом К, (A,)er — ero 
базис и У — подпространство. Hak мы знаем ($ 4, n° 6), существует 
по крайней мере одна система линейных уравнений («система: 
уравнений подпространства 1») с коэффициентами из К: 


2: а, — (u = M), (7) 


такая, что V совпадает с множеством всех z= >, Eu, где (&,): 
L 


пробегает множество всевозможных решений системы (7), состоя- 
щих из элементов тела К. 


Предложеникв 7. Пусть К, — подтело тела К. Для того 
чтобы подпространство V пространства Е порождалось множе- 
ством V, тех его элементов, компоненты которых (относительно 
(a,)) принадлежат Ку, необходимо и достаточно, чтобы существо- 
вала система уравнений этого подпространства, все коэффициенты 
которой принадлежат Ку. 

Согласно теореме 1, а), условие достаточно. Оно также необходи- 
мо: действительно, И, есть подпространство векторного простран- 
ства Ly относительно Ко, образованного всевозможными линей- 
ными комбинациями элементов A, с коэффициентами из Ko; 
поэтому существует система уравнений (7) подпространства У, 
с коэффициентами из Κρ. Согласно теореме 1, а), У, порождает 
подпространство пространства Е, определяемое той же систе- 
мой; а так как, по предположению, У, порождает в Ё подпро- 
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странство У, то определенная так система (/) и есть как раз 
‘система уравнений последнего в А. 


ПрЕДлОЖЕНИЕ 8. Ёсли подпространство У пространства Е 
‘порождается некоторым множеством элементов, компоненты KOMO- 
рых (относительно (а,)) принадлежат подтелу Ky тела К, то kon- 
поненты всех первичных элементов этого подпространства (отно- 
‘сительно базиса (а,)) принадлежат Κρ. 


Пусть x = >) Ва, — первичный элемент из И; по предположе- 
L 


нию, V порождается семейством элементов by = > Bu, где все By, 
L 


принадлежат Κρ. Покажем, что если (ζχ) — решение системы 


2 „Ви =, (Ε.Π), (8) 


где À — множество Tex ‹ЕГ, для которых &=0 или &=1, то 
z= У ζλὂλ есть не что иное, как x. Действительно, J (2—2)С CH, 
λ 


и следовательно, J(z—x)C У (7), причем J'(z2— x) = J (x), 
поскольку элемент х первичный; значит, в силу предложения 2, 
z—x=Q. Но коэффициенты и свободные члены системы (8) 
принадлежат Κρ; следовательно (теорема 1, 6)), эта система обладает 
решением, состоящим из элементов подтела Ку, чем предложение 
и доказано. 


Предложение 8 подсказывает следующее определение: 


ОпРЕДЕЛЕНИЕ 2. Пусть Е —векторное пространство над телом К, 
(αι) —его базис и V—nodnpocmpancmeo. Подтелом тела К, 
ассоциированным с подпространством У относительно базиса (αι). 
называется тело, порожденное компонентами первичных элементов 
из V относительно (αι). 


Из предложений 7 и 8, если принять во внимание предложе- 
ние 3, непосредственно вытекает другая характеристика подтела, 
ассоциированного с подпространством V: 


ТЕОРЕМА 2. Подтело, ассоциированное с подпространством У 
‘пространства Ё относительно базиса (αι) этого пространства, 
есть наименьшее из подтел Ky тела К, обладающих тем свойством, 
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что У порождается множеством всех своих элементов, компоненты 
которых принадлежат Κρ, а также наименьшее из подтел Ку 
тавих, что существует система уравнений подпространства У, 
все коэффициенты которых принадлежат Ку. 


6. Применение: кольца эндоморфизмов тела относи- 
тельно его подтел 


Пусть А — произвольное тело и &(К)— кольцо эндоморфиз- 
мов его аддитивной группы (без операторов) (гл. I, § 8, n°1); 


£(K) есть часть множества Κ΄ всех отображений К в себя; если 
наделить К^ его структурой левого векторного пространства над К 


(произведением структур векторного пространства его COMHO- 
жителей ($ 1, n° 4); напомним, что произведением ош элементов 
«ЕК ииЕК" служит отображение & —> au (&) тела К в себя), то 
£(K) будет подпространством векторного пространства Κ΄, 
ибо для каждого UE €(K) имеем аи (Е η) =“ (и (Е) Ри (η)) = 
= au (ἓ) + ми (η), каковы бы ни были ἕξ, ци о из К. 

Заметим, что если ЕК, иЕ& (К), вЕЕ (К), то a (uv) = (au) в, 
но, вообще говоря, a(uv) 5Ε и (av). 

Для каждого подтела L тела К обозначим через Ат, тело К, 
наделенное его структурой правого векторного пространства 
над L. Кольцо эндоморфизмов £ (K,) этого векторного простран- 
ства ($2, n° 5) есть подкольцо кольца € (К), образованное теми 
эндоморфизмами и аддитивной группы тела А, для которых и (ἕλ)-- 
= u (£) Л, каковы бы ни были EEK и ЛЕГ; ясно, что £(K,) есть 
также векторное подпространство (левого) векторного про- 
странства &(K) над К. Нашей целью будет охарактеризовать 
среди всех подколец кольца € (К) кольца эндоморфизмов (Кг), 
соответствующие тем подтелам L тела К, для которых размер- 
ность Кг относительно L (которую мы будем для краткости назы- 
вать индексом Г в К) конечна. 


Заметим прежде всего, что (в прежних обозначениях) каждый 
элемент A из L обладает тем свойством, что и (&^)=и (&) À для каж- 
moro EEK и каждого и ξοή/ = «6 (Кг). Обратно, для любого of C 
С (К) множество всех ЛЕХА, обладающих этим свойством, 
есть подтело тела К. Более общим образом: . 
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ΗΡΕΠΠΟΧΚΕΗΜΕ 9. Пусть Е и Е — правые векторные простран- 
ства над телом К и of — некоторое множество представлений 
аддитивной группы (без операторов) Е в аддитивную группу 
(без операторов) F. Множество К, = x (oA) тех ЛЕ К, для которых 
7 (1^) =] (x) À, каковы бы ни были ЕЕ и | Е%, есть подтело тела 
К; Ky есть наибольшее us подтел L тела К таких, что каждое 
Е οἵ есть линейное отображение E в F, где Е и F рассматри- 
ваются как векторные пространства над L. | 

В самом деле, если L обладает этим последним свойством, 
то для каждого ЛЕГ действительно f(xÀ)—f(x)À, каковы бы ни 
были ЕЁ и | ЕД; таким образом, достаточно доказать справед- 
ливость первого утверждения. Прежде всего, К, содержит еди- 
ницу тела K u, значит, не сводится к 0; при этом, если ЛЕК, 
и we Ky, то очевидно A— we Ky и AWE Κρ, так что Ку — под- 
кольцо кольца К. Наконец, если AE Ky À 0, то для всех TEL 
и fEe# имеем }(5) =} (ИЛ) =|Р(а DA, откуда f(xk !)— 
=f(x)A 1, и значит, A1E Kg. 


Мы будем называть тело χ (ο΄), определенное в предложении 9, 
подтелом тела ΚΚ, ассоциированным с множеством представлений . 
В дальнейшем будет рассматриваться лишь случай Ё -- F = Κ; 
в этом случае о есть некоторое множество эндоморфизмов адди- 
тивной группы К. Если, в частности, el состоит из изоморфизмов 
структуры тела. К на структуру его подтела, то X (54) есть не что 
иное, как множество тех элементов из А, которые инвариантны 
относительно всех изоморфизмов FE οἵ; действительно, отноше- 
ние «F(EA)=F(E)A для всех ЕЕК и }ЕоЖ» принимает тогда вид 
7 (5) 1 (^) --}(ἑ}λ и, значит, равносильно отношению «f (À) — À для 
всех fE οὔ». 

Нам потребуется также следующее вспомогательное предло- 
жение: 


Предложение 10. Пусть Е — левое векторное пространство 
над телом К, (αι) — его базис и У — подпространство. Пусть, 
далее, oÙ — некоторое множество эндоморфизмов аддитивной 


группы К и f для каждого [Ε οὐ — отображение Е в Е, определяе- 
мое формулой fr ξιαι) — У, 7 (Е, αι. Если в этих условиях 19) CV 
L L 


для каждого FE M, то подтело χ (4) тела К, ассоциированное с fl, 
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содержит подтело тела К, ассоциированное с У относительно 
базиса (αι). 


Пусть ze E. Очевидно, в обозначениях n° 2, J (f(x) С-/ (x) 
для всех f € о. В частности, если y= У Ma, — первичный элемент 
L 


подпространства У, To из предположения f (V)C V и предложения 
2 n° 2 вытекает, что для каждого EEK существует we К такое, 


что f(&y)=uy. Так как n„=1 для некоторого x, то f (E)=p, и сле- 
довательно, ᾽(ξηι)--}(ξ) N. для каждого индекса ι, каждого &Е К 
и каждого fE о; это означает, что компоненты каждого первич- 
ного элемента из V принадлежат %(e#), откуда, принимая во 
внимание определение 2, и вытекает справедливость предло- 
жения. 


Следствие. Ёсли ο) — некоторое множество таких изоморфиз- 


мов структуры тела К на структуру его подтела, что f(V)C V 


для каждого ]Ε οἵ, то каждый элемент ассоциированного с У 
подтела тела К инвариантен относительно всех изоморфизмов 


FEM. 


Теперь мы в состоянии решить вопрос, поставленный в начале 
этого п°. 


ТЕОРЕМА 3. Пусть К — тело u € (К) — кольцо эндоморфизмов 
его аддитивной группы, наделенное одновременно своей структу- 
рой левого векторного пространства над К. 

а) Пусть Г, — подтело тела К; для того чтобы кольцо эндомор- 
физмов «6 (Κι) правого векторного пространства Kr над L было 
(левым) векторным подпространством в & (К), имеющим конечную 
размерность п над К, необходимо и достаточно, чтобы Г, имело 
в К индекс п. 

6) Пусть ch — подкольцо кольца Ἑ (ΜΚ), содержащее moxde- 
ственное отображение К на себя и являющееся (левым) векторным 
подпространством в & (К) над К; для того чтобы подтело % (A) 
тела К, ассоциированное с οἵ, имело в К конечный индекс п, необ- 
ходимо и достаточно, чтобы οὔ, было размерности п над К. 

в) Пусть Ф — множество всех подтел L конечного индекса 
mena К и Ὁ — множество всех подколец οὔ, кольца £ (К), codep- 
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жащих тождественное отображение К на себя и являющихся 
конечномерными (левыми) векторными подпространствами 
в &(К) над К; L—L£(K,) есть взаимно однозначное отоб- 
ражение Ф на Ч, имеющее своим обратным отображение 
ο —> χ (tt). 

a) Заметим прежде всего, что каждая линейная форма x 
на векторном пространстве Аг есть линейное отображение 
Κι 8 LCK и, значит, эндоморфизм векторного простран- 
ства Аг. 

Предположим, что A; имеет размерность п над L, и пусть 
(a,)ı<i<n —базие Ат, а (αἱ) — сопряженный базис в КТ. Покажем, что 
(a;) есть также базис (левого) векторного пространства & (K,) над 
телом А; действительно, для каждого эндоморфизма и этого. 


тела и каждого элемента х= = a,5; имеем U (x) = > U (a,)$; ый 
i i 


= >) u(a,) αἱ (x); иными словами, в векторном пространстве £ (Kr) 
i 


над К u= 2 и (а;) а:, и значит, элементы а; порождают L (Kz); 


a 


при этом они линейно независимы в £ (Κρ), ибо >; λιαϊ--0 (A; € K) 
i 
означает, что >) A,ai(z)=0 для каждого ЕК, и в частности, 
i 
> Aa; (a;) =0, т. ο. A,=0, для каждого индекса ]. Эта последняя 
t 


часть рассуждения сохраняет силу также в случае, когда Аг 
обладает бесконечным базисом (αι), и показывает, что в этом случае 
координатные формы а; линейно независимы в £ (Kr), так что 
£(K,) в этом случае бесконечномерно над К. 

6) Покажем, что если of — подкольцо кольца 8 (К), содер- 
жащее тождественное отображение К на себя (служащее 
в &(К) единицей) и являющееся п-мерным (левым) векторным 
пространством над К, то тело Г=у (ЖЖ) будет иметь в К 
индекс п’< п; отсюда будет следовать, что oA, которое (по 
определению подтела Г) содержится в (Кг), будет, соглас- 
но а), иметь размерность < п’ и, следовательно, что п’=п 
n £ (Kı)=eH. 

Пусть 6; (1<i<n+1)— произвольные п--1 элементов из Кг; 
мы покажем, что они образуют зависимую систему в Кг, чем 
будет доказано, что размерность Кг, не превосходит п. Рассмотрим 
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отображение u— (и (b,)) пространства of в левое векторное про- 
странство Ау; это — линейное отображение, и его ранг < п, 
поскольку of п-мерно. Пусть У — образ οὐ при этом отображе- 
нии; V есть подпространство в К?*, имеющее размерность < п. 
В обозначениях предложения 10 (и при отнесении АУ" к его кано-- 
ническому базису), для любой пары эндоморфизмов u и υ из ο΄ 
имеем тогда (v(u(b,)))=(v(u(b,))y)EV, поскольку vouk oh; 
иными словами, о (У) С У для каждого эндоморфизма UE ch; зна- 
чит, согласно предложению 10, тело L=y (cl) содержит ΠΟΠΤΘΠΟ: 
тела А, ассоциированное с У (относительно канонического базиса 
в КТ"). Согласно теореме 2, существует система уравнений подпро- 
странства У, все коэффициенты которой принадлежат L; следова- 
тельно (поскольку ТУ имеет размерность < N), существует хотя 
бы одно семейство (λ,), состоящее из п--1 элементов тела L, He 


всех равных нулю, такое, что Уи (ἐν) ^, =0 для каждого эндомор- 
р 


физма UE of; согласно определению подтела L=Y(el), это соотно- 
шение может быть записано также в виде и(У 6,^,) =0; беря, 
i 


в частности, за и тождественное отображение А на себя, полу-. 


чаем > b,A,=0, чем и доказано, что 6, образуют в Кг зави- 
i | 


симую систему. 


Обратно, если предположить of таким, что Аг имеет KoHey- 
ную размерность 7, TO cM, которое содержится в «6 (Кг), в силу a), 
конечномерно, и значит, по предыдущему, размерность Ат равна 
размерности oA. 


в) При доказательстве утверждения 6) мы видели, что если 
MEY и L=y (ct), то © (Κι)--ο. С другой стороны, если LED 
имеет в À конечный индекс п, то cŸ = L (Кг) имеет размерность п 
над А, и значит, тело //' ---χ (ο΄) в К имеет индекс п; так как LCL’, 
то, согласно следствию предложения 1, отсюда вытекает, что L’ 
имеет размерность 1 над L, т. е. что L=1. 


СледствиЕ. L—> £ (Κα) есть убывающее отображение D на VY 
(упорядоченных по включению). Ecau Г, Г’ — подтела конечных 
индексов тела К, то подтело Г” тела К, порожденное множеством 
LL’, будет конечного индекса в К, a £ (Ky) будет пересечением. 
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«6 (Κι) и «6 (Kr); если при этом и тело L[)L’ — конечного индекса 
в К, то Æ(Krnr:) есть наименьшее принадлежащее Ч кольцо, 
содержащее Æ (Κι) и &(Кт,). 

То, что отношение LC L’ равносильно отношению £ (K1) > 
D £ (Κα), вытекает из определения £ (Ат) и теоремы 3; а отсюда 
сразу вытекает сформулированное следствие (то, что тело Г”, 
порожденное множеством L|JZL’, будет иметь конечный индекс 
‘в К, если хотя бы одно из тел L, L’ имеет конечный индекс, выте- 
кает из следствия предложения 1). 


Замечания. 1) Отметим, что доказательство теоремы 3 
сохраняет силу, если в ее пунктах 6) и в) не предполагать, что ch 
содержит единицу кольца &(К), но потребовать лишь, чтобы M 
‘удовлетворяло следующему (более слабому) условию: для каждого 
ненулевого элемента € из К существует и Е cf такое, что и (ξ) - 0. 
Тем самым это условие для подкольца ff B 6 (К), являющегося конеч- 
номерным (левым) векторным пространством над К, влечет, что HM 
содержит единицу кольца 6 (К); заметим, кроме того, что тогда ch 
вместе с каждым своим элементом u, обратимым в 6 (К), содержит 
и обратный ему элемент v; в самом деле, для каждого AEX (A) 
и каждого EEK имеем u(v(EA))=EA, откуда и(ь (ЕЛ) À 1)=Е, τ. e. 
υ(ξλ)λη!--υ(ξ), и, наконец, υ(ἕλ)--υ (Е) À. 

2) Наиболее интересные приложения теоремы 3 относятся к слу- 
чаю поля К; как мы увидим в главе У, отсюда вытекают важные ре- 
зультаты теории Галуа. 


Упражнения. 1) Определим в произведении A—=ZX (Z/(2)) 
структуру коммутативного кольца, приняв за аддитивный групповой 
закон произведение аддитивных законов, заданных на Ди Z/(2), и 
определив умножение формулой (п, 8) (π΄, =’)=(пп’, ne'+n'e+ ee’). 
Пусть A, — подкольцо кольца A, образованное элементами (п, 0), 
имеющее ту же единицу, что и A, и изоморфное кольцу 7. Показать, 
что в 4,-модуле, порожденном каноническим базисом А-модуля A”, 
существуют системы, свободные относительно A, и не свободные отно- 
сительно A. 

*2) Пусть Ку — подтело тела К такое, что [K : Κρ]--2, Е — 
векторное пространство относительно К, Е, — его подмножество, 
являющееся векторным пространством относительно Ко, и У — наи- 
большее подпространство векторного пространства E (относительно К), 
содержащееся в Ey. Показать, что если И’, — подпространство в Ey 
(относительно Ky), дополнительное к Ув Æ,, и И’ — порожденное им 
подпространство в Ё (относительно К), то У (| W={0}, иными сло- 
вами, сумма V--W прямая. [Показать, что если (xx), <k<n— CeMeH- 
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п 
ство элементов из Woy, свободное относительно Ку, TO > Льхь может 
h=1 
принадлежать Е, лишь тогда, когда все A, принадлежат Ky; взяв 
элемент д из А, не принадлежащий Ky, представить коэффициенты 
Лк в виде QUO; где ок и в, принадлежат Κρ.] 

Предполагая Е конечномерным относительно К, показать, что 
если E,u Ej, — векторные пространства относительно Ko, содержащиеся 
в Е, a Уи V’ — наибольшие подпространства пространства E (отно- 
сительно К), содержащиеся соответственно в Ёуи Ey, то для сущест- 
вования автоморфизма пространства Е, преобразующего Е, в Εἰ, 
необходимо и достаточно, чтобы E, и E имели одинаковую размерность 
относительно Κρ, а Ги Г’ — одинаковую размерность относитель- 
но К. 

*3) Пусть Г, — бесконечное множество индексов и К — произ- 
вольное тело. Показать, что мощность каждого базиса векторного 


пространства КГ не меньше мощности множества W(L). [Пусть 

(а) nem — семейство всевозможных различных элементов из КГ, каж- 

дая координата которых равна 0 или 1, Е — порожденное им 

подпространство пространства КГ и NCM таково, что (а) дем 

есть базис пространства E ($ 3, теорема 2); для каждого индекса 

ΕΟΝ пусть a, = > Éuvévs проектируя это соотношение Ha COMHO- 
veN 


жители произведения К Г, показать, применяя теорему 1, что коэф- 
фициенты &,, принадлежат подтелу Ky тела К, порожденному 
элементами 0 и 1; заметив, что Ky счетно, показать, что N и М равно- 
мощны; в заключение воспользоваться теоремой 2 $ Зи упражне- 
нием 24 $1.] 

В случае, когда мощность К не превосходит мощности % (Г), 
показать, что каждый базис пространства К” равномощен % (Г). 

Вывести отсюда, что бесконечномерное векторное пространство 
над полем никогда не изоморфно своему сопряженному. _ 

4) Пусть К — произвольное тело и 6 (К) — кольцо эндоморфиз- 
мов аддитивной группы (без операторов) К; для каждого u€ 6 (К) 
a каждого À € К обозначим через uA эндоморфизм E > u(AE) груп- 
пы К; показать, что сложение и внешний закон (A, и) > uA опреде- 
ляютв & (К) структуру правого векторного пространства над телом К. 
Пусть Г, — произвольное подтело тела К. Показать, что кольцо 
эндоморфизмов правого векторного пространства Кут, есть (правое) 
векторное подпространство в 6 (К), наделенном указанной структу- 
рой. Показать, что в утверждениях 0) и в) теоремы ὃ предположение, 
ЧТО of содержит единицу кольца 6 (К), можно, не нарушая справед- 
ливости заключений теоремы, заменить предположением, что cM 
есть правое векторное подпространство пространства & (К). 


17 н. Бурбаки 
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$ 6. Матрицы 
1. Определение матриц 


ОпРЕДЕЛЕНИЕ 1. Матрицей над непустым множеством Е 
называется всякое семейство (ἀλμ)ο,,μγειχΜ элементов из E, мно- 
жеством индексов которого является произведение двух конечных 
множеств L, М. Семейство (σλμ)μεµ для каждого KE L называется 
строкой с индексом À (или A-ü строкой) матрицы; семейство 
(ἄλμ)λει, для каждого WE M называется столбцом с индексом μ 
(или и-м столбиом) матрицы. 


Наименования «строка» и «столбец» происходят от того, что в слу- 
чае, когда Г и М — интервалы [1, т] и [1, п] натурального ряда, 
элементы матрицы представляют размещенными по ячейкам прямо- 
угольной таблицы, состоящей из т строк (расположенных горизон- 
тально) и п столбцов (расположенных вертикально): 


От ιο +++ Ain 
Qo (оо eee Qon 
Ami Ame ig Qmn 


По условию, если т и п — явно заданные целые числа, такая 
таблица действительно считается символом рассматриваемой мат- 
рицы; эта запись освобождает от указания индексов, поскольку под- 
разумевается, что индексы элемента определяются его местом в таб- 
лице; например, говоря о матрице 

ас 
а е f/’ 
имеют в виду матрицу (85 7)1 152,153? в которой @1=а, αιο--ὖ, 
Ayg=C, @1=04, Agg=—e, @эз=]. 

Говоря о матрице из т строк и п столбцов без указания множеств 
индексов строк и столбцов, подразумевают, что этими множествами 
служат соответственно интервалы [1, т] и [1, п] натурального ряда. 

Каждая матрица, одно из множеств L, М индексов которой пустое, 
есть не что иное, как пустое семейство элементов множества E; она 
называется также пустой матрицей. В случае, когда Ι,--ἱλρὶ 
и М ={ио} —множества, сводящиеся к одному элементу, матрицу, имею- 
щую Г и М своими множествами индексов, часто отождествляют с един- 
ственным образующим ее элементом. 

Мы будем обычно обозначать матрицы прописными латинскими 
буквами. 


Подсемейство (ay), и)енхк матрицы (и), WELXM, множеством 
индексов которого служит произведение множеств HCLuKCM, 
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называется подматрицею рассматриваемой матрицы, полученною 
путем вычеркивания строк с индексами ЛЕСН и столбцов с ин- 
дексами μΕΟΚ; а про матрицу (Aru)a, werxm, обратно, говорят, 
что она получена путем окаймления подматрицы (Aru)(a, WEHXK 
строками с индексами AECH и столбцами с индексами μΕΟΚ. 


Множество всех матриц над множеством Ё, соответствующих 
заданным множествам индексов L, М, совпадает с произведением 


LxM 
Ε΄", Если ф (соответственно 1) — взаимно однозначное OTO- 
бражение множества / (соответственно М) на множество Г’ 
(соответственно M’), то отображение, относящее каждой матрице 


(ли) (а, w)EL’xM’ Над Ё матрицу (Banda, μ)εχΜ;» THE Bau = Lea), LICE 
есть взаимно однозначное отображение множества. ЕЁХМ’ всех 
матриц над Ё, соответствующих множествам индексов L’, M", на 
множество ΕΙ всех матриц над Ё, соответствующих множествам 


индексов L, М. 


2. Матрицы над кольцом 


Наибольшую важность для математики имеют матрицы над 


кольцами с единицей. Множество ΑΓΧΜ всех матриц над коль- 
цом А с единицей, соответствующих заданным множествам индек- 
сов L, М, можно наделить структурой аддитивной группы, яв- 
ляющейся произведением структур аддитивной группы сомно- 


жителей А произведения AT“, суммой матриц X = (Ель), WELXM 
иУ = (Nu)a, wezxm будет тогда матрица X+Y = (ξλμ!-Πλμ)(, werxm- 


Таким образом, сумма матриц Х, У определена, лишь если мно- 
жества индексов строк и индексов столбцов у обеих матриц одни 
и те же. 


LxM , 
Touxo Tax же Α΄ можно наделить структурой левого (соответ- 


ственно правого) А-модуля, являющейся произведением соответ- 
ствующих структур сомножителей; произведением оХ (соответ- 
ственно Хо) оператора QE À и матрицы X = (ξλμ) будет матрица 
(0Οξλμ) (соответственно (ἕλμρ))- 
Если ф (соответственное 1) — взаимно однозначное отображение 
L (соответственно М) на Г’ (соответственно М”), то. взаимно 
ATXM на множество 
17 


однозначное отображение множества матриц 
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матриц '' определяемое отображениями фи 1 (n° 1), есть изо- 


морфизм каждой из структур А-модуля первого из этих множеств 
на структуру того же рода второго. 

Поэтому можно при желании ограничиться тем случаем, когда 
L и М — интервалы [1, т] и [1, п] натурального ряда. Предпо- 
ложим, что имеет место этот случай, и пусть = — единица кольца 
А. Пусть E,, для каждой пары (i,j)ELXM — матрица (αρχ), 
в которой &,, =0 при (h, k)#(i,j) иа,, ==; при наделении множе- 
ства ΑΙ одной из двух указанных структур модуля, mn матриц 


LA Oo 
Κι; образуют канонический базис этого модуля ($ 1, п’ 8). 


3. Матрицы и линейные отображения 

Пусть А — кольцо с единицей и L, М — конечные множества 
индексов. Пусть, далее, Е и Г — унитарные правые А-модули, до- 
пускающие соответственно базисы (ал) ет, и (ἔμ)μεμ» которые имеют 
своими множествами индексов L и М. Как известно ($ 2, след- 
ствие 2 предложения 3), линейное отображение и модуля EB F 
определяется заданием элементов у) =и (а) ЕЁ, причем каждое 
семейство (Yı)acLn элементов из À определяет линейное отобра- 


жение и модуля Е в F условиями u (ал) = ул. Пусть u (ал) = >) вал; 
NEM 


коэффициенты Cy», вполне определяются заданием и и, обратно, 
определяют элементы и (ал), а вместе с ними и. Обозначим 
матрицу (Our), мемхг, отнесенную отображению и, через 
М (и; (αχ), (b„)) (или, если можно не опасаться путаницы, просто 
через М(и)); мы будем называть ее матрицей отображения и отно- 
сительно базисов (ал) и (b,); таким образом, ^-й столбец этой матрицы 
образован компонентами Gy, элемента U (αχ) относительно бази- 
ca (ἐμ) модуля F. Очевидно, каковы бы ни были линейные 
отображения u un модуля E BF, 
М (и о) = M (u) + M (5). (1) 
Иными словами, отображение и —> M (и; (ал), (ὂμ)) есть usomop- 
физм аддитивной группы £ (E, К) линейных отображений EB F 
на аддитивную группу матриц (над А), имеющих М множеством 
индексов строк и /, — множеством индексов столбцов. 


Если задана матрица М (и) = (aya) отображения и относитель- 
но базисов (a) и (by), то каждая компонента 7, элемента и (x) 
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относительно базиса (ἐμ) выражается через компоненты ξλ элемен- 
та 2 относительно базиса (ax) формулой 
Чи = № Aura: (2) 
ЛЕТ, 
Замечание. В случае кольца A без единицы формула (2) 
все еще относит каждому элементу (ξχ) правого модуля АТ элемент (nu) 
правого модуля Ay ‚ И определенное так отображение очевидно ли- 


нейно; но в этом случае различные матрицы могут определять. одно 
и то же линейное отображение, и, с другой стороны, могут существо- 


вать линейные отображения 4 B #7 ‚ которые нельзя получить 
таким способом; примером может служить при М =Г, тождественное 
отображение A = на себя. 


4. Произведение двух матриц 


Пусть А — кольцо с единицей, L, М, № — конечные множе- 
ства индексов, E, F, С — унитарные правые А-модули, обла- 
дающие соответственно базисами (άλ)λει,» (ὄμ)μεμ» (Cv)ven- 

Пусть и — линейное отображение EL в F, о — линейное ото- 
бражение F в (С. Найдем матрицу отображения и = оси модуля 
Е в G относительно базисов (ал) и (cy), если известны матрицы 


М (и; (ал), (ὂμ)) = (Our), Άεμχι 


М (о; (du); (Ον) a (Oyu), μ)εΝΧΜ: 
Имеем 


w (αλ) = 0 (μ(αλ))--υ( >) ὅμαμι) = У 0 (bu) аш. = 
μεΜ ЦЕМ 
=» (( > eyo! Aa.) = δι ον | 2 βυμαμλ). 
ueM veN УЕМ μεΜ 
Поэтому, если положить 
M(w; (αχ), (су)) = (Ύνλλω, ΆεΝχι» 
для каждой пары индексов (у, Л) будем иметь 


Yun = У! βνμαμλ. | (3) 
μεΜ ; 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Пусть L, М, N — конечные множества ин- 
дексов, А — кольцо и | 


A= (Aa). A)EMXL» Y= (Buy) (v, μ)ΕΝΧΜ 
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— матрицы над А. Произведением УХ матриц У и Х называется 
матрица Ζ-ε-(γνλ)λω,λενχι,, элементы которой задаются op- 
мулой (3). 


Таким образом, при этом определении ΜΟΡΠΟ написать, что 
М (vou; (ал), (су)) =М (0; (bu), (cv)) М (u; (ал), (bu)) (4) 

или, проще, 
М (vou) =M (0) М (u), (5) 


если можно не опасаться недоразумения. 


Замечание. Таким образом, произведение УХ определено, 
лишь если множество индексов столбицов матрицы У совпадает с мно- 
жеством индексов строк матрицы Х; в частности, при L == N произ- 

> ведение ХУ не имеет никакого смысла. В формуле (3) фигурируют 
элементы одной и той же строки матрицы У, умноженные справа 
на элементы одного и того же столбца матрицы Х: говорят, что произ- 
ведение У на Х получается путем «умножения строк на столбцы». 


Каждое свойство, относящееся к сумме или композиции линей- 
ных отображений, посредством формул (1) и (5) переводится 
в соответствующее свойство, относящееся к сумме или произве- 
дению матриц. В частности, имеют место правила дистрибутив- 
ности и ассоциативности 


Ее (6) 
Ух FX Eye (7) 
X(YZ)=(XY)Z, (8) 


справедливые всякий раз, когда фигурирующие в них операции 
имеют смысл. 


Аналогичный перевод формулы (1) $ 2, дающей композицию 
двух линейных отображений модулей, разложенных в прямые суммы, 
приводит к интересной формуле для вычисления произведения двух 
матриц. 

Пусть (141) << 4 (M ;), <;<«- разбиения множеств индексов 
Ги М, далее, Е; (соответственно Ё;) — подмодуль модуля Е (соответ- 
ственно À), имеющий своим базисом (ane ΓΝ (соответственно 


(бр) вем re 1<i<p (соответственно 1<7 <q); Е— есть пря- 


мая сумма подмодулей Е; и Г — прямая сумма подмодулей Fi. Тем 
самым каждому линейному отображению и модуля Ев F соответ- 
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ствует (§ 2, n° 4) семейство (и) линейных отображений, где их — 
отображение EF; в F;, определяемое тем условием, что u;; (x) для каж- 
дого x € Е; есть компонента u (x) в F,. Из этого определения сразу 
видно, что если положить М (и) =Х и М (из) =Х а (относительно 
рассмотренных выше базисов BE, Ри ΚΕ], F,), то матрица a ji будет 
не чем иным, как подматрицею матрицы A, получаемою путем вычер- 
кивания строк с индексами WE СМ; и столбцов с индексами ЛЕСГ,; 
поэтому матрицу Х можно представлять себе в виде «таблицы матриц», 
или клеточной матрицы из 4 «строк» и р «столбцов», соответствую- 
щих разбиению „(M,) множества индексов строк и (L;) множества 
индексов столбцов: 


Xi Х12... Хар 
Ха ‚рик Χορ р 
Х 1 X 42 eee Χαρ 
Аналогично пусть (/№»), <, <„— разбиение множества индексов N 
— 
и а, —подмодуль модуля С, имеющий своим базисом (ey)ven,? С есть 


прямая сумма подмодулей G,. Матрица Y=M (5) любого линейного 
отображения v модуля FB С таким же образом может рассматриваться 
как клеточная матрица из г строк и 4 столбцов, образованная подма- 
трицами («клетками») У}, =М (5%;), где (2к;) — семейство линейных 
отображений, соответствующих отображению v и разбиениям (М;) 
и (N,). Если теперь рассмотреть матрицу Z=YX отображения 
ὦ — пои, ΤΟ OHA представится в виде клеточной матрицы из г строк ир 
столбцов, образованной подматрицами Ζμ;, соответствующими семей- 
ству (W};) линейных отображений, определяемых отображением w 
и | разбиениями (L;) и (N,). Но, согласно формуле (1) $ 2, 
а 


Wri = >) (Urjouj;); поэтому 
j=1 


а 
Zum У Ув; Хи. (9) 

j=1 
Иными словами, клеточная матрица (Zp;) получается путем 
образования «произведения» клеточной матрицы (Yy;) на клеточную 
матрицу (X;;), как если бы они были обычными матрицами, имею- 
щими соответственно Ув; и Ху; своими элементами. Вычисление 
произведения УХ, выполняемое таким способом, называется «по- 
клеточным». Разумеется, чтобы эта операция была возможна, нужно, 
чтобы разбиение множества индексов столбцов матрицы У было тем же, 

что и разбиение множества индексов строк матрицы Х. 


Формулы (2), дающие компоненты и(х) относительно базиса 
(ἐμ), допускают следующее истолкование с помощью понятия 
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‘произведения матриц: каждый элемент 2 = > a,& модуля Е опре- 
ACL 


деляет линейное отображение &—> 1 модуля A,B E (обозначен- 
ное в n° 1 $ 2 через θε); этому отображению соответствует мат- 
рица из одного столбца М (0) = (Е\)лег, (относительно базиса Ад, 
образованного единичным элементом €, и базиса (a,) модуля E). 


Точно так же у=и (1) = >) ὄμημ определяет линейное отображе- 
NEM 


ние 9, модуля A, в К, которому таким же образом соответствует 
матрица из одного столбца М (0) = (Nu)uem; нои (58) =и (2}ξ; иными 
словами, 09,=и°0,; перевод этого соотношения на язык мат- 
риц, в силу формулы (4), и приводит к формулам (2). Чаще всего, 
если можно не опасаться путаницы, элемент ΖΕ отождест- 
вляется с одностолбцовой матрицей М (0,) (образованной компо- 
нентами X относительно базиса (αχ)}; при этом соглашении фор- 
мулы (2) объединяются в одной формуле 

и (1) = M (и) x. (10) 


5. Квадратные матрицы 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Авадратной матрицей называют матрицу, 
строки и столбцы которой имеют одно и то же множество 


индексов. 


Квадратная матрица, имеющая п строк и п столбцов, назы- 
. вается матрицей n-20 порядка. 


Когда говорят о квадратной матрице п-го порядка, не указывая 
(общего) множества индексов строк и столбцов, под этим множеством 
подразумевают интервал [1, п] натурального ряда. 


Замечание. Следует иметь в виду, что матрица над A, у кото- 
рой множества L, М индексов строк и столбцов имеют одно и то же 
число элементов, HO не совпадают, не должна считаться квадратной 
матрицей; в частности, произведение двух таких матриц не определено. 


Пусть L — конечное множество индексов, А — кольцо с еди- 
ницей € и Ё — правый А-модуль, имеющий базис (а»)лег, MHO- 
жеством индексов которого служит L. Матрица М (и; (ал), (αχ)) 
каждого эндоморфизма и модуля Е относительно двух базисов, 
совпадающих с (ad), квадратная; для краткости ее называют 
матрицей и относительно базиса (a). 
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Сложение и умножение квадратных матриц, имеющих в каче- 
стве множества индексов строк и столбцов множество L из п эле- 
ментов, определяют в множестве этих матриц (на основании 
формул (6), (7) и (8)) структуру кольца; если никакого недоразу- 
мения по поводу множества индексов можно не опасаться, 
определенное так кольцо матриц обозначается просто M, (А). 

Отображение и —> М (u) есть изоморфизм кольца Z (E) эндомор- 
физмов модуля Ё на кольцо М, (A). Единичный элемент кольца 
М, (А) отвечает при этом изоморфизме тождественному авто- 
морфизму модуля Ё; тем самым им служит матрица (δλμ), где 
day — кронекеровский символ ($4, n° 4). Там, где можно не опа- 
саться путаницы, эта матрица будет обозначаться J, (или 1,, когда 
единичный элемент кольца А обозначается 1). Обратимые элемен- 
ты кольца M,(A), называемые обратимыми матрицами, при 
изоморфизме u—>M (и) соответствуют автоморфизмам модуля EL. 


Примеры квадратных матриц. Ι. Диаз 
гональные матрицы. Элементы En квадратной мат- 
рицы Х = (и), имеющие равные индексы, называют диагональ- 
ными элементами, а семейство (Ena)rez — диагональю матрицы X, 
Матрицу, все не диагональные элементы которой равны нулю, 
называют диагональной матрицей; единичная матрица J, диаго- 
нальная, равно как и все ее кратные Q/,— 1,0, где о — скаляр.. 
(все диагональные элементы которых равны 0); заметим, что, 
какова бы ни была матрица ΧΕ ΑΕΧΜ (где М — любое конечное 
множество индексов), (0/„) À =QX и, какова бы ни была матрица 
YeEeA™*", У(оГ.) = Yo. 

Если Х и У — диагональные матрицы, имеющие соответствен- 
но диагонали (ξχ) и (M1), то сумма X--Y есть диагональная мат- 
puma с диагональю (E1 +1), а произведение ХУ — диагональная 
матрица с диагональю (ξχη1); таким образом, диагональные MAT- 
рицы образуют подкольцо кольца M, (A), изоморфное произведе- 
нию A" (или А"), а матрицы Ql, образуют подкольцо кольца 
диагональных матриц, изоморфное А. 


П. Диагональные клеточные матрицы. Пусть. 
(Liltci<p— разбиение множества Г; каждая квадратная матрица, 
имеющая L множеством индексов строк и столбцов, может быть запи- 
сана в виде «квадратной клеточной матрицы», соответствующей одноми 
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и тому же разбиению (L;) множества индексов строк и множества 
индексов столбцов (n° 4): 


Хи X 12 +. X1p 
Xo Xoo ... Χορ 
Х p1 Αρα eee X pp 


Каждая из матриц X;; есть квадратная матрица, имеющая L; 
своим множеством. индексов строк и столбцов. 

Если теперь все матрицы X;; ο i -Ε ] нулевые, то рассматривае- 
мая клеточная матрица называется диагональной. Квадратные мат- 
рицы, для которых указанная клеточная матрица (соответствующая 
заданному разбиению (L;)) диагональная, как вытекает из «поклеточ- 
ного» получения произведения двух матриц, образуют кольцо; легко 


| р 
видеть, что это кольцо изоморфно произведению II «6 (11) колец эндо- 
| i=1 
морфизмов подмодулей Е; модуля Е, имеющих своими базисами 
семейства (αχ) ‘ 
(άλ)λει, 


ПТ. Матрицы подстановок. Пусть x — npous- 
вольная подстановка множества индексов L; существует, и при- 
том только один, эндоморфизм их модуля Е такой, что ил (An) = 
= Axa) для каждого ЛЕГ ($2, следствие 2 предложения 3). 
Каково бы ни было À € L, элемент матрицы M (ил), находящийся 
на пересечении столбца с индексом À и строки с индексом л (Л), 
равен €, все же остальные элементы того же столбца равны нулю. 
Допуская вольность речи, матрицу М (Ur) называют матрицей 
подстановки п. Очевидно, п! матриц, соответствующих всевоз- 
можным подстановкам множества L, обратимы; при этом, по- 
скольку для любых двух подстановок л, о множества L имеет место 
равенство Uno — Ux° Ugs матрицы M (ил) образуют мультипли- 
кативную группу, изоморфную симметрической группе ©,. 


IV. Мономиальные матрицы. Каждая строка и каж- 
ΠΡΙ столбец матрицы подстановки содержат лишь один элемент =< 0. 
Квадратная матрица АВ, обладающая этим свойством, называется 
мономиальной. Пусть 0) — единственный ненулевой элемент А-го 


столбца матрицы А и π(λ) — индекс строки, на которой находится 
этот элемент; ясно, что л есть подстановка множества индексов L, 
а À — произведение матрицы М (из) этой подстановки и диагональ- 


ной матрицы с диагональю (Q,). 
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У. Треугольные матрицы. В случае, когда множест- 
вом Г, индексов служит интервал [1, п] натурального ряда, треу- 
гольной матрицей называют квадратную матрицу п-го порядка, 
в которой G;;—0 при j >i ; говорят также, что эта матрица имеет 
над своей диагональю одни нули. Легко видеть, что треугольные мат- 
рицы образуют подкольцо кольца M, (A); оно очевидно содержит 
кольцо диагональных матриц. 


6. Транспонированная матрица 


Пусть Ё и F — унитарные правые А-модули, обладающие 
конечными базисами (αάλ)λει, и (ἔμ)μεμ. Их сопряженные E* и F* 
являются левыми А-модулями; будем рассматривать их как 
правые модули над кольцом A°, противоположным A ($1, n° 1); 
базисы (ax) и (bu), сопряженные соответственно к (ал) и (dy) 
{8 4, n° 4), будут также базисами для Ё* и F*, рассматриваемых 
как правые 49-модули. Пусть теперь и — линейное отображение 
Е в Ки М (и) = (ел), луемхь, — его матрица относительно бази- 
сов (ал) и (by); найдем матрицу М (fu) сопряженного отображе- 
ния "u ($ 4, n° 9) относительно сопряженных базисов (by) и (αλ). 


ОпРЕДЕЛЕНИЕ 4. Пусть X = (Aya), луемхг, — заданная матрица 
над кольцом А. Транспонированной матрицей или матрицей, 
транспонированной по отношению в Х, называется матрица 
"X = (Pau), шегхм над кольцом AP, противоположным A, такая, 
что Pau = дл, для каждой пары (A, μ). 


Говорят также, что 'Х получается их Х путем перестановки 
строк и столбцов (подразумевая при этом, что и структура кольца 
А заменяется одновременно противоположной структурой). 


ПредложениЕ 1. Матрица сопряженного отображения "u отно- 
сительно базисов (by) и (αλ) равна транспонированной матрице 
отображения и относительно базисов (ал) и (bu). 

Действительно, пусть М (fu) = (ὄλμ)ῳ,, weLxm — матрица ото- 
бражения ‘и относительно базисов (b,) и (ai); по определению, 
Pau есть А-я компонента элемента lu (bn) в &*, т. е., согласно 
формуле (12) $ 4, примененной к правым модулям, 


(u (bu), αχ) = (Вр, и (ал)); 
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но (ἔμ, α(αχ)) есть не что иное, как р-я компонента элемента 
и (а) BF, т. е. Gy. 


Очевидно, '(Х)=Х. В силу формул (13) и (15) $4, имеем 
(X+Y)='x4Y, (41) 
(XZ) ='Z'X (12) 


всякий раз, когда матрицы X+Y и XZ определены. Разумеется, 
следует помнить, что в правой части формулы (12) произведения 
элементов матрицы 'Z на элементы матрицы 'X должны браться 


в кольце A°. 
Применим предложение 1, в частности, к линейной форме 


x Ha E. Сопряженное к ней отображение есть не что иное, как 
линейное отображение Аз в E* (рассматриваемое как правый 
Аб-модуль), обозначавшееся выше через 6,.. (n° 4). Тем самым транс- 
понирование однострочной матрицы M (α΄) (относительно базиса 
(αχ) и базиса в A,, образованного одним элементом €) дает одно- 
столбцовую матрицу, элементами которой являются компоненты 
Er формы x’ относительно базиса (αλ) (рассматриваемые как эле- 
менты кольца AP); это также прямо вытекает из определения 
матрицы М (x’). В соответствии с принятым в n° 4 соглашением, 
эта одностолбцовая матрица отождествляется с элементом 2’ 
сопряженного модуля Ё*, и следовательно, соотношение (10) 
при u=2 дает 
(α΄, α)--χ'-α. (13) 
Пусть и — линейное отображение E BF; для каждой линей- 
ной формы y’€ F*,8 силу (10) и предложения 1, имеем 
‘и (у’)=М (u).y'="M(u).y'; 
поэтому соотношения (12) и (13) показывают, что 
(‘и (у’), 2) = у’. M(u)-2, (14) 
и фундаментальная формула (12) $ 4 (записанная для правых мо- 


дулей) принимает вид частного случая ассоциативности про- 
изведения матриц: 


"У -(М (u)-2)=('y'-M (υ))-α. 


Следует помнить, что в этих формулах элементы одностолбцо- 
вых матриц x’, у’ должны рассматриваться как принадлежащие AP, 
а элементы однострочных матриц fx’, {y -- как принадлежащие А. 
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Обратимые квадратные матрицы над А, с множеством L ин- 
дексов строк и столбцов, соответствуют автоморфизмам модуля E 
(n° 5). Для каждого такого автоморфизма и контрагредиентный 


автоморфизм u сопряженного модуля E* ($4, n° 10), являющий- 
ся обратным к u, совпадает с сопряженным к автоморфизму, 
обратному к и; таким образом, полагая Х =M (u), в силу пред- 
ложения 1 имеем М (и) = ('Х)1=(Х-1), что позволяет, не опа- 
саясь двусмысленности, обозначать эту матрицу просто !ΧἼ; 
она называется матрицей, контрагредиентной к обратимой мат- 


рице Х, и иногда обозначается Х. Если Х и У — обратимые квад- 
ратные матрицы одинакового порядка над А, то, в силу (12), 


(ХУ) =(Х ΠΟῪ (15) 


{где произведения, входящие в матрицу, стоящую в правой части, 
берутся в кольце AP). 


7. Матрицы над телом 


Матрицы из т строк и п столбцов над телом А оказываются 
во взаимно однозначном соответствии с линейными отображе- 
ниями правого векторного пространства Ё = KG в правое век- 
торное пространство Р= Ай, если каждому такому отображе- 
нию отнесена его матрица относительно канонических базисов 
пространств Ё и F. По определению, ранг такой матрицы X есть 
ранг того линейного отображения и пространства E в F, кото- 
рому она соответствует; так как это число, по определению, есть 
размерность подпространства u(E) пространства F, то это же 
можно выразить (отождествляя столбцы матрицы Х с образами 
элементов канонического базиса пространства Ё при отображе- 
нии и) посредством следующего определения: 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5. Пусть X — матрица us т строк и п столб- 
yoe над телом К. Ее рангом о (Х) над К называется размерность 
подпространства в Ка’, порожденного п столбцами матрицы X. 


Можно также сказать, что ранг матрицы Х — это наибольшее 
число ее линейно независимых столбцов. Согласно определе- 
нию 5, о(Х) < min (т, п); для an MINE У матрицы X 
имеем о (У) <о(Х). 
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Если Е и F — конечномерные векторные пространства и и — 
линейное отображение ЕЁ в F, то ранг матрицы М (и) (относитель- 
но любых базисов в Ё и F) равен рангу и. 


Понятие ранга матрицы лишь на вид зависит от тела, к кото- 
рому считаются принадлежащими элементы матрицы. А именно: 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Ёсли элементы матрицы X из т строк un 
столбцов принадлежат подтелу Κα тела К, то pane X относи- 
тельно Κα равен рангу X относительно К. 

Действительно, столбцы матрицы Х принадлежат подпро- 
странству Ну над телом Ку, порожденному каноническим бази- 
сом пространства Ка; поэтому справедливость предложения 
вытекает из следствия 3 предложения 6 $5. 


Из доказанного выше предложения 1 и теоремы 4 $ 4 вытекает 


ПреЕдложЕНИЕ 3. Ранг матрицы X над телом К равен рангу 
транспонированной матрицы ᾿Χ. 


Тем самым ранг матрицы Х равен также наибольшему числу 
ее линейно независимых строк (рассматриваемых как элементы 
левого модуля Аз). 


Квадратные матрицы п-го порядка над телом К соответствуют 
эндоморфизмам пространства Ё= Ка; они образуют кольцо, 
изоморфное кольцу £ (Е) эндоморфизмов пространства F (n° 5); 
поскольку автоморфизмам этого пространства соответствуют об- 
ратимые квадратные матрицы, из следствия предложения 11 $3 
вытекает 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Для того чтобы квадратная матрица п-го 
порядка над телом К была обратимой, необходимо u достаточно, 


чтобы она была матрицей ранга п. 


8. Матрицы и линейные уравнения 


* | Пусть А — кольцо с единицей; рассмотрим систему m линей- 
ных (справа) уравнений с п неизвестными, коэффициенты которой 


и свободные члены принадлежат A: 
n 


2 di6; =; (1<i<m). = (16), 


— 
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Пусть (e,) — канонический базис произведения Ё = Ag; как мы 
знаем ($ 4, n° 7), система (16) равносильна уравнению 


Ха =, = (17) 


m m 
1-- = 


Матрица А = (%,;) из т строк и и столбцов называется мат- 
рицей системы (16); сказать, что система (16) имеет решение, все 
равно, что сказать, что матрица, образованная одним столбцом 
р = (В;), есть линейная комбинация п столбцов матрицы А. 


Когда речь идет о системе (16) над телом К, приведенное 
только что истолкование в соединении с определением ранга 
матрицы дает 


ПреЕДлОЖЕНИЕ 9. Для того чтобы система (16) т линейных 
уравнений с п неизвестными над телом К имела решение, необ- 
хтодимо и достаточно, чтобы матрица BP, полученная путем 
окаймления матрицы А = (a,,) системы (п- 1)-м столбцом (B;), 
образованным. свободными членами уравнений, имела тот же ранг, 
что и A. 


Это условие всегда выполнено, когда т = п и А — обратимая 
матрица, т. е. матрица ранга п (предложение 4). Замечая, что 
если обозначить через. 2 матрицу, состоящую из одной строки 
(&,)ı<j<n (n°4), то уравнение (17) запишется в виде А.х=Ф, за- 
ключаем, что в этом случае имеется единственное решение, а 
а именно задаваемое формулой z=ATt.b. 


9. Переход x новому базису 


ПъедложЕениЕ 6. Пусть Е — унитарный правый А-модуль, 
имеющий базис (а;)1<1<п, состоящий из п элементов. Для того чтобы 


семейство из п элементов а; = > AiO; (1<i<n) было базисом 
j=1 


модуля Е, необходимо и достаточно, чтобы квадратная матрица 
п-го порядка Р= (а) была обратима. 
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Действительно, Р есть не что иное, как матрица эндоморфизма 


и модуля Е, определяемого условиями и (а,)=а; (1<1< п), отно- 
сительно базиса (a,). Но для того, чтобы и был автоморфизмом 


модуля E, необходимо и достаточно, чтобы (a,) было базисом 
этого модуля ($ 2, следствие 2 предложения 3), чем справедли- 
вость предложения и доказана. 


Обратимая матрица Р называется матрицей перехода om 6a- 


зиса (a,) к базису (a,). Ее можно также рассматривать как матрицу 
тождественного отображения ф модуля Е на себя относительно 


базисов (a,) и (a,) (в этом порядке); из формулы (4) сразу следует 
тогда, что матрицей перехода от базиса (a;) к базису (a,) служит 
матрица P+, обратная к P. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 7. Пусть (αἱ) и (αἱ) — базисы, сопряженные 
соответственно в (a,) и (a,); матрицей перехода от базиса (αἱ) 
к базису (ai) служит матрица !Ρ-1, контрагредиентная в матри- 


ye Р перехода om базиса (a,) x базису (a;). 

Действительно, сопряженное к тождественному отображению 
ф модуля Е на себя есть тождественпое отображение ф’ сопря- 
женного модуля Ё* на себя; согласно предложению 1, матрица 


отображения ф’ относительно базисов (αἱ) и (αἱ) (в этом порядка) 
получается путем транспонирования матрицы отображения @ 


относительно базисов (а,) и (а,) (в этом порядке), т. е. транспониро- 
вания матрицы Pt. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 8. Пусть E и Е — унитарные правые А-модули,. 
имеющие соответственно базисы (а, )1 <1<п U (6;)1<;<т› состоящие из 
п и т элементов. Пусть, далее, и — линейное отображение Е 
в Ги U — его матрица (из т строк и п столбцов) относительно 


базисов (a;) и (b;). Наконец, пусть (a,)ı<i<n — второй базис в Е, 
(b,)ı<j<m — второй базисв Е, P— матрица перехода от (α;) к (a;) 
и О — матрица перехода om (b;) к (b,). Гогда матрица U’ отобра- 
жения и относительно базисов (а.) u (b,) задается формулой 


7’ --ΟΓΙΙ7Ρ. (18) 
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Действительно, и=фоиоф, где ф — тождественное отобра- 
жение Æ на себя и \р — тождественное отображение F на себя. 
Если в правой части этого соотношения взять матрицу ф OTHO- 


сительно (а,) и (а,), матрицу и относительно (q,) и (6;) и матрицу ф 


относительно (b;) и (b,), то формула (18) будет непосредствен- 
но следовать из формулы (4). 


Следствие 1. Если U и U' — матрицы эндоморфизма и модуля Е 


соответственно относительно базисов (αἱ) u (a;), то 


U'=P1HP. (19) 


Следствие 2. Если ж=(Е;) и ж=(&;) — однострочные матрицы, 
образованные компонентами, элемента LEE относительно базисов 


(а;) и (α;), то 


ж=Р.х. (20) 


Достаточно применить предложение 8 к отображению ξ--»2ξ 
модуля A, B Ё, взяв матрицы этого отображения, с одной сто- 
роны, относительно базисов {=} и (a,), с другой стороны, OTHC- 


сительно базисов {=} и (а,). 


Формула (20) равносильна формулам 
ξι-- 20,5; (1<i<n), (21) 


называемым формулами преобразования координат; заметим, что 
они выражают компоненты X относительно базиса (a,) через 


компоненты X относительно базиса (a,) и элементы матрицы Р, 


т. €. компоненты базиса (a,) относительно базиса (а,); говорят, 
что при переходе к новому базису компоненты элементов модуля E 
преобразуются контравариантным образом. 


Пусть теперь х’=(Ё;) и х’=(Е;)) — одностолбцовые матрицы 
(элементы которых принадлежат A°), образованные компонентами 
линейной формы xz’ € Е* относительно базисов (αἱ) и (aj), сопря- 
женных к (α;) и (αι). Поскольку матрицей перехода от (αἱ) к (ai) 


18 н. Бурбаки 
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служит 'P-1, имеем #’='P’!x’, что может быть записано также 
в виде 
te = "gn/P (22) 


ИЛИ 


a= Din, (<i<n). (23) 
2 


Говорят, что при переходе к новому базису компоненты ли- 
нейных форм на Ё преобразуются ковариантным образом. 


10. Эквивалентные матрицы 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 6. Матрицы X u Χ’ из т строк и п столбиов 
над кольцом А с единицей называются. эквивалентными, если, суще- 
ствуют обратимая квадратная матрица т-го порядка Р и обра- 
тимая квадратная матрица п-го порядка О такие, что 


X’ -ΡΧΟ. (24) 


При этом определении предложение 8 можно выразить, сказав, 
что при переходе к новым базисам в унитарных А-модулях Eu F 
(имеющих конечные базисы) матрица линейного отображения 
и модуля E BF относительно новых базисов эквивалентна матрице 
отображения и относительно старых базисов. 

Другое истолкование состоит в рассмотрении линейных ото- 
бражений u и и’ модуля Ё BF, имеющих матрицы X и X’ относи- 
тельно фиксированных базисов (A;)1<i<n и (d,)ı<j<m этих модулей; 
тогда соотношение (24) равносильно соотношению и’ =фоиоф, 
где фи Ÿ — автоморфизмы Ё и F, имеющие относительно бази- 
сов (а;) и (b;) соответственно матрицы О и Р. 


Очевидно, отношение «Х и Х’ эквивалентны» действительно есть 
отношение эквивалентности (Теор. мн., Рез., $ 5) в множестве ма- 
триц из т строк и п столбцов над 4, чем и оправдывается принятая 
терминология. 


Примеры эквивалентных матриц. 1) Говорят, 
что матрицы À =(Ё;;) и Х’= (Е;,) из т строк и п столбцов «отличаются 
лишь порядком строк», если существует подстановка с интервала [1, т] 
натурального ряда такая, что bij — Bat), ; для каждой пары индек- 
сов (1, 7) (говорят также, что Х’ получается путем выполнения над 
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строками матрицы À подстановки © 1). Матрицы X и X’ тогда экви- 
валентны, ибо Х’—=РХ, где Р — матрица подстановки 0°! (над индек- 
сами базиса (b;) модуля F; см. n° 5). 

Точно так же говорят, что Х и Х’ отличаются лишь порядком 
столбцов, если существует подстановка т интервала [1, п] такая, 

’ o . D 
что &; ЕЁ, τί ἡ для каждой пары индексов (1,7). Так как тогда матрицы, 
транспонированные по отношению к À и X’, отличаются лишь поряд- 
ком строк, то они эквивалентны и, значит, то же верно для Хи X' 
(более точно: Х’=ХО, где О — матрица подстановки т (над индек- 
сами базиса (a;) модуля Е)). 

2) Предположим теперь, что для некоторого индекса 7 и всех À 

Be = а é ’ р 
(1<i<m) имеют место равенства &, = &; + Girt, rae k — 
индекс += ий — какой-нибудь элемент из A; говорят, что X’ полу- 
чается из À путем прибавления к ]-му столбцу матрицы À k-eo столбца, 
умноженного справа наи. И в этом случае Х и X’ эквивалентны: дей- 
ствительно, при втором из рассмотренных выше истолкований имеем 

’ ’ 
u’ (a;)=u (а;) и (ак) и=и (а;--авр), значит, и’ = иоф, где ф—автомор- 
физм модуля D ‚ определяемый условиями Ф(а;)=а, Нави и Ф (ав) = ал 
для всех h— ] (это действительно автоморфизм, ибо эндоморфизм φ΄, 
es LA ’ 

определяемый условиями Ф’(а;)=а; — ax и φ’ (αν) = ав для всех 
h = 1, обратен Ф). | 

Так же убеждаемся в эквивалентности матриц X и X’, когда X’ 
получается из Х путем прибавления к 1-Й строке матрицы À строки 
с индексом À = i, умноженной слева на какой-нибудь элемент À € A: 
тогда X'—PX,rne Р — матрица автоморфизма \ф модуля Г, определяе- 
мого условиями 1 (bn)— bn b;À и ф(6,)=6; для всех k = h. 

3) Наконец, Х и Х’ эквивалентны также, если для заданного 
индекса j и всех i (1 << т) имеют место равенства É;; =; д, 
где и—обратимый элемент кольца A; действительно, тогда Х’=ХО, 


ге О — матрица  автоморфизма @ модуля Е, определяемого 
условиями (a;)—a;u и Pl(a,)=a, для всех К - 7. В этом случае 
говорят, что Х’ получается из X путем умножения ]-го столбца ma- 
трицы Х справа на и. | 

Точно так же X’ u Х эквивалентны, если X’ получается из À 
путем умножения ἰ-11 строки матрицы À слева на обратимый элемент 
EA: тогда Х’=РХ, где P — матрица автоморфизма Ÿ модуля F, 
определяемого условиями 1 (5;)=6;^ и W(bn)=bn для всех h + i. 


ПрЕдложЕНИЕ 9. Для того чтобы две матрицы из т строк 

и п столбцов над телом К были эквивалентными, необходимо и до- 
статочно, чтобы они имели одинаковый ранг. 

Согласно первому из приведенных выше истолкований эквива- 

лентности, условие необходимо, поскольку ранг линейного 

18* 
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отображения равен рангу матрицы этого отображения относительно 
любых базисов. | 

Для установления достаточности условия покажем, что 
каждая матрица Х ранга г эквивалентна матрице 


I, 0 
v= (с 5) | (25) 


(где в правой части стоит клеточная матрица, соответствующая 
разбиению [1, т] на [1, τ] и [r+1, т] и разбиению [1,7] на [1,7] 
и [r+1, n]), называемой канонической матрицей ранга г из m 
строк и п столбцов над К. | 
Предположим для этого, что Х есть матрица линейного ото- 
бражения и модуля E в F относительно базисов (a;) и (b,), и пока- 


ΘΜ, чтовЁи/ существуют базисы (a;) и (b;), относительно KOTO- 


at 
рых и имеет матрицу U. Так как и — ранга г, то H=u (0) — раз- 
мерности и—г; пусть G — подмодуль в EL, дополнительный к A; 


тогда существует базис (a,) модуля E такой, что (а,) <<, будет 
базисом в Си (a,)r11<i<n — базисом в Н. В таком случае векторы 
u (αν (1< , <г) образуют базиеви (Ё); значит в F существует базис 
(b,)ı<j<m такой, что b,=u (a,) (1<j<r) (8 3, теорема 2). Очевидно, 


базисы (a;), (b;) удовлетворяют поставленному требованию. 


В случае, когда A=(Q;,;) — явно заданная матрица из т строк 
и п столбцов над телом К, можно, как мы это увидим, явно определить 
обратимые квадратные матрицы Р и О, для которых PAQ—U, где U — 
каноническая матрица (25). Можно ограничиться случаем, когда 
г—=0 (A) > 0, ибо иначе A — нулевая матрица и нечего доказывать. 
Умножая „4 слева и справа на матрицы надлежащих подстановок, 
можно всегда свести дело к случаю, когда Ωγ # 0, а умножая слева 
первую строку Ha Qi}, — к случаю, когда O,;—1; вычтя тогда первую 
строку, умноженную каждый раз на надлежащий скаляр, из каждой 
другой, мы обратим все члены первого столбца, кроме ал 1, в 0; другими 
словами, существуют обратимая квадратная матрица P, и матрица 


подстановки AR, такие, что 


1 Bio +. Bin 


0 


P, AR, = Ὁ В ’ 


0 


11 
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где В=(В;;) есть матрица из m — 1 строк un — 1 столбцов (2 < i < πι, 
2<1< п). Если В — ненулевая матрица, то, умножая ее слева 
и справа на матрицы надлежащих подстановок, можно добиться, 
чтобы В. == 0. Поступая так последовательно с первыми г столбцами, 
убедимся в существовании обратимой квадратной матрицы Р и ма- 
трицы подстановки В (явно задаваемых указанными операциями), 
для которых 
Ил, тт +++ Pain 


PAR— r * by ὦ = | (26) 
Kr, r+1 ee Hrn 


0 0 


Наконец, вычтя из каждого из п—г последних столбцов этой Ma- 
трицы надлежащие кратные первых г столбцов, что сводится к умноже- 
нию справа на (явно определяемую) обратимую квадратную ма- 
трицу S, придем к канонической матрице U. 

В том частном случае, когда A есть обратимая квадратная ма- 
трица, в качестве А можно взять единичную матрицу; согласно фор- 
муле (26), тогда матрица Р, определенная описанным способом, будет 
просто матрицей, обратной к А (см. $3, n° 2, замечание 1 после след- 
ствия 3 теоремы 3, а также $ 6, упражнение 9а). 

Операции, приведшие к матрице (26), позволяют также явно 
определить решения линейного уравнения Ax—=b с явно заданным 
вектором 6. Действительно, это уравнение может быть записано в виде 
PAR(R \x)=Pb; поскольку В — матрица подстановки, компоненты 
вектора у=А`1%, с точностью до порядка, те же, что у x. Теперь, для 
того, чтобы уравнение имело решения, необходимо и достаточно, 
чтобы т — г последних компонент вектора Pb были нулями; если это 
выполнено, то из соотношения РАВу=РЬ сразу получаются первые 7 
компонент вектора у в виде явных функций последних п — г, остаю- 
щихся произвольными. 

Этот метод явного разрешения линейных уравнений известен 
под названием метода последовательных подстановок; он действи- 
тельно сводится к выражению первой компоненты вектора у через 
остальные с помощью первого уравнения, затем подстановке этого 
выражения в остальные уравнения и применению к этим последним 
той же процедуры до тех пор, пока мы не придем к системе, матрица 
которой имеет вид (26). 


11. Подобные квадратные матрицы 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 7. Квадратные матрицы п-го порядка X, Х’ над 


кольцом А с единицей называются подобными, если существует 
обратимая квадратная матрица п-го порядка Р такая, что 


Χ’:-ΡΧΡ', (37) 
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При этом определении следствие 1 предложения 8 можно вы- 
разить, сказав, что при переходе в унитарном А-модуле E (имею- 
щем конечный базис) к новому базису матрица эндоморфизма и 
модуля Ё относительно нового базиса подобна матрице и относи- 
тельно старого базиса. 

Другое истолкование состоит в рассмотрении эндоморфизмов 
u, и’ и автоморфизма ф модуля Ё, имеющих X, X’ u Р своими ма- 
трицами относительно некоторого фиксированного базиса в ЕВ; 
соотношение (27) равносильно тогда соотношению и’ =Фоцоф 1. 


Очевидно, и здесь отношение «Х и Х’ подобны» есть отношение 
эквивалентности в множестве всех квадратных матриц п-го порядка 
над A. 


Замечания. 1) Две квадратные матрицы, отличающиеся 
лишь порядком строк (или столбцов), эквивалентны, но, вообще го- 
> воря, не подобны. Матрица, подобная квадратной матрице Х = 
получится, если подвергнуть одной и той же подстановке O7! и строки 
/ ’ 
и столбцы, т. €. если рассмотреть матрицу Χ΄--(ξι), где Ej= 
= boi), o (7) Для каждой пары индексов (7, 7); действительно, легко 
видеть, что X’—PXP 1, где Р — матрица подстановки 0”! (индексов 
базиса (а;) модуля Е). 
2) Две подобные матрицы над одним и тем же телом К очевидно 
имеют одинаковый ранг, поскольку они эквивалентны (предложение 9). 
> Но здесь это необходимое условие уже не достаточно для того, чтобы 
две квадратные матрицы над А были подобными; необходимые и доста- 
точные условия в случае поля К будут даны в главе УП. 


3) Пусть X и X’ — квадратные матрицы n-TO порядка, записы- 
ваемые в форме «диагональных» клеточных квадратных матриц (n° 5): 
ae ΠΠ ssn Ἡ a, Nr sr 08 
> wa 1 η №... © 
Х= ᾽ | Х' = 3 ; 

G © ..... Χα Y 0 sas 2 


‘ соответствующих одному и тому же разбиению множества индексов 
’ ἃ . 
И, п] и для X, и для X’. Если X, и Xi для каждого i (1 Lip) подобны, 
vw / -1 
TO X и X’ подобны; действительно, если Xi—P;X;Pi для всех 
+ (1 <i<p), то, как показывает правило «поклеточного» вычис- 
ления произведения (n° 4), X’—PXP’, me 


во... ἡ 
0 Py ... 0 
Ὁ @ … Pa 
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Yupamueuua. 1) Пусть Е — унитарный правый А-модуль 
и A,— кольцо квадратных матриц r-ro порядка над A. Определим 
на множестве FE’ внешний закон композиции, имеющий A, своим 
множеством операторов, обозначив через х.Р, для каждого элемента 
= (%j)y<j<, Из ЕТ и каждой матрицы P=(a;;) из A,, элемент y—(y;) 
из Е’, в котором 


: 
B= > жен Пи 
1 

Этот внешний закон есть закон аддитивной группы на Ё”, опре- 
деляющий в этом множестве структуру правого модуля относительно 
кольца A,. Показать, что для того, чтобы А-модуль Е допускал си- 
стему г образующих, необходимо и достаточно, чтобы 4, ΜΟΠΥ ΠΡ Е" 
был моногенным. 

2) Пусть A — кольцо с единицей, (L;),;~-;<,) — разбиение интер- 
вала [1, п] натурального ряда и каждая квадратная матрица п-го 
порядка Х над А представлена в форме квадратной клеточной матри- 
цы (X;;),| соответствующей одному и тому же разбиению (1,1) множе- 
ства индексов строк и множества индексов столбцов. 

а) Показать, что матрицы Х, для которых клеточная матрица 
(X;;) «треугольная», т. €. такая, что X,;—=0 при i < 7, образуют 
подкольцо кольца М, (4). Как можно охарактеризовать эндоморфизмы, 
которым соответствуют эти матрицы? 

6) Показать, что если каждая из квадратных подматриц X;; 
(1 <i< p) такой матрицы X обратима, то и À обратима, причем X 1 
снова является треугольной клеточной матрицей. Доказать, что если 
А — тело, то это достаточное условие обратимости матрицы Х также 
необходимо. | 

3) Пусть A=Z/(30). Показать, что у матрицы 


4 1 —1 

2 3 
над кольцом A строки линейно независимы, но любые два столбца 
линейно зависимы. 

*4) Пусть Х — матрица из т строк и п столбцов над телом К; 
показать, что ее ранг о (Х) равен наибольшему из рангов ее квадрат- 
ных подматриц. [Пусть о (X)—r Way, ао, ..., а, — г столбцов матрицы X, 

т 
образующие в Ка свободную систему; образовав базис простран- 


ства Ка из этих г векторов и m—r векторов канонического базиса (e;), 
показать, что компоненты векторов а1, dg, ..., а, HOT остальным век- 
торам канонического базиса образуют матрицу ранга r.] 
5) Пусть Х — матрица из т строк и п столбцов над телом К 
и r— ее ранг. Показать, что ранг подматрицы из т строк и 5 столб- 
ΠΟΒ, получающейся путем вычеркивания n — $ столбцов матрицы X, 
>r+s—n. 
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6) Пусть Х=(а,;) — матрица из т строк и п столбцов над телом К. 
Для того чтобы Х была ранга 1, необходимо и достаточно, чтобы 
в К существовали семейства (A;), <i<m Из m элементов, не равных все 
нулю, и (μη)ι <j<n Из п элементов, не равных все нулю, такие, что 
ᾱχ;--λημ; для каждой пары индексов (i, 7). 

*7) Пусть Е — правое векторное пространство над телом К 
и Н — его гиперплоскость. Всякий эндоморфизм и пространства EF, 
оставляющий все элементы из Н инвариантными, дает при фактори- 
зации эндоморфизм одномерного факторпространства E/H, тем самым 


имеющий вид х- зи (*), где μία) ЕК и и (xA)=A lu (x) А. Авто- 
морфизм и, оставляющий все элементы из Н инвариантными, назы- 
вается сдвигом, если соответствующий автоморфизм факторпространства 
Е/Н есть тождественное отображение, и растяжением — в противном 


случае; если и — растяжение, то множество всех элементов μ (x), 
являющееся классом сопряженных элементов (гл. I, $ 7, n° 5) в муль- 
типликативной группе К* ненулевых элементов тела К, называется 
классом растяжения и. 

а) Показать, что для каждого растяжения существует, и притом 
лишь одна, дополнительная к Н прямая, инвариантная относительно 
этого растяжения. 


6) Пусть ф — линейная форма, для которой Н —© (0); показать, 
что для каждого сдвига и существует однозначно определенный век- 
тор a EH такой, что и (2) =х--аф (x). Обозначая через Г (10, FH) группу 
всех автоморфизмов пространства Ё, оставляющих инвариантным 
каждый элемент из H, показать, что сдвиги (относительно Н) образуют 
ее нормальную коммутативную подгруппу ®(E, ΠΗ), изоморфную 
аддитивной группе Н; факторгруппа Г (Е, Н)/® (Е, H) изоморфна К*. 

в) Если Æ конечномерно, TO для каждого сдвига и существует 
такой базис пространства E, что в матрице и относительно этого базиса 
все диагональные элементы равны 1 и по крайней мере еще один эле- 
мент +0, 

г) Показать, что централизатор (гл. I, $ 6, упражнение 15) 
группы ® (E, Н) в группе GL(E) автоморфизмов пространства E 
есть композиция 7(Е) 9 (Е, H)=®(E, H)Z(E) группы ®(E, Ἢ) 
и центра Z (Е) группы GL (Е) ($ 2, следствие 2 предложения 5). Един- 
ственными автоморфизмами. принадлежащими этому централизатору 
и оставляющими инвариантным по крайней мере один ненулевой эле- 
мент из E, являются сдвиги из © (Е, Н). 

д) Показать, что нормализатор (гл. I, $ 6, упражнение 13) груп- 
пы Θ (Е, Н)в GL(E) есть подгруппа GL (E), образованная всеми авто- 
морфизмами, оставляющими Н инвариантным. 

*8) Пусть Е (Е) — нормальная подгруппа группы GL (Е), обра- 
зованная теми автоморфизмами и, для которых множество всех эле- 
ментов из E, инвариантных относительно и, имеет конечную фактор- 
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размерность (если Е конечномерно, то F (E)=GL (ЁЕ)). Пусть, далее, 
С (Е) — нормальная подгруппа группы GL(E), порожденная всеми 
сдвигами; она содержится в F(E). 

а) Показать, что если Е — размерности > 1, то для каждой пары 
ненулевых векторов x, у из E существует сдвиг или произведение двух 
сдвигов, переводящее х ву (иными словами, группа С (Е) транзитивно 
действует в дополнении к {0} в δ). 


6) Пусть V и W — гиперплоскости, = -- V — класс modV, 


отличный от V, и yy=yo+W — класс mod W, отличный or W. Пока- 
зать, что если Е — размерности > 1, то существует сдвиг или произ- 
ведение двух сдвигов, преобразующее V BW и to в Yo. [Рассмотреть 
сначала случай различных V и W.] 

в) Показать, что если Е — размерности > 1, то любые два сдвига, 
отличные от тождественного отображения, являются сопряженными 
элементами (гл. I, $ 7, n° 5) группы F(E). 

г) Показать, что если Е — размерности > 2, то любые два сдвига, 
отличные от тождественного отображения, являются сопряженными 
элементами группы С (Е). [С помощью 6) свести к случаю, когда гипер- 
плоскости обоих сдвигов совпадают, и затем использовать а).] 

д) Если Е двумерно, то для того, чтобы любые два сдвига были 
сопряженными элементами группы С (Е), необходимо и достаточно, 
чтобы подгруппа О группы К*, порожденная квадратами всевозмож- 
ных элементов из К*, совпадала с К*. [Показать, что если и — сдвиг, 
а а — элемент из E, не инвариантный относительно u, и 6=и (а) —a, 
то для каждого сдвига и’, сопряженного K u 8 C (Е), имеет место равен- 
ство и’ (a) — a — ah + bu, где WE Q или U = 0; воспользоваться для 
этого тем, что во всякой мультипликативной группе элементы αβα-1β 
и 9В?а являются произведениями двух квадратов. Чтобы убедиться 
в том, что сформулированное условие влечет сопряженность в С (E) 
каждого сдвига v CO сдвигом и, свести рассмотрение к случаю, когда 
»(a)—@h7 5. | | 

е) Если Е — размерности >41, то для того, чтобы растяжения и 
ии’ были сопряженными относительно группы С (Е) (т.е. чтобы суще- 
ствовал автоморфизм v ЕС (E), для которого u’—vuv 1), необходимо 
и достаточно, чтобы классы (упражнение 7) этих растяжений совпа- 
дали. |Использовать 6).] Вывести отсюда, что если класс некоторого 
растяжения содержится в коммутанте (гл. I, $6, n° 8) группы К* 
то это растяжение принадлежит группе С (Е). [Воспользоваться тем, 
что vun Lu t—v (urtu).] 

*9) a) Показать, что каждый автоморфизм u, принадлежащий 
Е (Е), есть произведение автоморфизма, принадлежащего С (ЕЁ), u, воз- 
можно, растяжения, гиперплоскостью инвариантных элементов кото- 
рого служит фиксированная гиперплоскость Hy. [Провести индукцию 
по факторразмерности подпространства элементов, инвариантных 
относительно u, используя 8a и 8e.] 
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6) Показать, что С(Е) содержит коммутант ee (Е) и, за исклю- 
чением того случая, когда K=Z/(2) и dim E=2, совпадает с ним. [При 
доказательстве того, что С(Ё) содержит коммутант группы F(E), 
использовать а) и упражнение 86; для установления того, что С (Е), 
кроме указанного исключительного случая, содержится в этом комму- 
танте, показать. используя упражнения 76 и 8в, что при всяком пред- 
ставлении Ё (Е) в коммутативную Ray образом каждого сдвига 
служит нейтральный элемент. | 

*10) Показать, что если Е — размерности >2, TO каждая нор- 
мальная подгруппа группы (11, (EZ), не содержащаяся в центре Ζ (Е), 
содержит коммутант С (E) группы Г (E), и что каждая нормальная под- 
группа группы С (Е), не содержащаяся в 7 (E), совпадает с С (Е). [По- 
казать, что если Г — нормальная подгруппа группы GL (Е) ии — авто- 
морфизм, принадлежащий Ги не принадлежащий Z (Е), то существует 
сдвиг г такой, что w—v lu ри оставляет инвариантной некоторую 
гиперплоскость Н и не принадлежит Z (Е); для этого воспользоваться 
упражнением 7г и показать с помощью упражнения 70, что W (x) — 2 
для каждого x € Е принадлежит фиксированному двумерному под- 
пространству. Доказать, далее, с помощью 7г, что либо & есть сдвиг, 
либо существует сдвиг 2, оставляющий инвариантным каждый эле- 
мент из H и такой, что éwt lw 1 не принадлежит Z (Е). В заключение 
использовать 8в; аналогичное рассуждение для нормальных подгрупп 
группы С (Е) с использованием 8г.] 

11) Пусть Х и У — матрицы из т строк и п столбцов над телом К; 
если существуют квадратные матрицы т-го порядка P, Ρι и квад- 
ратные матрицы п-го порядка О, О, такие, что У=РХО u XÄ=P,YQ,, 
то Х и У эквивалентны. [Использовать предложение 9.] 

12) Пусть Х, X’, У, У’ — квадратные матрицы п-го порядка 
над кольцом A с единицей, причем Х обратима. Для того чтобы суще- 
ствовали обратимые квадратные матрицы п-го порядка Р и О такие, 
что X’—PXQ и У’=РУО, необходимо и достаточно, чтобы Х’ была 
обратима, а матрицы УХ и У’Х'’ 1 подобны. 


$ 7. Алгебры 


Bce рассматриваемые в этом параграфе кольца операторов 
предполагаются коммутативными и содержащими единицу. 


1. Определение алгебры 


ОпРЕДЕЛЕНИЕ 1. Лусть А — коммутативное кольцо с едини- 
цей в. Алгеброй (или гиперкомплексной системой) над А (или отно- 
сительно А) или также А-алгеброй называется всякое кольцо 
с операторами Е, внешний закон которого имеет множеством 
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своит операторов кольцо А и вместе с заданным в E сложением 
определяет в Е структуру унитарного А-модуля *). 


‚ Другими словами, алгебра над А есть кольцо E, наделенное 
внешним законом (записываемым в виде левого умножения), 
имеющим А своей областью операторов и удовлетворяющим 
следующим тождествам: 


а(е--у) = ar + ay, (1) 
(a +B) х=ах- Bz, (2) 
a (Bx) = (ab) x, (3) 

be =m, (4) 

a (ry) = (ar) y=x (ay) (9) 


(a€ A, BEA, cEL, yEË). 
Отсюда вытекает общая формула дистрибутивности 


(>: a,%;) By By.) == > (α;β;)(α;ν;) (6) 


1, J 
(a,€A, BEA, HEF, ψ)Ε δ). 


Примеры. 1) Каждое кольцо Е с единицей может быть наде- 
лено структурой алгебры относительно любого подкольца A своего 
центра (с тем же единичным элементом, что и у 2), если за композицию 
оператора &Е А и элемента x € Е принять произведение zx(—=xz) 


этих элементов в кольце FE. 
2) Структура кольца с операторами, определяемая в любом кольце 


Е внешним законом (п, x) > πα, где п ЕЙ (гл. I, § 8, n° 2), есть струк- 
тура алгебры относительно кольца Z. 

23) Пусть Г — открытый интервал числовой прямой В. Кольцо 
всех непрерывных числовых функций на / будет наделено структурой 
алгебры над полем В, если для каждой непрерывной числовой функции 
f на J и каждого вещественного числа A понимать под Af функцию 
t > Af (t)., 


Структура кольца с операторами, противоположная заданной 
8 алгебре Е над А, также есть структура алгебры над A; 


*) В обычно употреблявшейся до сих пор терминологии «алгебрами» 
назывались исключительно алгебры над полем; это действительно наиболее 
часто встречающиеся алгебры. Если на протяжении какой-нибудь главы нам 
придется рассматривать лишь алгебры этого рода, мы будем считать себя 
вправе придавать в этой главе слову «алгебра» всюду смысл «алгебра над 
полем», причем будем явно оговаривать эту вольность речи. 
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наделенное этой структурой алгебры, Ё называется алгеброй, 
противоположной заданной. 

Если внешний закон алгебры Ё над А сузить на подкольцо В 
кольца А (имеющее тот же единичный элемент, что и А), то этот 
закон (вместе с заданными в E сложением и умножением) опре- 
делит в множестве Ё новую структуру алгебры, которую следует 

< отличать от структуры алгебры, имеющей своим кольцом опера- 
торов A. | 


Замечания. 1) Позже (в теории «алгебр Ли») нам придется 
рассматривать алгебраические структуры, определяемые в некотором 
множестве Ё заданием двух внутренних законов и внешнего закона, 
имеющего множеством своих операторов коммутативное кольцо, 
причем будут выполнены все аксиомы алгебр, за исключением ассо- 
циативности умножения в Е; по аналогии множество, наделенное 
такой структурой, будет называться «неассоциативной алгеброй». 

2) Можно было бы попытаться обобщить определение 1, отбросив 
ограничение коммутативностью, наложенное на кольцо операторов 
А; но из условия (5) видно, что в наиболее важных случаях это обобще- 
ние было бы лишь кажущимся: действительно, аннулятор а А-мо- 
дуля Е ($ 1, n° 9) есть двусторонний идеал, факторкольцо по кото- 
рому A/a коммутативно, а перейдя к точной структуре, ассоцииро- 
ванной со структурой А-модуля в Е ($ 1, n° 9), мы увидели бы, что 
получили BE структуру алгебры относительно A/a (см. упражнение 11). 

Часто приходится рассматривать в алгебре Е структуру левого 
(или правого) модуля относительно ее некоммутативного подкольца В; 

< He следует думать, что Е есть алгебра над В (для элементов a € B 
соотношение (5), вообще говоря, не будет выполняться). 


2. Базисы алгебры. Таблицы умножения 


Наиболее интересны те алгебры, которые, рассматриваемые 
как модули относительно их кольца операторов А, допускают 
базис относительно А (8 1, n° 6); это всегда имеет место для алгебр 
над полем (ἃ ὃ, теорема 1). 

Как вытекает из формулы (6), в алгебре Ё, имеющей базис от- 
носительно своего кольца операторов A, умножение вполне 
определено, если известны, с одной стороны, умножение в коль- 
це A, а с другой — всевозможные попарные произведения эле- 
ментов базиса. Если (άλ)λει, — базис в Е относительно A, то 


каждый элемент из Ё однозначно представляется в виде У En; 
à 
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поэтому, в частности, 
ajay = > Yauvdv; (7) 
ν 


и знание элементов Yauvs фигурирующих в этих соотношениях, 
полностью определяет умножение в Е; говорят, что соотноше- 
ния (7) образуют таблицу умножения рассматриваемого базиса (a). 


Это название происходит оттого, что в случае, когда множеством 
индексов базиса служит интервал [1, п] натурального ряда, соотно- 
шения (7) обычно записывают, располагая правые части этих COOT- 
ношений в виде квадратной таблицы 


ay ag 


ay 


da 


где подразумевается, что на пересечении строки элемента а; и столбца 


элемента а; стоит значение произведения aia;. 


Элементы Ύλμν кольца А, фигурирующие в соотношениях (7), 
не произвольны, ибо, каковы бы ни были индексы A, U, у, должны 
выполняться соотношения ассоциативности 


(аа) а» = ал, (auav); (8) 
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согласно (7), эти соотношения равносильны соотношениям 


ὰ YaueYovo = ὰ Ὑλρσγμνϱ» (9) 


которые должны выполняться для любых индексов A, U, V, σ. 

Обратно, пусть заданы унитарный А-модуль Ё, его базис 

(ἄλ)λλεε И семейство (Ύλμν) элементов кольца А, удовлетворяю- 

щее соотношениям (9); тогда в Ё можно определить умножение, 

для любых t= >) Бал, y= > ла» положив ху= 2 ξλαμγλμνᾶν; 
À À 4 hs Ὁ 

двоякая дистрибутивность этого закона относительно задан- 


ного на Ё сложения непосредственно очевидна, а условия (9) 
влекут его ассоциативность; следовательно, вместе со сложе- 
нием он определяет в Е структуру кольца; наконец, ясно, что 
заданный на Ё. внешний закон в соединении с этой структурой 
кольца определяет в Ё структуру алгебры относительно А. Это — 
часто применяемый способ определения алгебры. 


Заметим, что элементы Ули» Зависят от выбранного базиса; при 


изменении базиса таблица умножения, вообще говоря, меняет свой 
вид. В главе ПТ мы уточним способ преобразования коэффициентов 
Ули» при переходе к новому базису, а именно покажем, что в случае, 


когда E имеет конечный базис, они являются компонентами один раз 
контравариантного и дважды ковариантного тензора (глава ПШ, $ 3). 


Если Ё — алгебра, определенная указанным образом, то взяв, 
при том же базисе (41), таблицу умножения с коэффициентами 
Ύλμν = Yurv,; мы определим в Е противоположную структуру. 
В частности, для коммутативности алгебры Ё необходимо и до- 
статочно, чтобы Ύλμν = Ύμλν» Каковы бы ни были À, U, ν. 


Другими словами, таблица умножения алгебры, противополож- 
ной Е (относительно того же базиса), получается путем «отражения» 
таблицы умножения алгебры Е в ее «диагонали»; коммутативная 
алгебра характеризуется тем, что ее таблица умножения «симметрична 
относительно своей диагонали». 


Точно так же для того, чтобы элемент A, рассматриваемого 
базиса был единицей алгебры E, необходимо и достаточно, чтобы 
Ay, = алах — An, каково бы ни было A, т. е. чтобы Yury = Ύλκῃ 
при и == Ли Yann = ΎλκλΞΞ 8, каково бы ни было À. 
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Алгебра Ё относительно поля К является векторным про- 
странством относительно К; его размерность относительно К 
($ 3, определение 1) чаще всего называют рангом алгебры Е 
относительно К (или степенью Ё относительно К, если E — поле); 
напомним, что этот ранг в случае его конечности обозначается 


[E:K] ($ 3, n° 2). 


9. Подалгебры. Идеалы. Фапторалгебры 


Пусть Е — алгебра относительно кольца A. В любом под- 
кольце F кольца с операторами Е (т. e., по определению, устой- 
чивом подкольце этого кольца; см. гл. I, $8, n° 4) структура, 
индуцированная заданной в Ё структурой алгебры, тоже есть 
структура алгебры относительно А; наделенное этой структурой, 
Г называется подалгеброй алгебры Ё. Каково бы ни было множе- 
ство МС. Е, множество N тех элементов из Ё, которые перестано- 
вочны с каждым элементом из M, есть подалгебра алгебры Е 
(гл. I, $ 8, предложение 2); в частности, центр алгебры E есть 
ее подалгебра. 


Нет необходимости вновь определять понятие (левого, правого 
или двустороннего) идеала алгебры: оно было определено более 
общим образом для любого кольца с операторами (гл. Г, $ 8, π΄ 9). 


Если а — двусторонний идеал алгебры Ё (относительно коль- 
ца A), то структура кольца с операторами в фактормножестве 
E/a есть структура алгебры относительно A; наделенное этой 
структурой, Ё/а называется факторалгеброй E по a. | 


4. IT ‘редставления 


Пусть E и F — алгебры относительно одного и того же кольца 
А; мы уже определили (гл. I, 8 8, n° 8) представления E BF; 
напомним, что отображение и алгебры Ё в F есть представление, 
если оно удовлетворяет тождествам | 


и (#-- у) =и(2)-- и(у), и (ту) =и (2) и (у), и (ах) = au(x) 
(at A, ЕЕ, yEE). 


Можно также сказать, что и есть представление Ё в Г, если 
оно есть линейное отображение А-модуля Е в А-модуль F 
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и одновременно представление относительно мультипликативных 
законов, заданных в Ё и F. 

Все свойства представлений колец с операторами относятся, 
в частности, к представлениям алгебр: если и— представление Ё BF, 


ΤΟ и (Е) есть подалгебра алгебры F; a Br (0) есть двусторонний 
идеал алгебры Ё, u(E) изоморфно факторалгебре Z/a, и и есть 
композиция канонического гомоморфизма & на Ё/а и изомор- 
физма E/a на и(Ё); если С — подалгебра алгебры Æ, то и (4) — 
подалгебра алгебры Ё, изоморфная факторалгебрам G/(G[)a) 
и (α--α)/α. 

Если алгебра Е допускает базис (αχ), то ее представление ] 
в алгебру F полностью определяется элементами f(a,) ($ 2, 
следствие 2 предложения 3); обратно, задание этих эле- 
ментов определяет линейное отображение } А-модуля Ё в А-мо- 
дуль К; для того чтобы } было представлением алгебры Е в 
алгебру F, необходимо и достаточно, чтобы, согласно форму- 


лам (6) и (7), f(ax) f (au) = 2 Ύλμν] (dy) для любой пары индек- 
ν 
сов (A, и). 

В случае, когда Ё обладает единичным элементом Ε, причем этот 
элемент свободный (что всегда имеет место для алгебр над полем), 
отображение & —> Me есть изоморфизм ф кольца А (рассматриваемого 
как алгебра относительно самого себя) в алгебру Е; поскольку 
ax = (ие) x = x (ae), ф (А) есть подкольцо центра алгебры Ё, и струк- 
тура алгебры относительно А по сути ничем не отличается от 
структуры алгебры относительно ф (А). Поэтому А и @(A) обычно 
отождествляют, рассматривая тем самым А как подалгебру 
алгебры Ё, содержащуюся в центре этой алгебры и имеющую 
тот же единичный элемент, что и Ё. Заметим, что в этом случае 
каждый идеал кольца (без операторов) Е есть также идеал алгебры E 
(напротив, подкольцо кольца без операторов E не обязательно 
является подалгеброй алгебры E). 


Вообще, в случае, когда Е обладает единицей е, ее аннулятор а 
($ 1, n° 9) есть также аннулятор Е; образ A при представлении a — de 
есть подалгебра алгебры E, изоморфная А/а. Структура точного 
модуля (относительно A/a), ассоциированного ($ 1, n° 9) со структурой 
А-модуля в Е, вместе с умножением определяет в Е структуру алгебры 
относительно кольца A/a, в которой ὁ является свободным элементом; 
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мы будем и эту структуру алгебры называть ассоциированной с задан- 
ной в Ё структурой алгебры относительно A. 


Замечание. Как уже указывалось (гл. I, $ 8), при paccmor- 
рении в множестве Æ нескольких структур кольца с операторами 
(и, в частности, нескольких структур алгебры), в основе которых лежит 

одна и та же структура кольца (без операторов), следует тщательно 
> различать понятия подалгебры, идеала, представления и T. д. OTHO- 
сительно этих различных структур. В частности, рассмотрим в кольце 
Е структуры алгебры относительно двух различных подколец A, В 
его центра, и пусть а — элемент из A, не принадлежащий В; если } — 
представление Ё, рассматриваемого как алгебра над A, то f (ах) = 
= af (x) = f (a) f (x) для всех x € Е; напротив, если г — представление F, 
рассматриваемого как алгебра над В, то g(ax)=g (а) σ(α), но, 
вообще говоря, g (ax) == ag (x). 


5. Произведения и прямые суммы алгебр 


Пусть (Ё,) — семейство алгебр над одним и тем же коль- 


цом A; очевидно, кольцо с операторами Ё = ПЕ, (гл. I, $8, π΄ 10) 
L 


тоже есть алгебра над А; она называется произведением алгебр E,. 
Каждое свойство произведений колец с операторами относится, 
в частности, к произведениям алгебр. 

В случае, когда семейство (Κι) конечно, компоненты E, 
модуля E, отождествляемые соответственно с Κι ($ 1, n° 4), явля- 
ются подалгебрами алгебры Ё и E есть прямая композиция (гл. I, 
$ 8, n° 11) этих подалгебр. Но если, обратно, F есть алгебра над 
А u (F,) — конечное семейство ее подалгебр таких, что А-модуль 
Г есть прямая сумма ($1, n° 7) подмодулей Е, (что, допуская 
вольность речи, выражают, говоря, что алгебра Е есть прямая 
сумма nodaneeöp F;), то, вообще говоря, отсюда еще никоим обра- 
30M не следует, что À есть прямая композиция подалгебр F, 


(или, что то же, изоморфно произведению Ir); как известно 
L 


(гл. 1, $ 8, предложение 7), для того чтобы À было прямой KOM- 
позицией F,, необходимо и достаточно, чтобы РЁ, ={0} для 
всех пар различных индексов (A, u). Если это условие не вы- 
полнено, то мультипликативный закон на А не определяется 
однозначно знанием мультипликативных законов на каждой из 
подалгебр F,; для его определения следует еще знать, как пере- 
множаются элементы, принадлежащие двум различным Λι. 
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6. Примеры алгебр: Г. Кольца эндоморфизмов 


Пусть Ё — унитарный правый модуль над кольцом А; как 
мы видели ($2, n° 5), множество 5 (Ё) всех эндоморфизмов 
модуля Ё наделено структурой кольца с операторами, имеющей 
своей областью операторов центр С кольца А; поскольку сло- 
жение и внешний закон этой структуры определяют BL (E) струк- 
туру унитарного С-модуля, мы видим, что L (EH) есть алгебра 
относительно С, имеющая своим единичным элементом тождест- 
венное отображение Ё на себя. 

Наиболее важен тот случай, когда Ё обладает конечным базисом 
из п элементов относительно А; тогда L (Ё) изоморфно кольцу 
M, (А) квадратных матриц п-го порядка над А ($6, n° 5). Если 
А коммутативно, то M, (А) есть алгебра относительно А; кано- 
нический базис (E;;) этой алгебры ($6, n° 2) имеет таблицу 
умножения 


F;;En =0, если 7-Й, | 10) 


Ban, каковы бы ни были 1, J, К. 


τι 

u ® 
Единичный элемент J, алгебры М, (А) равен 2 Κιν кольцо А 

i= 


отождествимо с подкольцом матриц αἰ, (ZEA). 


7. Примеры алгебр: Il. Ввадратичные расширения 
кольца | 


Пусть А — коммутативное кольцо с единицей. Его квадра- 
тичным расширением называется алгебра Ё относительно А, 
имеющая базис, состоящий из двух элементов, один из которых 
служит ее единицей; таким образом, при отождествлении еди- 
ницы алгебры Ё с единицей кольца А, которую мы будем обозна- 
чать 1, А отождествляется с подкольцом кольца ЕЁ. Если 
и — второй элемент рассматриваемого базиса, то каждый элемент 
из Ё однозначным образом записывается в виде a+ bu, где aE А 
и bE A. Поскольку, по предположению, 1 -и =и.1=и, E коммута- 
тивно, и таблица умножения базиса (1, и) полностью опреде- 
ляется заданием и?, т. е. определяющего его соотношения 


®=au+ß (a€A, BEA); (11) 
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условия ассоциативности выполнены, каковы бы ни были a и β, 

так что последние могут быть выбраны произвольно. | 
Исследуем строение алгебры Ё, когда А есть none zapakme- 

ристики #2 (гл. I, $ 8, n° 8). Замечая, что | 


(a + bu)? = (ab + 2a) (a + bu) + ВБ? — ααὐ — a’, 


ы a , 
и полагая в этой формуле b=1, a= — >. + видим, что можно при- 


нять за новый базис в Ё множество, образованное элементами 


α 
Auv=u-—-—, где v?=y€A. Возможны три случая: 


— 


1° у не является в А квадратом. Тогда Е есть поле; действи- 
тельно, если a+ бе -=0, то, в силу предположения, (a+ bv) x 


Е | a b 
x (a вы bv) = а“ — vb? == 0, и значит, а?— yb? —_ a? — yb? и есть эле-. 


мент, обратный а- bv. 
Если A — поле вещественных чисел, то —1 не является в А 


квадратом; элементами квадратичного расширения E, соответствую- 


mero y= — 1, будут тогда комплексные числа (CM. гл.У и Общ. τοπ., 
гл. УП. 


2° y есть квадрат w* = 0. Рассмотрим тогда в Ё новый базис, 
2 1 1 1 1 
образованный элементами €, = >. (1 + =?) =, ( 1 — — ο) 
2 m 
имеем е=е,, Εὖ ΞΘ», ее, = ее, =0; таким образом, Ё есть прямая 
композиция двух полей Ae,, ÄAe,, изоморфных А. 


3° y=0. Множество а = Av есть тогда идеал в Ё такой, что 
aa = {0}, и факторалгебра Е/а изоморфна полю А. 


‘Если А — поле В вещественных чисел, элементы алгебры Е 


над В, имеющей базис (1, 2), в котором v?—0, называют дуальнымь. 
числами. о 


Элемент т=ар— бе называется сопряженным к элементу 
x = a+ bv алгебры Ё; непосредственная проверка показывает, что 


отображение х—>х есть инволютивный (τ. €. совпадающий со 
своим обратным) автоморфизм алгебры Е. Имеем х+х=2аЕ A 


и xx = a? — b°€ А; произведение 22 называется нормой x и обозна- 
чается N (x). Имеем 


N (ту) =М (x) М (y), (12) 
ибо N (αγ) = ху. ху = xxyy. 


19° 
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8. Примеры алгебр: III. Нватернионы 


Пусть А — коммутативное кольцо с единицей и Ё — алгебра 
над А, имеющая базис, образованный четырьмя элементами, 
первым из которых служит единица алгебры E, отождествляемая 
с единицей 1 кольца A, а остальные три элемента и, VU, W пере- 
множаются согласно таблице 


va = = —aeD, 

ии = — ии =W, | 

vw = — 0 = — Bu, | (15) 
WU = —uw= — 0%, } 


где a mn В — элементы из А, для которых aß ~ VU. Без труда про- 
веряется, что эта таблица умножения удовлетворяет условиям 
ассоциативности. Определенная так алгебра EL, некоммутатив- 
ная, если характеристика А не равна 2, называется алгеброй 
кватернионов над А, соответствующей паре (a, В) элементов 
из А, а ее базис (1, и, Vv, и) — каноническим базисом этой 
алгебры. 

Таблица умножения базиса, образованного элементами 1, и’ = 
= Au, в’ = о, ш'=ЛАиш, где À и W— обратимые элементы из À, 
получается из (13) заменой a на Mauß на wp. Тем самым алгебры 
кватернионов над A, соответствующие парам (α,β) и (Aa, μ’β), 
изоморфны. Если a обратимо, то элементы À, и’ =U, V =, ш'’=аь 
также образуют базис алгебры Ё; таблица умножения этого но- 
вого базиса оказывается совпадающей с таблицей умножения 
алгебры кватернионов, соответствующей паре (%, --αβ), так что 
эта алгебра изоморфна алгебре, соответствующей паре (α, В); 
наконец, ясно, что алгебры кватернионов, соответствующие 
парам (α, В) и (В, и), изоморфны. 

Для каждого кватерниона x =а-- bu+cv-+ dw будем обозна- 
чать через x кватернион а — bu — cv— dw; он называется кватер- 


'ἩΜΟΗΉΟΜ, сопряженным к X, х—>х есть взаимно однозначное линей- 


ное отображение Ё на себя; при этом иг = ш= — ш = ви, и так же 


проверяется, что UW = WU, ши =иш; таким образом, х—>х есть 
‘изоморфизм алгебры Ё на противоположную алгебру Е? (и такжо 
изоморфизм 1° на А); его называют антиавтоморфизмом алгебры L; 
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он совпадает с обратным к нему отображением. Далее, x + x — 

=2a€A и ах=лх=а? — аб? — Вс* |-αβα7Ε A; произведение xx 

называют также нормой кватерниона x и обозначают N (x). Имеем 
) 


N (ху) =М (x) М (y), (14) 


160 М (xy) = хуху = xy (yx) = x (yy) т = (уу) (xx), поскольку УУЕА. 

Рассмотрим, в частности, тот случай, когда А есть поле (харак- 
теристики 2), и исследуем, при каком условии алгебра кватер- 
нионов Ё над А (относительно элементов &, В) сама есть (некомму- 
тативное) тело. Для этого необходимо, чтобы 25:0 влекло 
N (х)==0, ибо, в силу (14), М (x) N (x !)=N (1)=1. Но это условие 
также достаточно, ибо если оно удовлетворяется, то соотноше- 
ния 2х = хх = М (x) +0 для каждого х==0 из Е показывают, 


— 


- 
М (α)᾿ 


что x обладает в E обратным 2 ! = 


В случае, когда A — поле 0 рациональных чисел, условие удовле- 
творяется, если взять а< 0 u P< 0. "Το же верно и в том случае, 
когда A — поле В вещественных чисел; причем в этом случае все 
некоммутативные тела, полученные таким способом, изоморфны телу, 
соответствующему паре (a, В) с а=В= —1; говоря о теле кватернио- 
нов над В, всегда имеют в виду именно это последнее тело; его канони- 
ческий базис обозначают (1, 7, 7, К), и то же обозначение принимается 
обычно для канонического базиса алгебры кватернионов над любым 
полем, соответствующей паре (—1, —1)., 

Ясно, что когда один из элементов а, В, —aß является в поле A 
квадратом, то N (x) может быть =0 и при x =2 0. °В частности, мы 
видим, что алгебры кватернионов ‘над полем С комплексных чисел 
(которые все изоморфны) не являются телами (см. упражнение 4).. 


Заметим, что, каково бы ни было cE E, x? = д-р u, τπολ--α--α 
и w= — 22= — М (x) принадлежат А. Таким образом, если 2 A, 
TO подалгебра A, алгебры Ё, порожденная элементами 1 их, 
есть квадратичное расширение кольца А с базисом, образованным 
этими двумя элементами; очевидно, Ё есть (левый и правый) 
модуль относительно коммутативного кольца A,, но не является 
алгеброй над этим кольцом (если А и A, — поля, TO Ё — вектор- 
ное пространство размерности 2 над A,). 
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9. Примеры алгебр: IV. Моноидная алгебра. Группо- 
вая алгебра 


Пусть А — коммутативное кольцо с единицей, 5 — моноио 
(гл. J, $1, n° 3), для которого мы примем мультипликативное 


обозначение, и Ё = A) — модуль формальных линейных комби- 
наций (с коэффициентами из А) элементов моноида 5 ($1, n° 8); 
как мы знаем, канонический базис этого модуля отождествляется 
с множеством 5, так что каждый элемент из Ё записывается 


(однозначным образом) в виде У @.5, где все a,€ A. В E можно 
ses 


определить теперь структуру алгебры относительно А, приняв 
за произведение элементов $, { канонического базиса 5 их произ- 
ведение $ в моноиде 5; ясно, что условия ассоциативности (8) 
при таком определении удовлетворяются. Так определенная 
алгебра Ё называется моноидной алгеброй моноида 5 относи- 


тельно кольца А. Таким образом, для любых элементов x= >) 0.5, 
$ 


y= ὃ ß.s этой алгебры имеем zy = >) (У αιβμ) = 


5685 tu=s 


Замечания. 1) В случае, когда S — аддитивно записывае- 
мый коммутативный моноид, его уже нельзя отождествлять с канони- 


ческим базисом модуля А“), так как это могло бы повлечь смешение 
аддитивных законов, заданных в 9 U A'S). элемент канонического ба- 
зиса модуля A, соответствующий элементу $ моноида S, в этом слу- 
чае можно, скажем, обозначать e,; таблицей умножения этого базиса 
будет тогда ее; =е. +1. 

2) Пусть 5 — мультипликативный моноид и (е.) — канонический 
базис модуля A®), Определение моноидной алгебры моноида „5 OTHO- 
сительно A можно обобщить, приняв за таблицу умножения базиса 
(e,) соотношения 

es = As, 164 (As, € A) 
с условиями ассоциативности 
Os, Ast, w= As, tußt, u 


для произвольных 5, ἰ, и из 5. Семейство (G,, |) называется системой 
факторов определенной так алгебры. Если y, для каждого s— обрати- 
мый элемент кольца A, то элементы € =Y,e; образуют базис, модуля 
A®) с таблицей умножения 


u 


6.6 


! 
5 


’ . 
1 st’ 
Yst 
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Иными словами, алгебры, соответствующие системам факторов (Q,, ;) 


YsYı 
Yst 


u au): изоморфны (CM. упражнение 12). 


| 8). 
Если 5 коммутативно, то это же верно и для алгебры A; 
если 5 обладает нейтральным элементом 6, TO е есть также единица 


алгебры AP. 


Если T — устойчивое множество элементов моноида S (гл. I, 


\ I 
$ 4, n° 2), то множество всех элементов вида > @,S есть под- 
s€T 


алгебра алгебры A , изоморфная моноидной алгебре A”? монои- 
да Т относительно A, и отождествляется с этой последней. 


(T) 


Пусть В — подкольцо кольца А, имеющее TOT же единичный 


8 
элемент, что и АЯ множество всех элементов >) a,s алгебры A’, 
568 


в которых a,ED для каждого SE 5, есть подкольцо кольца 


(без операторов) AP, но не подалгебра относительно кольца А; 
его структура алгебры относительно кольца Б отождествима 


со структурой моноидной алгебры B®) моноида 5 относительно 
кольца ВБ. 


Каждое представление } моноида 5 в алгебру Ё относительно A 
(рассматриваемую как моноид относительно одного умножения) 
можно, и притом единственным образом, продолжить до пред- 


ставления f алгебры А® в Е, положив 1 (У а, 5) = У а} (5). 
ses 568 


Пусть теперь ф — представление кольца А в коммутативное 
= 5 
кольцо В с единицей; будем считать моноидные алгебры А) 


6 
и В® одного и того же моноида 5 наделенными лишь их струк- 
турой кольца (без операторов), лежащей в основе их структуры 


алгебры. Положив тогда f( > α.5) = Σ' φία.)5, мы получим пред- 
s€S s€S 


5 ow 
ставление f кольца AS в кольцо В®. Если 5 обладает единицей, 
так что А (соответственно В) может быть отождествлено с под- 

2 | 
кольцом кольца 4a” (соответственно 5). TO представление f есть 
продолжение представления ф. 


Наиболее важными моноидными алгебрами являются группо- 
вые алгебры относительно полей. 
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Применение: модули и группы с операто- 
рами. Понятие моноидной алгебры позволяет свести изучение любых 
коммутативных групп с операторами к изучению модулей. 

Говоря точнее, с каждой структурой коммутативной группы с опе- 
раторами в множестве Е можно ассоциировать структуру модуля, 
имеющую тот же закон аддитивной группы и такую, что: 


1° каждая устойчивая подгруппа в Е (относительно заданных 
внешних законов) будет подмодулем в E (относительно ассоциирован- 
ной структуры модуля), и обратно; 

2° каждое представление группы с операторами E в гомологич- 
ную группу F (гл. I, $ 4, п°.1) будет представлением модуля, ассоцииро- 
ванного с E, в модуль, ассоциированный с F, и обратно. 

При доказательстве будем для всех заданных на À внешних зако- 
нов пользоваться мультипликативным обозначением .` Пусть © — сум 
ма (Теор. мн.. Рез., $ 4, n° 5) областей операторов всех этих внеш- 
них законов, и отождествим каждую из этих областей с соответствую- 
щим ей подмножеством в ©. Пусть Г, (0) — свободный моноид (гл. I, 
$ 1, n° 3), порождаемый множеством ©; мы определим внешний закон 
композиции (a, α) > ах на Ё, имеющий Г, (©) своей областью опера- 
торов, индукцией по длине слова а в Г, (0); если а— длины 1, то оно 
принадлежит одной (и только одной) из областей операторов задан- 
ных Ha Ё внешних законов, и ах определено. Если теперь Ax определено 
для всех слов À длины п — Тиа — слово длины п, то имеем а=Ву, 
где у—длины п — 1, aß — длины 1, и мы полагаем тогда ax =В (γα). 
Индукция по длине слова © показывает, что, каковы бы ни были слова 
auf из Г, (2), а (Вх) = (ар) x для каждого x € Е. Пусть теперь A — моно- 
идная алгебра моноида L(Q) относительно кольца Z рациональных 
целых чисел; определим внешний закон композиции (A, x) > ах на Е, 


имеющий A своей областью операторов, положив ах = > ny (Aa) 
AEL(Q) 
для каждого a= > n À (n, ΕΘ). Без труда проверяется, что этот 
AEL(Q) 


внешний закон удовлетворяет аксиомам (M,), (Му) и (Мрт), тем 


самым определяя в Ё структуру унитарного левого А-модуля, и что 
эта структура удовлетворяет поставленным выше условиям 1°и 2°. 

Описанный метод применим к любым коммутативным группам 
с операторами; но, рассматривая коммутативные группы с операторами, 
удовлетворяющие некоторым дополнительным аксиомам, часто можно 
удовлетворить условиям 1° и 27 (в предположении, что фигурирующие 
в условии 2° коммутативные группы E и Г обе удовлетворяют рас- 
сматриваемым аксиомам), ассоциируя другим способом структуру 
модуля со структурой группы с операторами в FL. 

Часто встречающийся важный частный случай — это случай 
коммутативных групп с операторами, имеющих лишь один внешний 
закон, причем областью операторов его служит мультипликативный 
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моноид 5 (чаще всего являющийся группой), так что тождественно 
а (Вх) = (аВ) x (где aß — произведение a и В BS). Если в этом случае 
В — моноидная алгебра моноида S относительно Z, то мы получим 
структуру В-модуля в Е, обладающую требуемыми свойствами, для 


каждого a = = nh (n, €Z) положив ax = > ny (Ах) (заметим, 
ACS AES 

впрочем, что то. что мы делали выше для общего случая, состояло 

прежде всего в сведении к рассматриваемому частному случаю путем 

определения на F внешнего закона с областью операторов L ((2)). 


10. Примеры алгебру: Т. Расширенная моноидбная 
алгебра 


Моноидную алгебру моноида © относительно кольца А (комму- 
тативного и имеющего единицу) можно также рассматривать 
как подмодуль произведения A>, образованный теми семействами 
(%.)зез, В которых &, = 0 для всех кроме конечного числа индексов, 
с произведением, определенным соотношением (α;) (В.) = (γε), где 
для каждого SES 


Τρ” 2 ap, (15) 


(сумма распространяется на все пары ({, u), для которых tu=s). 
Сумма в правой части формулы (15) имеет смысл, поскольку 
лишь конечное число a, и В., а значит и произведений &,ß,, 
отлично от нуля. Но правая часть формулы (15) имеет смысл и для 
любых семейств (%.) и (В.), если моноид 5 удовлетворяет следую- 
щему условию: 


(D) Для каждого SES существует лишь конечное число пар 
(1, и) элементов из S таких, что ш= 5. 


Итак, предположим, что 5 удовлетворяет условию (D); опре- 
делим на произведении A® внутренний закон композиции 
((%.), (В.)) — (%.), где у, задается для каждого $6 5 формулой (15). 
Ясно, что определенное так на A” умножение двояко дистрибутив- 
но относительно сложения и удовлетворяет тождествам (5); 
наконец, вследствие тождеств ΠΠ 


à Po Yi = 2 (( 2 aß») ne 2 (а, ( D βογω)) 


uvw=l Τ1ρε-- = us=t VW=S 


оно ассоциативно. 
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Таким образом, это умножение и два закона композиции имею- 
щейся в ar структуры А-модуля определяют в АЗ структуру 


$ à 
алгебры относительно кольца А; множество А”, наделенное этой 


структурой, мы называем расширенной моноидной алгеброй 
моноида 5 относительно кольца А. 


Очевидно, моноидная алгебра a” моноида 5 относительно A 
(называемая также, при желании избежать всякой опасности 
путаницы, узкой моноидной алгеброй моноида 9) есть подалгебра 
расширенной моноидной алгебры этого моноида (совпадающая 
с этой последней, когда 5 конечно). Допуская вольность речи, 
мы также всякий элемент (%.).с5 расширенной моноидной алгебры 
моноида 5 относительно А обозначаем тем же символом 2.045: 

se 
что и элементы его узкой моноидной алгебры; разумеется, фигу- 
рирующий здесь знак суммы не выражает никакой алгебраиче- 
ской операции, поскольку им охватывается бесконечное множе- 
ство членов ==0. При этом обозначении умножение в расширен- 
ной моноидной алгебре моноида 5 по-прежнему записывается 


в виде 
(Ха) (38) - T(E αβ.)9) 


SES tu=s 
Все сформулированные в n° 9 свойства узких моноидных алгебр 
без изменений распространяются на расширенные моноидные 
алгебры, за исключением продолжения представления моноида ὁ 
в алгебру Æ на его узкую моноидную алгебру, ибо такое продол- 


жение на расширенную моноидную алгебру, вообще говоря, 
невозможно. 


Из моноидов, удовлетворяющих условию (D), укажем, в част- 
ности, множество N натуральных чисел, наделенное структурой, опре- 
деляемой сложением, и множество №* целых чисел `>0, наделенное 
структурой, определяемой умножением. В главе ГУ мы детально 
изучим узкую моноидную алгебру (кольцо полиномов от одной неиз- 
вестной) и расширенную моноидную алгебру (кольцо формальных 
рядов от одной неизвестной) аддитивного моноида М (относительно 
любого кольца); расширенная моноидная алгебра мультипликативного 
модуля N* (кольцо формальных рядов Дирихле) играет важную роль 
в теории чисел. 


Упражнения. 1) а) Пусть Е — алгебра конечного ранга 
над полем К; показать, что если a € ЕЁ не является ни левым, ни пра- 
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вым делителем нуля, то Ё обладает единичным элементом и а обратимо. 
[См. гл. I, § 2, предложение 4.] 

6) Вывести отсюда, что если в E не существует делителей нуля, 
то Е — тело. 

2) Пусть К — поле характеристики 2 и Е — его квадратичное 
расширение, имеющее базис, образованный элементами 1 и и, где 
и? —аи--В (a€ K, ВЕК). Показать, что если уравнение x? — ах — 
--β--0 не имеет в К корня, то Е— тело; если это уравнение имеет 
два различных корня, то Ё есть прямая композиция двух полей, 
изоморфных К; наконец, если оно имеет только один корень (что BO3- 
можно, лишь когда α--0), то Е изоморфно алгебре, обладающей бази- 
сом 1, v, где υς--0. 

Линейное отображение, оставляющее 1 инвариантной и заменяю- 
mee и на и|-а, есть автоморфизм алгебры Е. 

3) Если А — коммутативное кольцо с единицей и характеристи- 
кой ==2, то центр алгебры кватернионов над A, соответствующей паре 
элементов (а, В), не являющихся делителями нуля, совпадает с A. 

4) Пусть К — поле характеристики ==2; показать, что алгебра 
кватернионов над К, соответствующая паре (1, В), изоморфна алгебре 
всех матриц второго порядка над К. [Рассмотреть базис алгебры ква- 


a 1 1 
тернионов, образованный элементами 5 (Hu), 5 (1— u), +w), 


4 

ap (? 
1 

x (v—w).] 


*5) Каждая алгебра кватернионов E над полем К характеристики 
2 коммутативна, и квадраты всех x € E принадлежат К. Поэтому под- 


алгебра К, алгебры Е, порожденная элементом x = К, является 
квадратичным расширением К, а Е — квадратичным расширением К... 

Показать, что множество С тех элементов из EL, квадрат которых 
равен квадрату какого-нибудь элемента из А, есть векторное подпро- 
странство в E размерности 1, 2 или 4. Если С одномерно (в этом слу- 
чае С=К), то E — тело. Если С двумерно, то в Е существует квадра- 
тичное расширение K, поля К, являющееся телом, и Е имеет базис 
относительно K,., образованный элементами À и u, где u?—0; множе- 
ство а тех уЕЁ, для которых у2=0, есть идеал размерности 2, 
и E/a изоморфно K,. Наконец, если С имеет размерность 4 (и зна- 
чит, совпадает с E), то множество а тех y € E, для которых у? =0, 
есть идеал размерности 3 и E/a изоморфно К; в Е существует базис 
(1, δι, &, ез) такой, что e?—ef}—e2—0, ее. — es, ἐἰθη--θοθη--Ὁ; Кез=ь 
есть единственный одномерный идеал в Е; он является аннулятором 
идеала a, и a/b есть прямая сумма двух взаимно аннулирующихся 
в E/b одномерных идеалов. 

*6) Пусть К — поле характеристики —2 и Е — алгебра ранга 4 
над К, обладающая базисом (1, u, υ, w), где 1 — единичный элемент, 
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a попарные произведения элементов и, ©, W задаются формулами (13). 
в которых а заменено нулем. 

а) Если В не является в К квадратом, то в E не существует одно- 
мерного левого (соответственно правого) идеала; множество а TeX x ЕЁ, 
для которых x?—0, есть двусторонний идеал размерности 2, и //a 
есть тело, изоморфное некоторому квадратичному расширению поля К. 

6) Если В является в К квадратом -Ε0. то в Е существует базис 
(ei: ео, ез, €4) CO следующей таблицей умножения: 


[οι] ου] es | еа 
Е 
]οι]0]0|0 


bo 


© 
65 


Множество a тех хЕЁ, для которых α---0, есть двусторонний 
идеал размерности 2, являющийся прямой суммой взаимно аннулирую- 
щихся двусторонних идеалов Ke; и Key; эти последние являются един- 
ственными одномерными (левыми или правыми) идеалами в Е. Фак- 
торалгебра E/a есть прямая композиция двух полей, изоморфных К. 

в) Если В=0, то множество а тех x € E, для которых α’--0). 
есть двусторонний идеал размерности 3; Kw=b есть единственный 
одномерный (левый или правый) идеал в Е; это — двусторонний идеал, 
являющийся левым и правым аннулятором идеала a. a/b есть пря- 
мая сумма двух взаимно аннулирующихся одномерных двусторонних 
идеалов факторалгебры E/b; наконец, Е/а есть поле, изоморфное К. 

7) Пусть К — поле характеристики ==2 и Е — алгебра над К, 
обладающая базисом из четырех элементов 1, i, 7, k (где 1 — единиз- 
ный элемент), с таблицей умножения 


e— 2 184, jeji=k jh=kj=i,. МЕЖ}, 


Показать, что Е есть прямая композиция четырех полей, изоморфных Κ΄. 
[Рассмотреть базис алгебры E, образованный элементами 


(+ ei) (rei), 


где и €’ равны +1 или —1.] 

Е есть групповая алгебра (относительно К) произведения двух 
циклических групп второго порядка. Обобщить на групповую алгебру 
произведения n циклических групп второго порядка. 

*8) Кватернионная группа Σ (гл. I, $6, упражнение 20) изоморфна 
группе из восьми кватернионов +1, +i, +], +k в алгебре кватернио- 
нов (относительно пары (—1, —1)) над полем характеристики — 2. 
Показать, что групповая алгебра Е группы 0 относительно поля К 
характеристики #2 есть прямая композиция четырех полей, изоморд- 
ных КА, и алгебры кватернионов (относительно пары (—1 —1)) над Κ΄. 
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|Элементы группы » можно записать в виде е, i, J, К, с, ci, c], ck, 
где с — элемент, соответствующий кватерниону —1; рассмотреть 


= τ 1 1 
базис алгебры Е, образованный элементами —- (ec), > (е— с), 


1 1 Ί а Ί 1 
Fri . Er BER . επ ᾿ ee ее . az ва R RES 
5 (e-+c)i, 5 ie ο) 4, 5 (ἑε-|- ο) ], 5 (e—c)], 5 (ec) К, 5 (е— с) К.] . 


*9) Показать, что групповая алгебра EL диэдральной группы “δα 
восьмого порядка (гл. 1, $ 6, упражнение 20) относительно поля К 
характеристики ==2 есть прямая композиция четырех полей, изоморф- 
ных К, и алгебры всех матриц второго порядка над К. [Элементы 
группы D, имеют вид ab’ (0 <:<3, 0 <j <1), re au b — обра- 
зующие этой группы, рассмотренные в упражнении 20 $ 6 главы !; 


à 1 
рассмотреть базис алгебры ЕЁ, образованный элементами x (ет а”), 


1 P 1 РЕ 

5 (е— а"), 5 (а а°), >. (а — а3) и четырьмя элементами, полученными 
из них умножением справа Ha D; использовать упражнение 4.] Вывести 
отсюда, что если —1 является в К квадратом, то групповые алгебры 
групп QO и D, относительно К изоморфны. 

‚Показать также, что групповая алгебра F диэдральной группы D, 
шестого порядка относительно поля К характеристики 2 и #3 есть 
прямая композиция двух полей, изоморфных К, и алгебры всех матриц 
второго порядка над К. [Рассмотреть здесь базис алгебры F, образо- 
ванный элементами е-- а-- а?, a+a?—2e, a— a? и тремя элементами, 
полученными путем умножения их справа на ὐ.] 

10) Пусть G — группа, À — ее нормальная подгруппа и а — 


двусторонний идеал групповой алгебры Am, порожденный элемен- 
тами is — $, где { пробегает Н и $ пробегает С. Показать, что груп- 


повая алгебра A(C/H) изоморфна факторалгебре A)/a. 

11) Пусть Е — левый модуль над некоммутативным кольцом 
А; предположим, что на Ё определено умножение, которое, вместе 
с законом аддитивной группы и внешним законом заданной в Ё струк- 
туры модуля, определяет в E структуру кольца с операторами, имею- 
щую своей областью операторов A. Показать при этих условиях, что 
(aß) (ху) = (Pa) (ху), каковы бы ни были AEA, ВЕЛ, х СЁ, уЕЕ. 
Вывести отсюда, что если каждый элемент модуля Ё есть произведе- 
ние двух элементов из E (что всегда выполняется, если Е обладает 
единицей), то факторкольцо A/a, гдеа — аннулятор Ё, коммутативно. 

*12) Пусть A — коммутативное кольцо с единицей 1 MS — муль- 
типликативный моноид с единичным элементом е. Предположим, что 
на A задан внешний закон (5, x) — 2, имеющий 5 своей областью 
операторов и такой, что отображение x — 2 при каждом s ES есль 
‘автоморфизм кольца А и (x) =, каковы бы ни были зи { из 5 
(откуда следует, что е есть нейтральный оператор рассматриваемого 
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внешнего закона). При этих условиях определим на А-модуле A®), 
канонический базис которого мы обозначим (f,), мультипликатив- 
ный внутренний закон композиции соотношением 
ыы | u 
(У tefs) LT уз) = У ( 2 #4, ir) Is, 


$ y $ tu=s 
гдеа., ; — коэффициенты, принадлежащие A. 


Показать, что этот закон и сложение определяют в AS) CTPYKTYPY 
кольца, если только коэффициенты а..; удовлетворяют условиям 


4 
Be, U9 и à 


каковы бы ни были $, 7, и из 5. Если при этом αρ. ‹=а.. , =1 для каж- 
moro s€ S, TOf, есть единичный элемент этой структуры; в этом слу- 


чае A отождествимо с подкольцом кольца AS), а AS есть алгебра 
над подкольцом С кольца A, образованным элементами, инвариант- 
ными относительно всех автоморфизмов x —> x’; эта алгебра называется 
скрещенным произведением кольца A и моноида 5 относительно си- 
стемы факторов (ας, ı). Если эту систему заменить системой факторов 
ce, " 

| в au) , где с. для каждого $65 есть обратимый элемент из -1 
и с. =1, ТО Полученное так новое скрещенное произведение будет 


изоморфно скрещенному произведению, определяемому системой фак- 
торов (а. τ). 
Приняв, в частности, за A квадратичное расширение кольца В, а за 


S — циклическую группу второго порядка fe, $, так, чтобы α-- x 
для каждого хе A, показать, что каждое скрещенное произведение -1 
и S есть алгебра кватернионов над В (или алгебра с той же таблицей 
умножения, но в которой по крайней мере один из элементов а, БВ. 
aß равен нулю). 

*13) Пусть © — мультипликативный моноид с единицей ос. 
удовлетворяющий условию (D) n° 10 и такой, что в нем соотношение 
st=e влечет 6--ἰ--6. 

а) Показать, что для любого элемента $65 существует число 
ν (5), зависящее только от $, такое, что число п членов всякой конеч- 
ной последовательности (L;); <i<n Элементов, отличных OM €, для кото- 


рой #1 ... щ=$, меньше V ($). 
6) Вывести отсюда, что для того, чтобы элемент x= р Q,s рас- 


5 


ширенной моноидной алгебры моноида S над кольцом A был обрати- 
мым, необходимо и достаточно, чтобы а, был обратимым в А. [Свести 
к тому случаю, когда а, =1, и воспользоваться тождеством е — 2"*1 — 
= (е— =) (e+2-+-2°-- ... +2”) в расширенной моноидной алгебре мо- 
ноида 5 над A.] 


ПРИЛОЖЕНИЕ 1 


К ГЛАВЕ II 


ПОЛУЛИНЕЙНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ 


1. Определение полулинейных отображений 


Пусть A и В — изоморфные кольца (коммутативные или нет) и O — изо- 
морфизм А на В; образ элемента À € A при отображении с будем обозначать 


Аб. Отображение и А-модуля Е в В-модуль F называется полулинейным 
относительно изоморфизма O, если оно удовлетворяет тождествам 


и (#-- у) =u (2) +u (y), 
и (Ax) = Au (x). 


Чаще всего встречаются на практике полулинейные отображения, 
относящиеся либо к случаю, когда В = А (и, значит, 0 — автоморфизм 
кольца A), либо к случаю, когда В есть кольцо AP, противоположное A. 
Наиболее важны те случаи, где A — квадратичное расширение 
($ 7, n° 7) поля К (соответственно алгебра кватернионов (8 7, n° 8) 


над К), а о—автоморфизм (соответственно антиавтоморфизм) E — Е. 
В этих двух случаях полулинейное отображение называют также 
антилинейным. | 


Примеры. 1) Если 0 — автоморфизм кольца А, то отображе- 
ние, относящее каждому элементу (Ё;) модуля А’ элемент (E?), есть 


полулинейное относительно о отображение А’ на себя. 


2) Если кольцо A некоммутативно, TO, как мы видели, при ac A, 
не принадлежащем центру кольца A, гомотетия x — ах, вообще го- 
BOPA, не является линейным отображением А-модуля Е в себя ($ 1, 
n°1 ms 2, n° 5); но если а обратимо, то эта гомотетия есть полулиней- 
ное отображение относительно внутреннего автоморфизма ξ —> αξα-Ὶ 
кольца A, ибо а (Ах) = (aAa”!) (az). 


Пусть ЕЁ, К, С — модули относительно изоморфных колец А, В, Сии — 
полулинейное отображение Е в F относительно изоморфизма с кольца A 
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на В, а › — полулинейное отображение F в С относительно изоморфизма τ 
кольца В на С; тогда композиция Vv о и является полулинейным отображением 
Е в С относительно изоморфизма T oO кольца A на С. 


Линейное отображение, ассочиированное с полу- 
линейным 

Пусть и — полулинейное отображение А-модуля E в В-модуль F отно- 
сительно изоморфизма O кольца А на В. Если и есть взаимно однозначное 
отображение E на F, то оно образует, вместе с изоморфизмом о, биизомор- 
физм Е на F (гл. 1, $ 4, n° 1); допуская вольность речи, говорят, что и само 
есть биизоморфизм E на F относительно о. 

В F можно определить структуру A-mo0 14, оставив прежний закон 
аддитивной группы и положив Лу = Абу для каждого À Е А и каждого y ЕЁ 
(выполнение аксиом модуля очевидно); обозначим полученный Tak /А-модуль 
через For Тождественное отображение ф множества F на себя есть биизомор- 
Quam (относительно 0) 4-модуля F_ на В-модуль F; ясно, что образ каждого 
подмодуля М модуля Г, при отображении ip есть подмодуль в F, и обратно; 
aye того, при факторизации ф порождает он фактормодуля 

ΡΜ на фактормодуль F/M. 

Пусть теперь и — произвольное полулинейное отображение FE в К; 
оно однозначным образом представляется в виде и=фош, где и— линейное 
отображение А-модуля E в А-модуль F,. Ὁ называется линейным отобра- 
жением, ассоциированным Ὁ полулинейным отображением и. Благодаря 
этому разложению каждому свойству линейных отображений отвечает свой- 
ство полулинейных отображений (относительно одного и того же изоморфизма 
0), полученное путем применения рассматриваемого свойства к ассоцииро- 
ванным с ними линейным отображениям; мы предоставляем читателю сфор- 
мулировать большую часть получающихся так предложений. 


2. Ранг полулинейного отображения 


Пусть К и А’ — изоморфные тела и 0 — изоморфизм К на К’. Pane 
полулинейного относительно O отображения и векторного пространства Ё 
над К в векторное пространство À над КА’ есть, по определению, размерность 
подпространства и(Ё) пространства F (если эта размерность конечна; в про- 
тивном случае говорят, что и — бесконечного ранга). Очевидно, этот ранг 
равен рангу линейного отображения и, ассоциированного с и (n° 2), ибо 
каждый базис подпространства V пространства Кс относительно К есть 


также базис P(V) относительно Κ΄. 


4. Сопряженное в полулинеиному отображению 


Пусть A и В — изоморфные кольца, Е — левый А-модуль, F — левый 
В-модуль, и_-полулинейное отображение E BF относительно изоморфизма σ 
кольца A на Вис 1— изоморфизм В на А, обратный к 0. Для каждого у’ € F* 
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отображение х-> (u(x), y'}° ` есть линейная форма Ha Ё; обозначив ее 
‘и (у’), мы определим отображение !u модуля F* в E*, называемое по-преж- 
нему отображением, сопряженным к и; таким образом, и определяется тож- 
деством относительно x CE и y’ Е F* 


о 
(и (x), у) = (т, lu (ψ)γ". (1) 
Без труда проверяется, что !u есть полулинейное отображение F* в E* 
относительно изоморфизма © 1, Если v — линейное отображение E в F,, 


ассоциированное с и, и ф — тождественное отображение /, на К, так что 


u—@ ov(n° 2), то, как легко видеть, {u— ро (ф, и ф есть биизоморфизм F* 
на (F,)* относительно изоморфизма © 1; это соотношение позволяет сразу 


распространить на сопряженные полулинейные отображения все установ- 
ленные в $ 4 свойства сопряженных линейных отображений. 


5. Mampuua полулинейного отображения 


Пусть A и В — изоморфные кольца с единицей и о — изоморфизм A 
на В. Для каждой матрицы X = (ξλμ) над А обозначим через X° матрицу 


(ξλμ) над В; очевидно (Х--У)°=х°--У°, (XZ)° = XZ, (αχ) = а°Х°, 


(Ха)? = Х‘а° (в предположении, что рассматриваемые операции имеют 
смысл). 


Пусть Е — унитарный правый А-модуль с конечным базисом. (а, ocr, 
К — унитарный правый В-модуль с конечным базисом (6) дем И и — полу- 
линейное отображение Е в Г относительно изоморфизма 0; коэффициенты 


na разложений и (41) = = 2 b а,. вполне определяются заданием u, и, per 


wna 


но, их задание мн элементы и (а), а следовательно, и и ($ 2, след- 
ствие 2 предложения 3); матрица (a) (и, EM XL © ЭЛ@ментами из В называется 
матрицей отображения и относительно базисов. (а, ) и ( b,) и по-прежнему 
обозначается М (и; (a,), (b,)) или просто М(и). 


Пусть С — кольцо, изоморфное A и В, т — изоморфизм В на С, G — 
унитарный правый С-модуль с конечным базисом (cy) ven и г — полули- 


нейное отображение Г в С относительно изоморфизма т. Если U — матрица 
отображения и относительно базисов (αν) и ( ὂμ) и У — матрица отображе- 


ния г относительно базисов (ἐμ) и (cy), то матрица отображения го u OTHO- 
τ 
сительно базисов (a,) и (ἐν) равна VU”. 


В частности (см. $ 6, n° 4), если, как обычно, отождествлять элемент x CE 
(соответственно y € F) с одностолбцовой матрицей, образованной его ком- 
понентами относительно (a,) (соответственно (6,)), то 


u (x)= M (и)-2°. (2) 
20 H. Бурбаки 
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Пусть (a,) и (b,) — базисы в E* и F*, сопряженные к (a,) и (du) 
если U — матрица отображения и относительно базисов (ал) M (du) то мат- 
i “4 
puma отображения и относительно базисов ( ὂμ) и (a,) равна (00° ). 
Наконец, если CONS ( ὄμ)μεμ — базисы модулей Е и F, P — мат- 
рица перехода ($6, n°9) от (а, ) к (a,) и О— матрица перехода от (ὄμ) 


к (b,), то матрица отображения и относительно базисов (a,) и (6,) равна 


Q-ıup®, 


ПРИЛОЖЕНИЕ II 


К ГЛАВЕ П 
АФФИННЫЕ ПРОСТРАНСТВА 


1. Определение аффинных пространств 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Аффинным пространством, ассоциирован- 
ным с заданным левым (соответственно правым) векторным про- 
странством Т над телом К, называется каждое однородное про- 
странство Е аддитивной группы Т (гл. 1, ὃ 7,n” 6) такое, что 0 
является единственным ее оператором, оставляющим инвариант- 
ными все элементы из E (т. ο. что Т действует в E точно и тран- 
зитивно). При этих условиях Т называется пространством пере- 
носов аффинного пространства E, а элементы из Е — переносами 
пространства Е (или свободными, векторами этого пространства). 


В дальнейшем мы ограничимся случаем левого векторного 
пространства T над К. Размерность (над А) векторного простран- 
ства Г переносов аффинного пространства Ё называется размер- 
ностью пространства Ё (над К) и обозначается dim Ё или фк £. 
Одномерное (соответственно двумерное) аффинное пространство 
называется аффинной прямой (соответственно аффинной пло- 
скостью). Элементы аффинного пространства именуются также 
точками. 

В условиях определения 1 мы обозначаем через $ а или 
a+t, где {ΕΤ и аЕЁ, образ точки а при отображении é. 
Таким образом, каковы бы ни были SET, ЕЕ ТГ иаЕЁ, 


s+(t+a)=(s+Ü+a, O+a=a. (1) 

Кроме того, из определения 1 вытекает, что для каждого аЕЁ 
отображение $ —> #-- а есть биекция T на Е. Иными словами, для 
| 90» 
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любых двух точек а, b из E существует, и притом только один, 
перенос $ такой, что 6 =&- а; будем обозначать его 6 — а; каковы 


бы ни были аЕЁ, БЕЁ, εξ EL, имеем 
a—a=0, a—b= —(b—a), b—(b—a)+a, 
(c—b)+(b—a)=c—a. (2) 
Если точки a, 6, а’, δ’ пространства Ё таковы, что b—a=b'—a’, 
то, как следует из формулы 


δ΄ --(ὐ’ — b)+(b—a)+a=(b'—a')+4+(a’—a)+a 
и коммутативности сложения в 7, 
b'—b=a' —a 


(«правило параллелограмма»). 

Для каждого a € Ё отображение x —> х—а есть биекция Ё на Г; 
отождествляя Æ с JT посредством этого отображения, говорят, 
что Ё рассматривается как векторное пространство, получен- 
- ное путем принятия а за начало в Е. Обратно, каждое векторное 
пространство 7 канонически наделено структурой ассоцииро- 
ванного с ним аффинного пространства, а именно структурой 
однородного пространства, соответствующего подгруппе {0} 
аддитивной группы 7 (гл. I, $ 7, n° 6). 


Замечание. Определения этого n° и часть дальнейших ре- 
зультатов непосредственно распространяются на тот случай, когда 
вместо векторного пространства Т рассматривается произвольная 
коммутативная группа с операторами Т. 


2. Барииентрическое исчисление 


ПреЕдложениЕ 1. Пусть (&)er — семейство точек аффинного 
пространства E над К, (A,)er — семейство элементов из К, равных 
нулю для всех кроме конечного числа индексов и таких, что 


У 1, =1{ (соответственно >) ^, =0), и a— произвольная точка 
ver ιΕ] 
из Е. Точка хЕЁ, определяемая формулой 


х—-а= >) λι(αι--α) 


we! 


(соответственно свободный вектор > Л, (1, —а)), не зависит om 
ЕТ 


рассматриваемой точки а. 
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Действительно, для любой другой точки a’ Е Ё имеем 


> А, (1, —а') = ὃ) А ((αι -- α) + (а—а')) = 


= 2: = a)+(2 À) (a — a’). 


Если >) A, = 1, то получаем > А, (т, — a’) = (x—a)+ (a—a’)=2—a', 
t Lt 


если же УЛ, =0, то УЛ (2. а’) = УЛ (m —а), и предложение 
ν t L 


доказано. 


В условиях предложения 1 точка х, определяемая формулой 
2 — a= УЛ (αι — а) (соответственно свободный вектор > А, (x, — а)), 
vel vel 


будет обозначаться У At. В частности, таким образом вновь 
vel 


получается обозначение b— a, введенное в n° 1. В случае >) A= 1 
Lt 


точка х = > At называется центром тяжести семейства точек χι, 
L 


снабженных массами λι. 


Если αι, ..., Am точки из E, число т которых не делится на 
т 


1 
характеристику тела К (гл. 1,58, n° 8), то точку g= > >> @; называют 
ἷ--! 
(допуская вольность речи) центром тяжести семейства точек 


αἱ (1<1< т) (при т=2 вместо «центр тяжести» говорят «середина»); 
т, 


он характеризуется соотношением У (a; — &) =0. 
i=1 


3. Линейные многообразия 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Множество У точек аффинного простран- 
ства E называют аффинным линейным многообразием (или просто 
‚линейным многообразием), если для каждого семейства (т,)ьет 
точек из V и каждого семейства (her элементов из К, равных 


нулю для всех кроме конечного числа индексов и таких, что >) y= 1, 
EI 


центр тяжести >) Az, принадлежит И. 
ЕТ 
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Достаточно потребовать, чтобы условие определения 2 выпол- 
нялось для каждого конечного семейства точек из И. 

Пустое множество есть линейное многообразие; пересечение 
любого семейства линейных многообразий есть линейное много- 
образие. 


Пусть Г — непустое множество в Ё и a — его точка; соот- 
ношение 


Τι 
х—а= >) A, (α; --α) 
=! 


Τὶ n 
= w 
означает, что x есть центр тяжести У, A,2; + (1— >) A,) асемейства, 
i=1 =! 


образованного всеми точками х; и а. Следовательно: 


ПрЕдложЕНИЕ 2. Для того чтобы непустое множество У точек 
аффинного пространства E было линейным многообразием, необто- 
димо и достаточно, чтобы V было векторным подпространством 
относительно структуры векторного пространства в Е, полу- 
чаемой путем принятия любой точки из V за начало. 


В частности, непустые аффинные линейные многообразия век- 
торного пространства. T (рассматриваемого как аффинное про- 
странство) — это не что иное, как множества точек, получаемые 
путем переносов векторных подпространств этого пространства T; 
значит, векторные подпространства пространства Г — это линей- 
ные многообразия, содержащие 0; их называют также однород- 
ными линейными многообразиями. 

Пусть Г — непустое линейное многообразие аффинного про- 
странства Ё; множество D) всех свободных векторов 2; — у, rae FU Y 
пробегают И, есть векторное подпространство пространства T 
переносов аффинного пространства Ё; действительно, если a€ V, 
то можно написать 


ᾱ-----[--ᾱ]--[ῃ--ᾱ) 


и достаточно проверить, что множество всех свободных векторов 
т—а, где x пробегает Г, есть векторное подпространство про- 
странства Г; но так как (z—a) + (у—а) = (тт у—а)—аил(х— а) = 
= (Ах + (1 — À) а) — а, то это вытекает из определения 2. Мы будем 


3 ПРИЛОЖЕНИЕ II К ГЛАВЕ II. АФФИННЫЕ ПРОСТРАНСТВА 13 


называть D направляющим подпространством или направляющей 
линейного многообразия У. Очевидно, О действует в V точно 
и транзитивно, так что У канонически наделено структурой 
аффинного пространства, ассоциированного с D. Под размерностью 
линейного многообразия У понимают его размерность в этой 
структуре аффинного пространства, т. е. размерность вектор- 
ного пространства D. Линейные многообразия размерности 0 — 
это точки пространства Ё; линейные многообразия размерности 1 
(соответственно 2) называются прямыми (соответственно NAO- 
скостями) аффинного пространства E. 


Каждый ненулевой вектор, принадлежащий направляющему 
подпространству прямой, называется направляющим вектором этой 
прямой; его компоненты относительно базиса векторного простран- 
ства Т образуют так называемую систему ὑπ a ail параметров 

ассматриваемой прямой. 


Факторразмерностью линейного многообразия У в Ё назы- 
вается факторразмерность его направляющего подпространства 
D в Г; линейное многообразие, имеющее в Ё факторразмерность 1, 
называется (аффинной) гиперплоскостью аффинного простран- 
ства E. 

Два линейных многообразия с одной и той же направляющей 
называются параллельными; то же самое можно выразить, сказав, 
что параллельные линейные многообразия — это линейные много- 
образия, получающиеся друг из друга путем переноса. Направляю- 
щей линейного многообразия У в Т (рассматриваемом как аффин- 
ное пространство) служит однородное линейное многообразие, 
параллельное У. 


Предложение 9. Каково бы ни было семейство (а,),сг точек 
аффинного пространства Е, множество У всевозможных центров 


тяжести, 2 Ла, (A, =0 для всех кроме конечного числа индексов 
vel 


и >)A,=1) есть линейное многообразие в Е. 
tel 


Если семейство (αι) пустое, то, вследствие условия > А = À, 
у 


У == @. Поэтому можно считать семейство (а,) непустым, а в этом 
случае предложение становится очевидным. если принять в Ё 
одну из точек а, за начало. 
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Очевидно, V есть наименьшее линейное многообразие, содер- 
жащее точки а; OHO называется аффинным многообразием, 
порожденным семейством (а,). 

В обозначениях предложения 3, предполагая семейство (a) 
непустым, для единственности представления каждой точки 


zeV в виде x = > Ла, необходимо и достаточно, чтобы семейство 
L 


векторов а, —а„ пространства 7, где % — произвольный фикси- 
рованный индекс из J, а τ пробегает множество всех индексов 
ь Е х, было свободным. В этом случае семейство (а,),сг точек из Е 
называют аффинно свободным (а его элементы аффинно независи- 
мыми, или образующими аффинно свободную систему); À, назы- 
вается 1-й барицентрической координатой точки х относительно 
аффинно свободного семейства (а,). 

Семейство (4,),сг точек из E, не являющееся аффинно свобод- 
ным, называется аффинно зависимым. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Для того чтобы непустое семейство (A,)ıer 
точек аффинного пространства E было аффинно зависимым. 
необходимо и достаточно, чтобы существовало семейство (№) ет 
элементов тела К (равных нулю для всех кроме конечного числа 


индексов) такое, что > M=0 u > Аа, = 0; но не все A, =0. 
ЕТ (ЕТ 


Действительно, утверждение, что семейство векторов (αι — ay) 
из 7, где х— заданный индекс из Г, а Lt пробегает множество 
всех индексов Lt == X, линейно зависимое, означает, что существует 
семейство скаляров (Mix не равных все нулю, такое, что 


У! Л, (а, —а„)=0; но, положив А„= — » №, можно переписать. 
IX иЕХ 
A 
это соотношение в виде У Ла, =0, где > δα = 0: 
ЕТ vel 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 9. Для того чтобы непустое семейство (A,)ıer 
точек аффинного пространства Е было аффинно свободным, 
необходимо и достаточно, чтобы αν ни при каком индексе “EI 
не принадлежало линейному многообразию, порожденному точ- 
ками αι с индексами ι-Ε κ. 

Предложение очевидно, если / состоит только из одного эле- 
мента. В противном же случае оно вытекает из предложения 1 
$ 3, если принять в Ё за начало одну из точек а, с индексом t 5Ε κ. 
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4. Аффинные отображения 


ОпРЕДЕЛЕНИЕ 3. Пусть E и Е’ —аффинные пространства, 
ассоциированные с векторными пространствами Т и Т’ над одним 
u тем же телом К. Отображение и пространства Е в i’ называется 
аффинным отображением (или аффинным линейным отображе- 
нием), если, каковы бы ни были семейство (xiher точек из Е 


и семейство (λι)ιει скаляров, для которого Ул, =14, 
vel 


[2 lt) == 2 Au (x). (9) 
tel ЕТ 


ПредложеЕНИЕ 6. Диля каждого аффинного отображения и 
аффинного пространства Ё в Е’ существует однозначно определен- 
ное линейное отображение υ векторного пространства Т в T° 
такое, что 

u(z+t)=u(x) + о (9, 
каковы бы ни были тЕЁ, ЕЕТ. 

Действительно, пусть а — произвольная точка из Ё. Отобра- 
жение 

t—ul(a+t)—u(a) 
есть линейное отображение Τ᾽ в 7”, ибо, обозначая его через v, 
и принимая во внимание, что 


a+At=Ala+t)+(i—A)a, 
a+s+t=l(a+s)+(a+t)—a, 
получаем из (3), что v, (At)=Au,(t) и в (8-8 = v, (8) + 0. 


При этом, какова бы ни была другая точка DEE, имеем v, = v,; 
действительно, из равенства (a+t)— a-+b=b+t следует, что: 


и (а-- $) — и (а) + и (5) =u (b-+- 8), 


т. е. u(at+t)—u(a)=u(b+t)—u(b). Этим существование v 
доказано; единственность очевидна. 


г называется линейным отображением T в Г’, ассоциирован- 
ным с и. Обратно, легко видеть, что для каждого линейного. 
отображения р векторного пространства T в Т’и каждой пары 
точек аЕЁД, a’ Ek’ 

д—>а’ и (х—а) 
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есть аффинное отображение Ё в ΚΜ’, имеющее V ассоциированным 
линейным отображением. Таким образом, утверждение, что и есть 
аффинное отображение Ё в Ё’, означает также, что если принять 
в E за начало произвольную точку a, ав Κ΄ — точку и (а), то и 
будет линейным отображением первого из получающихся так 
векторных пространств во второе. 

Пусть Е” — третье аффинное пространство, T”— его про- 
странство переносов, и’— аффинное отображение А’ в ий — 
линейное отображение 7’ в 7”, ассоциированное с и’. Очевидно, 
u'ou есть аффинное отображение Е в FE”; при этом, так как для 
любых аЕЁ и 3 ЕТ 

μ΄ (и (а-- 8)) =и' (и (а) 1-υ (8)) -- υ΄ (и (а)) Бо’ (VO), 
ΤΟ UoU есть линейное отображение T в Т”, ассоциированное 
с u'ou. Для того чтобы аффинное отображение u было биектив- 
ным, необходимо и достаточно, чтобы таким было ассоциирован- 
ное линейное отображение v; и и! есть тогда аффинное отобра- 
жение, имеющее ассоциированным линейным отображением и". 

В частности, аффинные биекции аффинного пространства Ё 
на себя образуют группу G, называемую аффинной группой про- 
странства Ё. Отображение, относящее каждому иЕС линейное 
отображение V, ассоциированное с 4, есть, согласно предыдущему, 
гомоморфизм группы G на линейную группу GL(T). Если и — пере- 
нос, то © — тождество, и обратно. Таким образом, ядром ука- 
занного гомоморфизма служит группа 7 переносов простран- 
ства E, являющаяся, следовательно, нормальной подгруппой 
группы G. 

Если иЕС, то автоморфизм t->utu! группы Τ есть не что 
иное, как линейное отображение г, ассоциированное с и. Дей- 
ствительно, для всех хЕЁ utET имеем 


хи 1 =и (и 1 (1) --  =и(и 1 (1)) о(® =x-+4+ v(6), 


так что utu!=v(t). 

Пусть аЕЁ и С, — подгруппа группы С, образованная теми 
wEG, для которых и (а)=а. Если отождествить E c Т, приняв а 
за начало, TOG, совпадает € GL (7). Каждое u € С однозначно пред- 
ставляется в виде и=& и, (соответственно в виде и=и.ф.), где и, 
U, принадлежат CG... a t,, $, принадлежат Г; действительно, поло- 
жив t,=u(a)—a, будем иметь и ЕС., чем доказано существо- 
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вание и, и &; аналогичным способом получим существование 
и, иф.. Единственность же вытекает из того, что G,[)T сводится 
к нейтральному элементу группы С. Так как при этом 
tu, = и, (u, tu), 

TO u,=u,, а =и tu. Наконец, так как линейные отображения, 
ассоциированные с и и U,, совпадают, то, если отождествить, 
как выше, G, с СГ (Т), u, будет линейным отображением T в себя, 
ассоциированным с U. 

Пусть Е и E’ — аффинные пространства над К. Образ (соот- 
ветственно прообраз) линейного многообразия из Ё (соответствен- 
но Ё’) относительно аффинного отображения и пространства Е 
в Ё’ есть линейное многообразие в E’ (соответственно FE); ранг 
и есть, по определению, размерность и (Ё) (если она определена); 
он равен рангу линейного отображения, ассоциированного с и. 
Для любых двух линейных многообразий V u V’ одинаковой (ко- 
нечной) размерности M, принадлежащих соответственно Ё и L’, 
существует аффинное отображение и пространства Ё в В” такое, 
что и (V)=V’: это непосредственно вытекает из следствия 2 пред- 
ложения 38 2, если принять за начало в Ё u EL’ соответственно 
точки из V u V’ и, далее, взять в Ё (соответственно ЕЁ”) базис, 
первые M векторов которого образуют базисв V (соответственно У’). 


Так как тело А канонически наделено структурой (одномер- 
ного) левого векторного пространства над К, то его можно рас- 
сматривать как одномерное аффинное пространство. Аффинное 
отображение аффинного пространства E (над К) ваффинное про- 
странство К называется также аффинной функцией (или аффин- 
ной линейной функцией). Таким образом, если принять BE за 
начало какую-нибудь точку а, то каждая аффинная функция 
на Ё допускает однозначно определенное представление в виде 
α-»α--υ(α), где «€ K,av— линейная форма на полученном так 
векторном пространстве А; тем самым аффинные функции на À 
образуют правое векторное пространство над К, имеющее раз- 
мерность, равную A1-+dim Е (если размерность Ё определена). 
Если и — не постоянная аффинная функция на Ё и ЛЕ К, то мно- 
жество всех XE, удовлетворяющих уравнению и (χ)--λ, есть 
гиперплоскость; обратно, для каждой гиперплоскости Н про- 
странства Ё существует аффинная функция и, на Ё такая, 
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что Н sl (0), и каждая аффинная функция и, для которой 

=. (0), имеет вид ий, где UE À ($4, предложение 9). Если 
и — аффинная функция на Ё, то гиперплоскости, определяемые 
уравнениями μ(α)--α и u(x) =В, параллельны. 


Упражнения. 1) Четверка точек (а, 6, с, 4) аффинного про- 
странства E над телом К называется параллелограммом, если ὦ — a= 
—c — а, причем в этом случае и (а, а, ο, 6) — параллелограмм. 
Показать, что если К — характеристики + 2, то середины пар (а, с) 
и (5, а) совпадают; что можно сказать в случае, когда К — харак- 
теристики 2? 

2) Пусть а, 6, с, 4 — любые четыре точки аффинного прострав- 
ства E над телом характеристики # 2. Показать, что если x, у, 2, t — 
середины пар (а, b), (b, ο), (с, а) и (а, a), το (x, у, 2, #) — параллело- 
грамм (упражнение 1). 

3) Пусть К — тело характеристики + 2, Е —аффинная плоскость 
над К ua, b,c, d — четыре ее точки, никакие три из которых не лежат 
на одной прямой. Обозначая через D,, прямую, проходящую через 
точки x U у, допустим, что прямые Да, и D.g имеют общую точку е, 
а прямые Дачи Die — общую точку f. Показать, что середины пар 
(а, с), (6, а) и (e, f) лежат на одной прямой. Во что переходит это свой- 
ство, когда Рави D.a или Дадли Die параллельны? Случай тела К, 
состоящего из трех элементов. 

4) Пусть К — тело характеристики #2 u #3, Е — аффинное 
пространство над К, а, 6, с — три его точки, не лежащие на одной 
прямой, Ha’, δ’, с’— соответственно середины пар (b,c), (с, а) и (а, b). 


Показать, что прямые D Dy AD... проходят через центр тяжести 


aa’? 
тройки точек a, 6, с. Во что переходит это свойство, когда К — харак- 
теристики 2 или 3? Обобщить’ на систему п аффинно независимых 
точек. 

5) Для того чтобы непустое множество У точек аффинного про- 
странства E над телом К, содержащим по крайней мере три элемента, 
было линейным многообразием, необходимо и достаточно, чтобы для 
любой пары (x, у) различных точек из У прямая Dyy, проходящая 
через x и у, вся целиком содержалась в V. Если К состоит из двух 
элементов, то для того, чтобы V было линейным многообразием, необ- 
ходимо и достаточно, чтобы центр тяжести любой тройки точек из У 
принадлежал V. 

6) а) Пусть Е — аффинное пространство над телом К. Для того 
чтобы аффинное отображение и этого пространства в себя преобразо- 
вывало каждую прямую в параллельную ей прямую, необходимо 
и достаточно, чтобы линейное отображение υ, ассоциированное с и, 
было гомотетией € —> γί с коэффициентом у == 0, принадлежащим 
центру тела К. Если у=1, то и — перенос; показать, что если у + 1, 


ПРИЛОЖЕНИЕ II К ГЛАВЕ II. АФФИННЫЕ ПРОСТРАНСТВА 311 


то существует, и притом только одна, точка а € E, для которой u (a)— 
--ᾱ. Если принять а за начало в E, TO и совпадет с некоторой централь- 
ной гомотетией относительно определенной так структуры вектор- 
ного пространства в Е; и называется тогда центральной гомотетией 
аффинного пространства Е с центром а и коэффициентом у. 

6) Пусть u, ии. — аффинные отображения Е в Е, каждое из KOTO- 
рых есть перенос или центральная гомотетия этого пространства. 
Показать, что и ши. есть его перенос или центральная TOMOTeTHA; 
показать, что если Uy, Ug и щи. все три являются центральными 
гомотетиями, то их центры лежат на одной прямой. Что можно 
сказать в случае, когда и; и U, — центральные гомотетии, а ши. — 
перенос? | 

в) Показать, что множество H всех переносов и центральных гомо- 
тетий является нормальной подгруппой аффинной группы простран- 
ства Е и что Н/Т изоморфно мультипликативной группе центра тела К; 
показать, что группа Н может быть коммутативной только когда 
Н=Т, иными словами, когда центр тела К состоит лишь из двух эле- 
ментов. 

*7) Пусть Е (соответственно Е’) — аффинное пространство конеч- 
ной размерности n > 2 над телом К, содержащим по крайней мере ὃ 
элемента (соответственно над телом К’), и u — инъективное отображе- 
ние Ев Е’, преобразующее любые три точки, лежащие на одной 
прямой, в три точки, лежащие на одной прямой, и такое, что 
линейное многообразие в Е’, порожденное множеством u(E), 
равно Е’. 

а) Показать, что и преобразуют любую систему аффинно незави- 
симых точек из E в систему аффинно независимых точек. |Исполь- 
зовать упражнение 5.] 

6) Пусть D,, D, — две параллельные прямые в Ё и Di, Dy — 
прямые в Е’, содержащие соответственно и (D,) и u(D,). Показать, 
что D, u D; лежат в одной плоскости и, если, кроме того, и сюръек- 
тивно, параллельны. [|Показать, что в противном случае должны 
были бы существовать три точки, не лежащие на одной прямой, пере- 
водимые отображением и в точки одной прямой.] (См. Приложение 111, 
упражнение 11.) 

в) Будем предполагать, что если D,,D, — параллельные прямые 
из Е, то прямыев Е’, содержащие соответственно и (D,), и (D,), парал- 
лельны. Показать, выбрав в Е начало a u BE’ — начало а’=и (а), 
что существует изоморфизм с тела К на подтело K, тела К’ такой, 
что если рассматривать Ё как векторное пространство над К, a Е’— 
как векторное пространство над Κι. то и будет инъективным полули- 
нейным (относительно ©) отображением E в Е’ (Приложение I). [Pac- 
смотреть сначала случай п=2. Показать, что, выбрав базис (ει, eo) 
в Е, можно для любых двух элементов а и В тела К, отправляясь 
от точек 0, Εἰ, €, Ge, βει, построить в Е точки (a+ß)e, и (af) eı 
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с помощью построения параллелей К заданным прямым и точек пере- 


сечения заданных прямых; вывести отсюда, что и (Ле! )=АСи (ει), где 
0 — изоморфизм тела К на подтело тела К’; далее, рассматривая 
прямую, соединяющую точки Ae, и λό», показать, что также и (he) = 


— Аи (ες). Наконец, перейти отсюда к случаю произвольного п индук- 
цией по n.] Показать, что если и биективно, то Κι--Κ’. 

г) Распространить результат пункта в) на случай тела К, состоя- 
щего из двух элементов, предполагая дополнительно, что и преобра- 
зует каждую систему аффинно независимых точек из Е в систему 
аффинно независимых точек из Е’. 


ПРИЛОЖЕНИЕ Ш 


К ГЛАВЕ II 


ПРОЕКТИВНЫЕ ПРОСТРАНСТВА 


1. Определение проективных пространетв 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Левым (соответственно правым) проективным 
пространством, порожденным левым (соответственно правым) 
векторным пространством V над телом К, называют фактор- 
множество Р (ТУ) дополнения V* x {0} в V по отношению эквивалент- 
ности, А (ТУ): «в К существует A=£0 такое, что у=Алх (соответствен- 
но y—=xh)) между тиув V*. 


В случае, когда ИУ=Аз", вместо P(Kgt*) и А (К?) пишут 
также P, (X) и A, (К). 

Определение 1 можно выразить также, сказав, что Р (ТУ) есть 
множество всех (однородных) прямых пространства У, лишен- 
ных начала, и, значит, канонически отождествляется с множе- 
ством всех (однородных) прямых пространства V. Элементы проек- 
тивного пространства называют его точками. 

В случае, когда У имеет конечную размерность п, размер- 
ностью проективного пространства Р (ТУ) называют целое число 
n—1 и обозначают его dimxP (V) или dim P (Т). Tax, проективное 
пространство размерности —1 пусто, а проективное пространство 
размерности 0 сводится к одной точке. Проективное пространство 
размерности 1 (соответственно 2) называют проективной прямой 
(соответственно проективной плоскостью). 

В дальнейшем рассматриваются только левые проективные 
пространства. 
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2 Однородные координаты 


Пусть V — векторное пространство размерности п--1 над К, 
P(V) — порожденное им проективное пространство размер- 


ности п, (€;)o<i<n— базис пространства У и л — каноническое ото- 
Τι 

бражение V* на фактормножество P(V). Если z= 2) 6e, Е V*, то 
1--- 


(Eo, ἔι» -.:»ξμ) называют системой однородных координат точки 
π (2) относительно базиса (e,) пространства У. Таким образом, 
каждая система (ξ;) п--1 элементов тела К, которые не все равны 
нулю, есть однородная система координат некоторой точки из 
Р (У) относительно (e,); для того чтобы две такие системы (ξ;), 
(&;) были системами однородных координат одной и той же точки 
из P(V) относительно одного и того же базиса (е;), необходимо 
и достаточно, чтобы в К существовал элемент Л == О такой, что 
E;=AE, для всех i (0<i< п). | 


. τι 
Если (e,) — второй базис пространства У, причем е; = 2 0; ;е; 

I= 
(O<i<n), и (&;) — система однородных координат точки л (2) 
относительно базиса (61), то для того, чтобы система (&,) п--1 
элементов из К была системой однородных координат точки л (2) 


относительно базиса (e,), необходимо и достаточно, чтобы в К 
существовало AO такое, что 


λὲι-- 2) ἕναν, (0<i<n). 


В частности, при Ye; где у, #0 (0<i<n), ξ; --μξιγι, 
где и = 0. 

Эти определения непосредственно обобщаются на случай 
бесконечномерного У. 


3. Проективные линейные многообразия 


Пусть И’ — векторное подпространство векторного простран- 
ства Г; канонический образ множества W* = W— {0} в проективном 
пространстве Р (У), порожденном V, называется проективным 
линейным многообразием (или просто линейным многообразием, 
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CIM можно не опасаться путаницы); так как отношение эквива- 
лентности Δ (W) в W* индуцируется отношением Δ (ТУ), то проек- 
тивное линейное многообразие в Р (ТУ), являющееся образом W*, 
можно отождествлять © проективным пространством P(W), 
порожденным W, и, следовательно, говорить о размерности 
такого многообразия. Линейное многообразие в проективном 
пространстве Р (У), являющееся каноническим образом гиперпло- 
‹кости из У (лишенной начала), называется проективной гипер- 
плоскостью (или просто гиперплоскостью) этого пространства; 
если P(V) п-мерно, то гиперплоскости в Р (У) — это ero (n—1)- 
мерные линейные многообразия. 

Каждому предложению, относящемуся к векторным подпро- 
странствам векторного пространства, отвечает некоторое предло- 
жение, относящееся к проективным линейным многообразиям. 
Например, если P(V) есть п-мерное проективное пространство 
и (е.}0<1<— базис пространства И, то каждое тг-мерное линейное 
многообразие АСР (У) может быть определено системой п—г 
однородных линейных уравнений 


2m; (L<j<n—n), (1) 


связывающих однородные координаты ξ; (0<1< п) точки из P(V) 
относительно базиса (e,), где в левых частях уравнений стоят 
независимые линейные формы на V ($ 4, п° 6). В частности, проек- 
тивная гиперплоскость определяется одним однородным линей- 
ным уравнением, не все коэффициенты которого равны нулю. 
Обратно, точки пространства Р (У), удовлетворяющие произволь- 
ной системе однородных линейных уравнений относительно коор- 
динат €,, образуют в нем некоторое линейное многообразие L; 
если рассматриваемая система состоит из Ё< п--1 уравнений, 
то L будет размерности >n—k. 

Пересечение любого семейства линейных многообразий про- 
странства Р (У) есть его линейное многообразие; для каждого 
множества АС Р(Т) существует наименьшее содержащее его 
линейное многообразие L; оно называется линейным многообра- 
зием, порожденным множеством А, а это множество — системой 


образующих линейного многообразия Г); если И’ — векторное 
—1 
подпространство в У, порожденное множеством л (A), то Д=Р (W). 


21 H. Бурбаки 
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Если L и М — два произвольных линейных многообразия 
в P(V) и N — линейное многообразие, порожденное их объеди- 
нением L|)M, то ($3, предложение 7) 


dimZ+dim М =ат (ЕО М)- аш № (2) 


в предположении, что обе части этого соотношения определены. 
Из (2), в частности, следует, что если dim Z + dim М > dim P (У), 
то L{\M не пусто. 

Пусть (αι), (y) — семейства точек векторного пространства V, 
имеющие одно и то же множество индексов и такие, что и, =А,х,, 
где A #0 для каждого t. Если (αι) — свободное семейство, 
то это же верно для (γι), и обратно; в этом случае семейство 
точек л (αι) пространства Р (ТИ) называют проективно свободным 
(или просто свободным). То же самое можно выразить, сказав, 
что никакая точка л (т„) не принадлежит линейному многообразию, 
порожденному точками л (z,) с индексами tx. Семейство точек 
пространства Р (ТУ), не являющееся проективно свободным, назы- 
вается проективно зависимым (или просто зависимым). 

Для того чтобы семейству (x,) точек из V соответствовало 
проективно свободное семейство (л(5,)), порождающее P(V). 
необходимо и достаточно, чтобы (X,) было базисом пространства 
У. Значит, если P(V) n-mepno, то число элементов такого семей- 
ства равно п--1.Заметим, что задание такого семейства (л (z,)) BP (У) 
ещене определяет (даже с точностью до левого множителя) одно- 
родных координат заданной точки пространства Р (У) относительно 
базиса (y,) в V, для которого x (у,)=л (αι) при каждом ı (см. n° 2). 


4. Проективное пополнение аффиниого простран- 
cmea 


Пусть V — (левое) векторное пространство над телом К; 
рассмотрим векторное пространство А, X V над К; проективное 
пространство Р(К. ХИ) будет называться проективным про- 
странством, канонически ассоциированным с векторным простран- 
ством Г. Если У имеет конечную размерность п, το Р(К. ХУ). 
имеет ту же размерность п. Рассмотрим в К, ХУ аффинную 
гиперплоскость V,—{1}x V, имеющую своей направляющей 
(Приложение Ш, n° 3) (однородную) гиперплоскость У, ={0}х И; 
если (однородная) прямая из А, Χ V не содержится в V,, то она 
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содержит точку (a,x) c @ #0 и тЕГ, а значит, точку a (a, α)-- 
—=(1, 915) из V,; обратное очевидно. Таким образом устанавливает- 
ся взаимно однозначное соответствие между точками гиперпло- 
скости V, и (однородными) прямыми произведения А, ХИ, не 
содержащимися в V,, поскольку каждая из этих прямых пересе- 
кает У, в одной и только одной точке. Отсюда следует, что ото- 
бражение x —> ф (x)= 1 (1,1) есть (называемая канонической) инъек- 
ция векторного пространства V в проективное пространство 
Р (К. x V); Г часто отождествляют с его образом при этой инъекции. 
Дополнением к @(V) 8 P(K,x V) служит проективная гиперпло- 
скость P(V,); ее называют бесконечно удаленной гиперплосиостью 
пространства P(K,x V) (или, допуская вольность речи, про- 
странства V), а точки этой гиперплоскости — «бесконечно удален- 
ными точками» пространства Р (K, x V) (или Г). Если (αι) — базис 
пространства У ив K,x V выбран базис, образованный всеми 
элементами е,=(0, а,) и элементом е,= (1,0), то бесконечно уда- 
ленные точки пространства P(A, X И). — это точки, однородные 
координаты которых с индексом Ὁ равны 0. 

Пусть М —аффинное линейное многообразие в У (Приложе- 
ние II, n° 3) и D — его направляющая; канонический образ 
φ (Δ) многообразия № в P(K,x V) содержится в каноническом 


образе М =л (М.) векторного подпространства M,, порожденного 
в К, ХУ его аффинным линейным многообразием M,—{1} ХМ. 
Более точно, если (a) — аффинно свободная система точек из M, 
порождающая M, то элементы (1, αἱ) образуют базис подпростран- 
ства M,, и следовательно, М есть не что иное, как проективное 
линейное многообразие, порожденное множеством (M); если М 


конечномерно, то М имеет ту же размерность, что и М. Допол- 


нение к ф (1/) в М есть пересечение многообразия М с бесконечно 
удаленной гиперплоскостью и равно каноническому образу π (ΜΙ) 
подпространства М, ={0 хр. 

Обратно, пусть N — проективное линейное многообразие, He 
содержащееся в бесконечно удаленной гиперплоскости, и А= 


= x (N); ВГУ, есть аффинное линейное многообразие в K, xX V 
вида {11 X M, где М — аффинное линейное многообразие в И; 
легко видеть, что N совпадает с аффинным линейным многообра- 
зием М, порожденным множеством ф (М). г 
Zi" 
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Таким образом, имеется взаимно однозначное соответствие 
между аффинными линейными многообразиями из V и проектив- 
ными линейными многообразиями из Р(К. ХУ), He содержа- 
щимися в бесконечно удаленной гиперплоскости; для того чтобы 
два аффиных линейных многообразия из V были параллельны, 
необходимо и достаточно, чтобы порождаемые ими проективные 
линейные многообразия имели одно и то же пересечение с беско- 
нечно удаленной гиперплоскостью (что иногда выражают, говоря, 
что рассматриваемые два аффинных линейных многообразия 
имеют одни и те же бесконечно удаленные точки). 


5. IT родолженме рациональных функций 


Применение результатов n° 4 к одномерному векторному про- 
странству V=K, показывает, что существует его каноническое ~ 
вложение ф в проективную прямую P, (К)=Р (К, x K,); φ(ξ) для 
каждого GE К есть точка с однородными координатами (1, &) отно- 
сительно канонического базиса ($ 1, n° 8) произведения К, x К.. 
Дополнение к @(K) в P, (К) сводится к точке с однородными коор- 
динатами (0, 1) относительно указанного базиса, называемой 
«бесконечно удаленной точкой». P,(K) называется также проек- 


~ 


тивным телом, ассоциированным с К, и обозначается К, a ero 
бесконечно удаленная точка обозначается со. 

_ Рассмотрим, в частности, случай поля К, и пусть fe K(X) — 
рациональная дробь от одной неизвестной над К (гл. ТУ, $4); 
{ однозначным образом представляется в виде [=(ap)/g, где “ЕК*, 
ари g — взаимно простые унитарные полиномы (гл. УП, $1); 
пусть т и п—их степени и, скажем, т< п. Положим р, (Т, Х)= 
=T"p(X/T), q(T, X)=T"q (X/T); р, и 49. — однородные полиномы 
степени n над К такие, что p(X)=p, (X,1), а(Х)=а, (Х,1). Для 
каждого элемента E€ К, не являющегося нулем полинома а(Х). 
f (&)=ap (&)/g (2) определено, и можно написать 


f(&) = ap, (1, 8)/41 (1, 5) =ар! (A, ÀË)/q (A, AB), 
каково бы ни было AO из К. Рассмотрим тогда отображение 
(η, 5) — (94, (п, 5), ар, (η, §)) 


произведения А? в себя; это отображение согласуется с отноше- 
нием эквивалентности A (А?) и, следовательно, порождает при 
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факторизации отображение } проективного поля К в себя, совпа- 
дающее с &—>](&) в тех точках, где эта рациональная функция 


определена; допуская вольность речи, f называют каноническим 


продолжением } на К. 

Например, если f=1/X, то (0) = со и f(co)=0; если f= 
=(aX+b)/(cX+d), где ad—be£0, то 7(— а/с) =со, Т(со) = а/с. 
если c#0, и 7 (co) = оо, если с=0. Для полинома [= а,Х”--... +a,, 
степени п `>0 имеем f (co) = 00. 


6. Проективные отображения 


Пусть Уи V’ — левые векторные пространства над телом À. 


j— линейное отображение V BV’ uN= à (0) — его ядро. Очевил- 
HO, при этом отображении (однородная) прямая пространства. }, 
не содержащаяся в N, переходит в (однородную) прямую про- 
странства У’; поэтому при факторизации } порождает отобра- 
жение х множества P (У)—Р (№) в P(V’). Это отображение £ 
называется проективным отображением (или проективным ли- 
нейным отображением); хотя оно определено на Р(У)—Р (М). 
а не (при NV={0}) на всем Р (У), допуская вольность речи, TOBO- 
PAT, что & есть проективное отображение P (У) 8 P(V’). Проектив- 
ное линейное многообразие P(N), на котором g не определено, 
называется центром отображения δ. 


Заметим, что в случае, когда g определено на всем Р (У) (т. ο. 
когда N={0}), р есть инъекция P(V) в P(V’). κ 


Если в V u Г’ заданы соответственно базисы (ал лег, и (ὄμ)μεμ: 
проективное отображение g пространства P(V) в P(V’) относит 
точкеиз Р (У) с однородными координатами Ex (ЛЕ L) точку в P(V’). 
обладающую системой однородных координат N. (u € M) вида 


Nu = > Бла  (ащЕК). (3) 
ЛЕГ, 


Центр отображения g есть линейное многообразие, опреде: 
ляемое уравнениями 


У в, =0 (ΕΛ. 
KEL 
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Если С — центр отображения & и М — линейное многообра- 
зие в P(V), то образ М — (MC) при отображении g есть линей- 
ное многообразие в Р(Т’), которое (допуская вольность) обозна- 
чают g(M). Имеем | 


dim g (М) = dim М — dim (МПС) —1, (4) 


если числа, фигурирующие в этой формуле, определены (8 9, 
формула (5)). Если М’ — линейное многообразие в P(V’), то 


"(МИС есть линейное многообразие в Р (УТ), u 
dim(g (M){JC)= dimC + а (M’f\g(P(V))) +1. (5) 


Допуская вольность речи, говорят, что £ ( (М) С есть прообраз 
Al" относительно δ. 

Так как значения из У’, принимаемые линейным отображе- 
нием Ha базисе (6) пространства У, могут выбираться произ- 
вольно, то заключаем, что существует проективное отображение 
Р (У) 8 P(V’), принимающее в точках л(е,) произвольно задан- 
ные значения. Но (даже когда g всюду определено) задание 

> lee g(n(e,)) не определяет g однозначным образом (упраж- 


нение 3) 
Композиция двух биективных проективных отображений есть 


проективное отображение; то же верно и для отображения, обрат- 
ного к такой биекции. Таким образом, взаимно однозначные 
проективные отображения проективного пространства Р (У) на 
себя образуют группу; она называется проективной группой про- 
странства P(V) и обозначается PGL(V); вместо PGL(K?) 


пишут РОТ. (К). 


Замечание. Пусть Н =Р (И’) — гиперплоскость проектив- 
ного пространства Р (У) над телом К. Существует взаимно однозначное 
линейное отображение f пространства У на К. ЖИ’ такое, что [(W)=W; 
пусть g — проективное отображение, получающееся из } при фактори- 
зации. Как мы видели (n° 4), дополнение к P(W) в P(K, XW) отождест- 
вимо с аффинным пространством, пространством переносов которого 
служит И’. Отождествляя Р (V) с P(K;xXW) посредством отображе- 
ния δ, говорят, что Н принимается в P(V) за бесконечно удаленную 
гиперплоскость; дополнение к Н в P(V) отождествляется тогда 
с аффинным пространством, имеющим И’ своим пространством пе- 


реносов. 
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7. Структура проективного пространства 


Структура (левого) проективного пространства в множестве 
ЕЁ относительно тела К определяется заданием непустого множе- 
ства Ф биекций подмножеств проективного пространства Р {ἢ 
на Е, удовлетворяющего следующим аксиомам: 


(EPı) Областью определения каждого отображения }ЕФ cay- 


жит некоторое линейное многообразие из Pix”. 

(ЕРи) Для любой пары элементов f, g us Ф, определенных 
соответственно на линейных многообразиях P(V) и P(W), биек- 
ция h=gtof пространства P(V) на P(W) есть проективное 
отображение. 

_ (ЕРиз) Обратно, если [ED определено на линейном многообра- 
зии P(V) u h — взаимно однозначное проективное отображение 
P(V) на линейное многообразие P(W)CP(KY”),mo feh!e®. 

Пусть E — множество, (У»)лег, — семейство векторных про- 
странств над телом А и для каждого ЛЕГ, задана биекция fa 
пространства P(V,) на Е такая, что до}, для каждой пары 
индексов (A, U) есть проективное отображение P(Vy) на P (V}). 
Тогда можно определить в Ё структуру проективного простран- 
ства относительно К следующим образом. Пусть (e,)ıer — базис 
пространства Г» и а, =рй (л (ел)), a 6, — элемент с индексом а, 


Е 
в каноническом базисе пространства KS” (§ 1, n° 8). В силу пред- 
положенной биективности отображения fy, 6, Fb, при ı 5х; 
поэтому 6, образуют базис векторного подпространства W, про- 


странства KS”, и следовательно, существует взаимно однозначное 
отображение h пространства P(W,) наР (V;) такое, что h (x (b,))= 
—=л(е,) для каждого LE Г. Легко проверить, что множество Ф всех 
отображений λο/νο δ 1, где g пробегает множество всевозможных 
взаимно однозначных проективных отображений P (W,) на линей- 


ные многообразия P(W)CP(K}”), удовлетворяет аксиомам 
(EP}), (ЕРи) и (ЕРир. При этом, очевидно, © не зависит ни от 
выбора индекса ЛЕ L, ни от выбора базиса (ει) в Г), ни от выбора Äh. 

В частности (если взять С, сводящееся к одному элементу), 
каждое проективное пространство P(V), порожденное каким- 
нибудь векторным пространством V (определение 1), наделено 
так вполне определенной «структурой проективного простран- 
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ства» в смысле определения, данного в этом п”. Поэтому проектив- 
ным пространством можно называть всякое множество, наделен- 
ное структурой проективного пространства. 

В тех же обозначениях линейное многообразие в проективном 


-1 
пространстве Ё — это множество MCE, для которого f(M) хотя 


бы для одной биекции FED, определенной на P(V) CP (K), 
есть линейное многообразие в P(V) в смысле n° 3 (этим свойством 
обладает тогда каждое FED). Из предыдущего следует, что каж- 
дое линейное многообразие проективного пространства канониче- 
ски наделено структурой проективного пространства. 

Говорят, что проективное пространство Ё имеет размерность 


=] 
п, если f(E) для каждого FED есть линейное многообразие 
размерности п (достаточно, чтобы это имело место для одного 
из отображений fE D). 


Упражнения. 1) Пусть К — конечное тело, состоящее 
из 4 элементов, и У — п-мерное векторное пространство над К. 

а) Показать, что число элементов множества всевозможных 
последовательностей (αι, Lo, ..., Ха) из т < п векторов пространства Г, 
образующих свободную систему, равно 


ее... 95. 


[Индукцией по m.] 
6) Вывести из а), что число т-мерных линейных многообразий 
в п-мерном проективном пространстве над К равно 


erlag) о 
(rl) (ging)... (99) 


2) a) Показать, что проективная группа PGL(V) изоморфна фактор- 
группе линейной группы GL (У) векторного пространства У по центру 
этой группы (изоморфному мультипликативной группе центра тела К. 
см. $ 2, следствие 2 ‘предложения 5). 

6) Вывести из а), что если У— конечной размерности >2, то 
коммутант группы PGL(V) простой. [См. $ 6, упражнение 10.] 

°в) Показать, что если К — конечное тело, состоящее из 4 эле- 
ментов, то проективная группа п-мерного проективного пространства 
над А есть группа порядка 


qe Tt ne OT 


[Использовать а) и упражнение la, a также TO, что К необходимо ком- 
мутативно (см. гл. У, $ 11, упражнение 14, и гл. VIII).], 

3) Проективным репером в п-мерном проективном пространстве 
Р (У) над телом К называется множество 5 из п--2 точек, каждые n+ 1 
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из которых’образуют проективно свободную систему. Показать, что для 
любых двух проективных реперов S=(a;)y<i<nti И S’—=(a,)p<i<nti 
пространства P(V) существует преобразование f € PGL(V) такое, 
что f(a;)— a; для всех i (O<i<n-+1). Для единственности этого пре- 
образования необходимо и достаточно, чтобы К было коммутативно. 
[Свести к случаю S’ =.S и заметить, что всегда можно считать. 
a;—=n(b;), где (bi), —; п -— базис пространства V, a ὄρ-- 6,4 62+... 
ке + bn:1.] 

Привести пример, где К есть тело кватернионов ($ 7, n° 8) или где: 
существуют бесконечное множество Т точек из P(V), любые n+1 
из которых образуют проективно свободную систему, и нетождествен- 
ное преобразование f € РОГ (ТУ), оставляющее инвариантной каждую: 
точку из Т. 

4) Пусть У — двумерное векторное пространство над телом К 
и а, b, с, 4 — четыре различные точки проективной прямой Р (V). 
Двойным отношением четверки (a, b, с, d) называют множество: 


ab Е = ‘ 
| de | тех элементов & € À, для которых в У существуют векторы и, 1; 


такие, что а=л (и), ὂ--π(υ), с=л(и- и), 4=л(и- Ей. Это опре- 
деление непосредственно распространяется на каждую четверку раз- 
личных точек множества, наделенного структурой проективной пря- 
мой (n° 7). 


ab 
a) Показать, что | d ‚| есть множество всех элементов, сопря- 


женных к некоторому элементу —1 мультипликативной группы К*, 
и что, обратно, для любых трех различных точек а, 6, с из Р (У) и мно- 
жества о всех элементов, сопряженных к какому-нибудь элементу == À 


из К*, существует точка dEP(V) такая, что |. | — 0. Для един- 


ственности 4 необходимо и достаточно, чтобы о сводилось к одному 
элементу. 
6) Показать, что 


«| =[ 
а] 


(где о! (соответственно 1—0) означает множество всевозможных. 
сопряженных AETIANTI—(AEAN1)1 (соответственно всевозможных 
1 — AEA-1 = A(1 — ЕЛ 1) для элементов & из 0). 

в) Пусть (а, b, с, а) и (a’, 6’, с’, а’) — две четверки различных 
точек из Р (У). Для того чтобы существовало биективное полулинейное. 
(Приложение Г) отображение V на себя такое, что порождаемое им 
при факторизации биективное отображение } пространства Р (V) 
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на себя удовлетворяет условиям }(а)=а’, f(b)=b', f(c)—=c, 
1(<)=4’, необходимо и достаточно, чтобы существовал автоморфизм σ 


тела К, для которого 
τω b’ Е ΗΝ 
| в x J = ‚© С | 


Для существования в проективной группе PGL(V) преобразова- 
ния f, удовлетворяющего указанным условиям, необходимо и доста- 


точно, чтобы 
| a’ | — | а a 
d «1 tde 


5) Пусть Р (И) — (левое) проективное пространство конечной раз- 
мерности n над телом А. Показать, что в множестве всех проективных 
гиперплоскостей пространства P(V) существует структура (правого} 
проективного пространства размерности п над К, канонически изоморф- 
ная структуре проективного пространства P(V*) (где У* — векторное 
пространство, сопряженное к У). Получить отсюда структуру проек- 
тивного пространства размерности n — r— 1 в множестве всех проек- 
тивных гиперплоскостей, содержащих заданное линейное многооб- 
разие М размерности г < п пространства P (Т). В частности, если М 
имеет размерность п — 2, можно определить двойное отношение 

A, Ai, 
Im m 
содержащих М. Показать, что если D C P(V) — прямая, не пересе- 
кающая М, и а; — пересечение D с ΠΗ; (1<i< 4), то 


in | τ. pe ma 
te tat) IA Beh 
°6) Пусть К — поле, К — проективное поле, полученное путем 


присоединения к К бесконечно удаленной точки (п°5), и f, g — две 
рациональные дроби из К (X). Показать, что если 1 (Х) =} (g (Х)), 


а 7, gu h— канонические продолжения f, gu № на К, то h=fog., 

7) Пусть а, b, с, 4 — четыре точки проективной плоскости Р (ТУ) 
над телом К характеристики ==2, образующие проективный репер 
(упражнение 3), e, f, g — точки пересечения прямых Рави Dia Dac 
и Dog, Daq U Doe (где Dyy означает прямую, проходящую через раз- 
личные точки +, у) и й— точка пересечения прямых Dy, и D,;. Пока- 
b с 
hg 
свести к случаю, когда Dada— бесконечно удаленная прямая аффинной 
плоскости.] Каков соответствующий результат в случае тела К харак- 
теристики 2? | 

8) Пусть D u D’— две различные прямые проективной плоскости 
P(V) над телом К, содержащим не менее трех элементов. Для того 
чтобы для любых трех различных точек а, 6, с прямой D и любых 


] четверки (H,, Ho, Ну, Hy) различных гиперплоскостей, 


зать, что | | ={—1}. [«Теорема о полном четырехстороннике»; 
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трех различных точек а’, δ΄, с’ прямой О’ точки пересечения 7, q, р 


прямых D U D, Dac ИО, Die U Dy, лежали на одной прямой, 


необходимо и достаточно, чтобы К было коммутативно. [«Teopema 
Паппа»; свести к случаю, когда g и г находятся на бесконечно удален- 
ной прямой аффинной плоскости.] Применить эту теорему к проектив- 
ному пространству прямых пространства P(V) (упражнение 5). 

9) Пусть $, а, 6, с, а’, 6’, с’ —-семь различных точек проективной 
плоскости над телом К, содержащим не менее трех элементов, причем 
5 a, b, сиз a’, 6’, с’ — проективные реперы, а прямые О; а, Dev, 
D; проходят соответственно через a’, ὦ’, с’. Показать, что точки пере- 
сечения 7, р, 9 прямых Dap U Dorn» Die U Dy, Dea W Derg лежат на 
одной прямой. [«Teopema Дезарга»; метод, аналогичный методу упраж- 
нения 8.] 

*10) Пусть E=P(V) и Е’=Р(У’'’) — проективные пространства 
одинаковой конечной размерности п > 2 соответственно над телами A 
и À” u и—биективное отображение E на E’, преобразующее любые 
три точки, лежащие на одной прямой, в три точки, лежащие на одной 
прямой. Показать, что существуют изоморфизм о тела К на K’ u биек- 
тивное полулинейное (относительно 0) отображение v пространства | 
на V’ такие, что и есть отображение, порождаемое отображением р 
при факторизации. [Использовать упражнение 7 Приложения 11.) 
Если V’=V и К коммутативно, то для того, чтобы и было проектив- 
ным отображением, необходимо и достаточно, чтобы для каждой 
четверки (a, b,c, а) различных точек пространства Р (У), лежащих 


Е ТЕ eee и a = Го 4 
Επ р d u(d)u()] 14°] 


11) Пусть У — векторное пространство конечной размерности п 
над телом К, (е;), -._„-—базие этого пространства, К’ — подтело 
SSeS 


тела К и V’ — п-мерное векторное пространство над К, порожденное 
элементами e;. Дать пример инъективного отображения ТУ’ в У, пре- 
образующего любые три точки, лежащие на одной прямой, в три точки, 
лежащие на одной прямой, но не обязательно преобразующего две 
параллельные прямые в множества, содержащиеся в двух параллель- 
ных прямых. [ Погрузить У в канонически ассоциированное с ним про- 
ективное пространство Е и рассмотреть проективное отображение и 
последнего на себя такое, что прообраз относительно и бесконечно 
удаленной гиперплоскости отличен от нее и не содержит ни одной точки 
из Г’; можно было бы, например, взять бесконечное К и конечное К’.] 

*12) Пусть E=P(V) — проективная плоскость над телом К 
и и — биективное отображение Ё на себя, получающееся путем фак- 
торизации из некоторого биективного отображения v пространства I 
на себя, полулинейного относительно автоморфизма © тела К. 

а) Показать равносильность следующих четырех свойств: α) како- 
во быни былох Е E, x, u (x) и u?(x) лежат на одной прямой; В) каждая 
прямая на E содержит точку, инвариантную относительно и; у) через 
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каждую точку из Е проходит прямая, инвариантная относительно и: 
ὃ) какова бы ни была прямая D на Ё, прямые D, u(D) ии? (О) имеют 
общую точку. [Доказать сначала равносильность α) и 1); вывести: 
отсюда по двойственности (упражнение 5) равносильность В) и ὃ): 
наконец, показать, что γ) влечет В), и вывести отсюда по двойствен- 
ности, что В) влечет γ).] 

6) Пусть и обладает свойствами, сформулированными в а). Пока- 
зать, что если на Ё имеется прямая D, содержащая лишь одну точку a, 
инвариантную относительно и, то и получается путем факторизации 
из некоторого сдвига v пространства V ($ 6, упражнение 7). [Пока- 
зать, что каждая прямая, инвариантная относительно и, проходит 
через а; рассматривая прямую, не проходящую через а, показать, что 
существует прямая Dy, проходящая через а и содержащая по краиней 
мере две точки, инвариантные относительно и; заключить, что все 
точки прямой D, необходимо инвариантны относительно и.] 

в) Пусть и обладает свойствами, сформулированными ва), и на £ 
не существует прямой, которая содержала бы только одну точку, 
инвариантную относительно и. Показать, что если на А имеется прямая 
D, содержащая лишь две точки, инвариантные относительно и, то и 
получается путем факторизации из некоторого растяжения г простран- 
ства Г ($ 6, упражнение 7). |Показать, что если а и 6 — те две точки 
прямой D, которые инвариантны относительно u, то каждая прямая, 
инвариантная относительно и, проходит через а или 6; заметить далее, 
что существуют по крайней мере две другие точки с, 4, отличные OT а 
и 6, инвариантные относительно и, и. следовательно, что прямая Des 
проходит через а или 65; в заключение доказать, что все точки прямой О. 
инвариантны относительно и.] 

г) Пусть и обладает свойствами, сформулированными в а), и каж- 
дая прямая на Е содержит по крайней мере три различные точки. 
инвариантные относительно и; тогда в Ё существует проективный репер. 
5 (упражнение 3), каждая точка которого инвариантна относительно и; 
заключить отсюда, что в У существует базис (e;), <<з Такой, что в 
получается путем факторизации из полулинейного отображения υ 
пространства У на себя, для которого v(e;)=e; (1 <i < 3). Множе- 
ством точек из E, инвариантных относительно и, является тогда проек- 
тивная плоскость P (Т.), где Vo — векторное пространство над телом К. 
инвариантов относительно 0, порожденное элементами е1, ео, ез. 

д) Пусть теперь и удовлетворяет условиям пунктов а) иг) и ни и. 
ни и? не есть тождественное отображение. Доказать существование 


y € K такого, что y°=y и 
(E°—E) = Ye" —Е) (1) 


для каждого EEK. [Воспользоваться условием @а) пункта a) и суще- 
ствованием EEK, для которого 29-2 6.]| Показать, что y= — 1. 
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поскольку 


(1-|-γ) ξὝ-ΞΥΞ ({--γ) (2) 

| для каждого EEK с ECE. [Применить (1), заменив ξ на Ё?.] 

Заметив, что E=n—L, men’—n и C° #6, распространить (2) 

на все ξΕΚ. Заключить отсюда, что y =- À, и далее вывести из (1) 
и (2), что 

gy =(1-+y) Е (4+)? (3) 

для всех & ΕΚ и что у-- у ! принадлежит центру тела К. Обращение. 


Привести пример, где y не принадлежит центру тела К, а y+y? 
принадлежит. 


ГЛАВА II 
ПОЛИЛИНЕЙНАЯ АЛГЕБРА 


Tam, где не оговорено противное, все кольца операторов, рас- 
сматриваемые в этой главе (за исключением Приложений), пред- 
полагаются коммутативными и имеющими единицу, а все модули 
над этими кольцами — унитарными. Всякие дополнительные пред- 
положения явно отмечаются в своем месте, а если они относятся 
ко всему параграфу — в его начале. 


$ 1. Тензорные произведения модулей 
1. Билинейные функиии 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Пусть А — коммутативное кольцо с едини- 
цей и Е, Е, а — унитарные А-модули. Отображение } произведе- 
ния Ex Ев С называют билинейным, если для каждого y € F uacmuu- 
ное отображение х—>}(х, у) есть линейное отображение Е 6G и для 
каждого хЕЁ частичное отображение y — f(x, у) — линейное ото- 
бражение F в G. 


Иными словами, f должно удовлетворять следующим тожде- 
ствам: 


fa, yt y)=f@ Hr, У), | (1) 
et, y)=f(, у) +7 (т, y), 3 
flax, у) = f(x, ау) =а} (т, y) (2) 
для всех «ЕЛ, σεξ, TEE, yEF, yeEr. 
Примеры. Отображение (x, у) — ху произведения AXA 


в A билинейно; то же верно в случае, когда Е — алгебра (гл. II, $ 7) 
над A, для отображения (x, у) > ху произведения EXE BE. Каков бы 
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ни был унитарный А-модуль F, (a, x) > ах есть билинейное отобра- 
жение AXF BF. 


Из определения 1, в частности, вытекает, что f (0, у)={(х,0)=0 
для всех хЕЁ и ИЕР. 


Е 
Если x= У ba, y= > вби, ΤΟ (как устанавливается индук- 
À u 


цией по числу ненулевых коэффициентов En, Nu) 
f(x, у) = 2 Exmuf (αν, by). 
7 


В частности, если (a,) — базис модуля Е, (bu) — базис модуля F, 
то для любого заданного семейства (Cay) элементов из G сущест- 
вует, и притом единственное, билинейное отображение } произ- 
ведения EXF в С такое, что f(a, by) = Chu для каждой пары 
индексов (À, U). 


Ясно, что если ри g— билинейные отображения EXFBG, 
το f+g и of («Е A) — тоже билинейные отображения Е X F в С; 
иными словами, билинейные отображения ЕЁ XF в С образуют 
А-модуль; мы будем обозначать его (Е, Е; G) или £,(E; G), 
если #=E. Из предыдущего следует, что если (ἄλ)λει, и (ὄμ)μεμ — 
базисы модулей E u F, то А-модуль £ (Е, Е; G) изоморфен произ- 


LXM 
ведению G р 


ПредложеЕНИЕ 1. Модуль £(E, Е; G) билинейных отображений 
EX F eG изоморфен модулю «6 (Е, & (Е, @)) линейных отображений 
модуля E в модуль линейных отображений Е в G (а также анало- 
гичному модулю «6 (Е, © (Е, G))). | 

Действительно, y—>u(x, y) для каждого UE (Е, F; G) и каж- 
дого ЕЁ есть линейное отображение F BG; если обозначить его 
и., то х—> и. будет линейным отображением Е в «6 (F,G). Обратно, 
каково бы ни было линейное отображение r—>f, модуля Ев «6 (F,G), 
(x, y) — f, (y) есть билинейное отображение Е X F в С, u, обозна- 
чая его и, имеем U,=—f, для каждого zEE. Ясно, что этим опре- 
делены изоморфизм £ (Е, Е; G) на 52 (6, «6 (Е, Ц)) и изоморфизм, 
ему обратный; эти изоморфизмы будут называться каноническими. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Каждое билинейное отображение произведе- 
ния ЕХЕ унитарных А-модулей Е, Е в кольцо А (рассматривае- 
мое как А-модуль) называется билинейной формой на Е XF. 
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Согласно предыдущему, билинейные формы на EX F образуют 
А-модуль «6 (Е, Е; А); причем, если Ё обладает базисом (αάλ)λε;, 


ΓΧΜ 
Α-- 


и F — базисом (bu)uem, то этот модуль изоморфен . Кроме 


того, из предложения 1 вытекает: 


ПрЕдложЕНИЕ 2. Модуль билинейных форм на E XF uso- 
морфен модулям (Е, Е*) и © (Е, E*) (где E* и F* означают 
модули, сопряженные соответственно к E и F). 


Следствие. Лусть и — билинейная форма на Е X F; если ВиЕ 
обладают конечными базисами (4;)4<i<n U (0;)4<i<n, состоящими 
из одинакового числа элементов и такими, что и (а,, 6;) =0,; (где 
6;; — кронекеровский символ) для каждой пары индексов (1, j), то 
и канонически соответствует некоторому изоморфизму Е na F* 
и некоторому изоморфизму Е на E*. 

Действительно, тогда линейное отображение х—> u, модуля Ё 
в F*, канонически соответствующее и, таково, что Ua, = δ, 
(1<i<n), где (bi) — сопряженный к (b,) базис модуля F* (ra. II, 


S4, n° 4). 


2. Тензорное произведение двух модулей 


Мы увидим, что понятие билинейного отображения можно 
с помощью понятия тензорного произведения свести к понятию 
линейного отображения. 

Покажем, что для заданных унитарных А-модулей E и F суще- 
ствуют А-модуль М и билинейное отображение ф произведения 
E XF в М такие, что, каково бы ни было билинейное отобра- 
жение } произведения E X FB произвольный А-модуль N, сущест- 
вуст линейное отображение g модуля М в N, удовлетворяющее 
соотношению f= go. 

Заметим прежде всего, что если М обладает этим свойством, TO 
им обладает также подмодуль М, в М, порожденный множеством 
(Ex δ) (для чего нужно только рассмотреть сужение g Ha M,); 
поэтому достаточно ограничиться тем случаем, когда дополнитель- 
но требуется, чтобы М порождалось множеством Q(EXF), т. 6. 
совпадало с множеством всевозможных линейных комбинаций 
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(гл. II, § 1, n° 5) элементов из ф (ЕЁ Χ F); в этом случае линейное 
отображение g, для которого {= во ф, однозначно определяется 
билинейным отображением f. Покажем, что если ‘такой модуль М 
существует, то он определен с точностью до изоморфизма одно- 
значно; товоря точно, имеет место 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Пусть М; (i—1,2)—dea А-модуля u ф; для 
каждого i— билинейное отображение EE XF в М;, обладающее 
следующими свойствами: 1° М; порождается множеством φ; (ЕЁ X Е); 
2° для каждого билинейного отображения f произведения E XF 
в произвольный А-модуль № существует линейное отображение 5; 
модуля М; в N такое, что f = в; о Ф;. При этих условиях существует 
изоморфизм и модуля M, на М, такой, что ~,=Uoc q,. 

Действительно, беря в качестве N модуль M,, видим, что суще- 
ствует линейное отображение h, модуля M, в M, такое, что =. 
=h,o@,; и точно так же существует линейное отображение ἦι, 
модуля М. в М, такое, что φι == h,°9,; отсюда p, = (h,oh,)og,, где 
h,o h, — линейное отображение M, в себя; но так как 9, (Е ХР) 
порождает M,, то из последнего соотношения вытекает, что 
z=h,(h,(z)) для каждого ΖΕ М,; иными словами, h,oh, есть oe 
ственное отображение Л, на себя; совершенно так же h,oh, есть 
а ὑμεῖς. отображение M, на себя; следовательно (Теор. 

н., Рез., $2, n° 12), k, есть взаимно однозначное отображение 
м, на TA a h,— обратное ему отображение. 


Покажем теперь, что модуль М, удовлетворяющий требуемым 
условиям, действительно существует. Рассмотрим А-модуль 
ER ol формальных линейных комбинаций (с коэффициентами из 
А) элементов множества Καὶ X F (гл. П, $1, η" 8); какмы знаем, кано- 
нический базис этого модуля можно отождествить с множеством 
E X F так, что каждый элемент из G будет однозначно представ- 


ляться в виде D а Oy, y(t, И) (где Oy, y принадлежат А и равны 
(x. v)EEXF 


нулю для всех кроме конечного числа пар (x, y)). 

Пусть теперь N — произвольный А-модуль; как мы знаем 
(гл. II, $2, n° 4), каждое отображение } множества ЁХЁ в N 
может быть, и притом единственным образом, продолжено до 
линейного отображения f модуля G в. М, a именно. определяемого 
22 Н. Бурбаки | 
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формулой 
Ϊ (Ads te y)) = р ste y). 
9 x, у 

Отображение f—f есть изоморфизм модуля ΛΟ всех 
отображений Ex FBN на модуль 6 (G, №) линейных отображений 
G в N. Охарактеризуем линейные отображения f, соответствую- 
щие билинейным отображениям } произведения E X F BN; условия 
(1) и (2) означают, что линейная функция } обращается в нуль 
на всех элементах из С видов 


Gta) уу» G+E, 2) GG 416", 9} 
(ax, y)—a(x, y), (x, ay) —(x, у). 


В силу своей линейности, f равна нулю также для всех элементов 
подмодуля Н в G, порожденного элементами указанных видов, 
причем этот подмодуль не зависит от N; допуская вольность 
речи, мы будем называть Я подмодулем в G, на котором аннули- 
руются все билинейные функции. Итак, образом модуля 5 (Ё, Е; №) 


билинейных отображений Е X F 8 N при изоморфизме f—>f служит 
подмодуль в £(G, №), образованный теми линейными отображе- 
ниями G в N, которые аннулируются на Н. Но тогда (гл. И, $2, 
предложение 1) #—> 500, где 9 — каноническое отображение G 
на G/H, есть изоморфизм £(G/H,N) на подмодуль в L(G, №), обра- 
зованный линейными отображениями, аннулирующимися на Н. 
Таким образом, обозначая через ф сужение 0 на Ё X РЁ, видим, что 
каждое билинейное отображение Æ Χ F в N однозначно представ- 
ляется в виде боф, где g — линейное отображение G/H в N, причем 
2 — боф есть изоморфизм L(G/H, №) на 9 (Е, Е; М) (который, как 
и обратный ему изоморфизм, мы будем называть каноническим). 
Так как ф — билинейное отображение EXFBG/H,ag(ExXF) 
порождает G/H, то модуль M=G/H и отображение ф удовлетво- 
ряют всем условиям предложения 3. Для каждой пары (X, у) ЕЕ XF 
мы положим отныне ф (X, y) = хбу (вместо чего будем иногда допу- 
скать также запись ху, если это не сможет вызвать путаницу). 


ОпРЕДЕЛЕНИЕ 3. [ycme Е и F — A-modyau. А-модуль G/H 
(фактормодуль модуля @ формальных линейных комбинаций 
элементов произведения ΧΡ по подмодулю Н, ma котором 
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аннулируются все билинейные функции) называется тензорным 
произведением модулей Е и F и обозначается EQF. 


Допуская вольность речи, мы будем каждый элемент из HOF 
вида 26, называть тензорным произведением x иу. Имеем тожде- 
ственно 


(r+2')\@y=rtGy+2' ey, 2R(y+y)=xRy+r@y, (3) 
(12) у=х< (ау) = а (169) (4) 


и, в частности, +60 =0®у=0, каковы бы ни были хЕЁ и ИЕР. 


Любой элемент из ЕЁ может быть (в силу (4)) представлен 
в виде У (z,@y;) и, значит, является суммой конечного числа 
i 


тензорных произведений элементов из Ё и И; но, как показывают 
тождества (3) и (4), элемент из H@F представим в таком виде 
вообще различными способами. 


Замечания. 1) Пусть Ё и F — коммутативные группы без 
операторов; их всегда можно рассматривать как модули над кольцом Z 
рациональных целых чисел (гл. II, $ 1, n° 1); под тензорным произ- 
ведением Е X) F двух таких групи всегда понимается произведение 
их структур 7-модулей. 

2) Тензорное произведение двух модулей, не сводящихся к 0, 
может сводиться к 0. Например, для 7-модулей E=Z/(2) и F=Z/(3) 
имеем 2х =0 и Зу=0, каковы бы ни были x € Е и УЕ F; следовательно, 


ху = ὃ (Су) — 2 (ey) = (=69(3у)) — ((22)@y) = 0 


для всех хЕЁ и уЕГ. 
В связи с этим примером см. ниже следствие предложения 6. 
3) Заметим, что отображение (x, y) — x © у произведения ЕЖЕ 
в Е С) F вообще не взаимно однозначно, поскольку для x = 0 имеем 
x 69 0=0 © 0=0; поэтому EX F нельзя рассматривать как часть ESF. 


Резюмируем основные свойства тензорного произведения EOF: 


Схолия. „Линейные отображения EQF в произвольный Α- 
модуль N связаны с билинейными отображениями Е ХЕ в М cae- 
дующим взаимно однозначным соответствием: линейное отобра- 
жение } модуля E@F в N определено, если известно его значение 
f(x@ y) для каждой пары (x,y)EE XF и отображение (x, y)—>f(x@ y) 
билинейно. Обратно. для определения линейного отображения 


22. 
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E®F в М достаточно задать отображение (x, у) — g(x, y) про- 
изведения Е x F в N, проверив его билинейность; тогда существует, 
и притом единственное, линейное отображение } модуля EOF 
в N такое, umo f (x@y) = g(x, у) для всех (x, yNE EX F. 


В частности, незачем проверять, что > (x; С yi) = > (=, & yp) 
i Rk 


влечет bs g (ri, 43) = bi g(x), у,); это есть следствие определения тен- 
ΚΝΕ, i k 
зорного произведения и предположенной билинейности 8. 

Для дальнейших приложений ($3) будет полезно вывести из 
предыдущего следующее правило определения билинейного ото- 
бражения произведения G,xXG, тензорных произведений 
G,=—E,@F,uG,=£,@F, в модуль N: достаточно задаться отобра- 
жением g произведения Ly, xX fy ЖЁ. ХР. в М таким, что каждое 
из частичных отображений (X, у.) — L (Ty, ψι, Te, Yo) и (Los Yo) > 
— g (T1, И, Lo, Yo) билинейно; тогда существует однозначно опреде- 
ленное биливейное отображение f произведения G, Χ С. в М такое, 
что тождественно (LT, QU1r бу.) = 8 (X, у, Tor Vo). Действительно, 
для каждой пары (2ο, V2) существует линейное отображение Ux,, yo 
тензорного произведения G, в N такое, что Ux,, y, (21691) = 
= g{ Li, Us ον Yo), и отображение (х., у.) —> Ux,,y, произведения 
Е. ХР. в £(G,, №) билинейно; поэтому существует линейное 
отображение о тензорного произведения G, в «6 (σι, №) такое, 
что 9 (25675) = Ux,,yyr И справедливость утвержделия сразу сле- 


дует из предложения 1. 


3. Свойства тензорных произведении 


ПрЕдложЕНИЕ 4. Тензорные произведения E®F u FRE 
изоморфны («коммутативность» тензорного произведения). 

Действительно, так Kak (X, y) —> Убх есть билинейное отобра- 
жение HX Fs FRE, то (n° 2, схолия), положив и (xQy)=y@x, мы 
определим линейное отображение и модуля EQF 8 F@ËE; точно 
так же, положив U (ух) = TOY, мы определим линейное отобра- 
жение о модуля FRE 8 EQF;Tak как uou U Vou — соответственно 
тождественные отображения FRE и ΩΡ в себя, TO ии v— 
взаимно обратные изоморфизмы (Теор. мн., Рез., $2, n° 12) 
(которые будут называться каноническими). 


3 ТЕНЗОРНЫЕ ПРОИЗВЕДЕНИЯ МОДУЛЕЙ 341 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Для каждого унитарного N ‚В 
тензорное произведение ARE изоморфно Е. 
. Действительно, отображения u (a@x) = ax и а в ἌΝ 


δ — единица кольца A) определяют линейные отображения и 
модуля ARE BE uv модуля EB ARE; очевидно, u o U есть тожде- 
ственное отображение Ё на себя, ἃ VOU, в силу соотношения 
#69 (ах) —aQx, — тождественное отображение ARE на себя; сле- 
довательно, и и © — взаимно обратные изоморфизмы (которые 
будут называться каноническими). 


Следствие. Гензорное произведение АФА А-модуля А на себя 
изоморфно А. | у 

Таким образом, канонический изоморфизм A@A на А отно- 
сит элементу 2&6 произведение aß в À. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Пусть М — подмодуль модуля Е и N— 
подмодуль модуля F. Тензорное произведение (E/M)& (F/N) изоморф- 
но фактормодулю (E®F)/T(M, N), где Г(М, №) — подмодуль 
в E@F, порожденный элементами z@y с xE M или yEN. 

Применим критерий предложения 3. Обозначим соответствен- 
но через х—>-х иу—>у канонические отображения E на E/M u F 
на F/N, а через ®-— каноническое отображение E@F на 

= (Е © Р)/Г(М, №). Тогда (х,у)—> о(2® у) есть билинейное 
отображение АХ Ff BS, аннулирующееся, в силу определения. © 
и Г(М, Ν), как для x = 0 (mod М), так и для у=0 (mod №); это 
показывает, что Ὁ (2 © у) зависит лишь от класса x элемента 
x (mod M) и класса у элемента y (mod N), так что можно написать 
w(x @ y) =и (x, у). Отображение и произведения R = (E/M) x (FIN) 
в S билинейно, и ясно, что элементы вида ία, у) порож- 
дают о. 

Пусть теперь f — en отображение произведения А в προ- | 
извольный А-модуль О. Для любых x EE, УЕЁ положим f(x, y) = 
—f(x,y); так как / — билинейное отображение ЕЖРв Q, то 
существует линейное отображение g, модуля Ё @ Ев О, такое, что 


81 (2 ® у) =f, (x.y) =f (т, у); тогда 8, (x ® y) аннулируется как для 
xz = 0 (mod М), так и для у =0 (mod М) и, значит, 51 аннулируется 
на Г(М, №); отсюда вытекает (гл. 11, $2, предложение 1), что 
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g,=g00, где g— линейное отображение 5 BQ. Поэтому f(x, у) = 
= (о (х © у)) =# (и (x, у)), т.е. f=gou. В силу предложения 3, 
примененного к модулям Ё/М, Ρ/Ν, 5 и отображению и, модуль S 
изоморфен (Ё/М) © (Е/М№); изоморфизм 5 на (ЁЕ/М) 6 (FIN), 
определяемый отображением предложения 3, относит классу х © y 
по модулю Г(М, №) тензорное произведение x @ y; мы будем 
называть этот изоморфизм и изоморфизм, обратный ему, канони- 
ческими.. 


Следствие. Пусть а и b— любые два идеала кольца А; тензор- 
ное произведение моногенных модулей A/a и A/b изоморфно 
моногенному модулю А[(а- Ὁ). 

Действительно, при каноническом отождествлении модулей 
А @ À un À (следствие предложения 5) подмодуль Г (а, Ὁ) модуля 
A@A отождествляется с идеалом a+b, откуда и следует спра- 
ведливость утверждения. 


Пусть М — произвольный подмодуль модуля E, N — произ- 
вольный подмодуль модуля À, ф— каноническое отображение 
М в Е и W-— каноническое отображение N в F. Отображение 
(x,y) — p(x)Qw (y) произведения M X N BE@&F, будучи билиней- 
ным, определяет (называемое каноническим) линейное отображе- 
ние 0 модуля // © МвЕФ Е (такое, что 0 (xG y) =ф (1)©01 (y)); образ 
9 (М 6 М) модуля М ® N при этом отображении есть подмодуль 
B E@F, порожденный элементами ф (x) © ф(у), где x пробегает 
М иупробегает М; но вообще 0 не есть изоморфизм МОМв Е Ρ 
(см. упражнение 1), что тем самым не позволяет отождествлять 
Мо №Мс 0 (МОМ). Однако справедливо следующее предложение: 


ПрЕдложЕНИЕ 7. Пусть Е и F— А-модули, являющиеся пря- 
мыми суммами семейств (E,) u (Fy) своих подмодулей. K'anonuue- 
ское отображение Κλ © F, 6e Е @ Е для каждой пары индексов (A, μ) 
есть изоморфизм на некоторый подмодуль Gin модуля Е ЗЕ, 
и Е ФЕ есть прямая сумма подмодулей Gyu- 

Пусть С— прямая сумма семейства А-модулей (Κλ © Fy) 
(гл. II, $ 1, n° 7); мы определим билинейное отображение и про- 
изведения EX F 8 G, удовлетворяющее условиям предложения 3, 
откуда будет следовать, что @ изоморфно Е © РЁ. Для каждого 
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элемента z= У! a, из E, где 21€ Е», и каждого элемента у = > Yu 
λ u 


из F, где у, ЕР), положим и (x, у) = Σα; © Yu); ясно, что и— 
À 


BD 


билинейное отображение u u(E x F) порождает G. Пусть теперь 
N — произвольный А-модуль и j-— билинейное отображение 
E XF 8 N; пусть, далее, fan для любой пары (A, в) — сужение } 
на произведение δ} X Fy. Так как fa, билинейно, то существует 
линейное отображение ga, модуля ЕС fu в N такое, что 
Tau (Ts Yu) = Sap (Za © Yu) для всех ЕЕ), YuE Fu; © другой cro- 


роны, для х= 2; n€Euy= > yYuEF имеем f(z, y) gt Иа, Un) = 
H M 


= = Tay (205 Yu) = x Lau (т), © Yu); поэтому, обозначая через g линей- 
λ λ 


’ ‚И 


ное отображение G в №, сужение которого Ha Ё), © F для каждой 
пары (A, и) равно ga, (гл. Il, $ 2, предложение 3), имеем 


1(т,у)=Е (> (1), Q ὑμ)) = 8 (и (т,у)), или f= gou. Следовательно, 
τμ 


модули Ё © Ки G изоморфны; изоморфизм v модуля ΚΘ F на G, 
определяемый отображением предложения 3, относит тензорному 


произведению хФу элементов T= У м u y= > у, элемент 
A μ 


>! (2^ © Yu) из G, где каждое тензорное произведение x, @ Yu 
и 
берется в модуле En © Fy; ясно, что сужение v на Gay есть изо- 


морфизм Gin Ha En © Fu, обратным к которому служит канониче- 
ский изоморфизм En Q Ff, 8 E @ F. 


При выполнении условий предложения 7 модули Gy, и En © Fu 
посредством изоморфизма г отождествляются. 


Следствие 1. Ёсли F обладает базисом (ὄμ)με м, то модуль Е ФЕ 
изоморфен модулю ET и каждый элемент из Е © Е может быть, 


и притом единственным образом, представлен в виде >) (tu © by), 
u 


где tu € E. 

Действительно, при указанном отождествлении Ё CF есть 
прямая сумма подмодулей ЕЁ © (А6,); так как ξ-»ξύμ есть 
изоморфизм А на Ab,, TO из предложения 5 вытекает, что 
ᾱ--» x © by есть изоморфизм E на ЕЁ © (Ab,), чем утверждение и 
доказано. | 
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Следствие 2. Если (а) — базис модуля Е ши (b,)— базис 
модуля F, то элементы αλ © by образуют базис модуля ESF. 

Допуская вольность речи, мы будем называть базис. (a,® by) 
тензорным произведением базисов (ал) и (ἐμ). 

Мы видим, что если E и F — векторные пространства над 
полем К, ахти y— ненулевые элементы из Ё и F, то Фу #0; 
действительно, в Ё существует базис, содержащий x, u B F — 
базис, содержащий у. 

Следствие 2 показывает также, что если Ё и F — конечномер- 
ные векторные пространства над полем К, το и Е & F — конечно- 
мерное векторное пространство над, К, причем 


dim (Е @ F) =dim Е dim F. | (5) 


СледствиЕ 3. Пусть Е и F— А-модули, а Ми N —ux подмо- 
дули. Если М обладает дополнением в Eu N — дополнением в F, 
то каноническое отображение М © М в Е®Е есть изоморфизм 
и образ M@N при этом изоморфизме обладает дополнением 
8 ESF. 

В этом случае (всегда реализующемся, когда Ё и F — век- 
торные пространства (гл. 11, $3, предложение 5)) модуль М @ N 
отождествляется с его каноническим образом в Ё © F. 


То, что для подмодуля М модуля E и подмодуля М модуля F 
каноническое отображение M сэ МвЕ @ F He обязательно является 
изоморфизмом, можно также выразить следующим образом: 
если (2;)1<i<n И (Y;)ı<i<n — конечные последовательности элементов 


из E u F, для которых » (x: ® и) =0 @H@F,a Ми λ--ποῃ- 


модули в Ёи/, порожденные соответственно элементами X, и у,, 
το )>\(z,@y,) не обязательно =0 в M&N. Отметим, однако, 
р 


следующее предложение: 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 8. Пусть (2;)i<i<nU (Y;)ı<isn — семейства элемен- 
тов изЕ и Е, для которых У (x, Qy;)=0 8 ЕР. Тогда существуют 
î 


подмодуль E, в Е, содержащий все x,, и подмодуль F, в F, codep- 
жащий все у;, имеющие конечное число образующих и такие, что 


21 (2, Qi) --0 6 ESF. 
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Действительно, по предположению, в модуле CAF фор- 
мальных линейных комбинаций элементов из EXF элемент 


> (v;,Y;) принадлежит подмодулю Н, на котором аннулируются 


1 
все билинейные функции (n° 2). Значит, согласно определению À, 


a ew ea 
> (X;, Οι) можно представить в виде линейной комбинации конеч- 
1 


ного числа элементов 2, Е С видов 
(u, v+v’) — (и, υ) — (и, ο’), 
(и и’, 9) — (и, υ) — (и, υ), 
(αι, 9) — а (и, 9), (и, αὐ) — а (и, υ). 


Пусть тогда Z, (соответственно Ё,)— подмодуль модуля Ё 


5 


(соответственно А), порожденный элементами x; (соответственно у; } 
и всеми элементами из Ё (соответственно А), фигурирующими 


Е 
в упомянутых выражениях для элементов zy. Модуль G, = AFıXFV 
можно считать подмодулем BG; тогда подмодуль H, в Су, на KOTO- 
ром аннулируются все билинейные функции, определенные на 


Е x F,, будет подмодулем в Н [| G;, содержащим все Ζν, а, зна- 
= 

чит, также > (2;» Y;), чем предложение и доказано. 
i 


Замечание. Пусть В— подкольцо кольца A, имеющее TOT 
же единичный элемент, что и A, и пусть Е u Е— А-модули. Сузив 
области операторов впешних законов этих модулей до кольца В, мы 
определим в множествах E и F структуры В-модуля; пусть EB n Рв— 
определенные так В-модули. Тогда можно рассматривать, с одной 
стороны, В-модуль EB&FB, а с другой — В-модуль, полученный 
путем сужения области операторов А-модуля EF до В; вообще 
эти два модуля не изоморфны. Например, пусть À — поле и В — его. 
подполе, степень [A : В] которого есть конечное число т; так как век- 
торное пространство A © А над A изоморфно A, то при сужении 
области операторов до В мы получим т-мерное векторное простран- 
ство над В; напротив, согласно формуле (5), 46044} будет иметь. 
отпосительно В размерность m?, 

Таким образом, говорить о тензорном произведении двух модулей 
не имеет смысла до тех пор, пока не указано кольцо операторов, отно- 
сительно которого это произведение берется; явное указание этого- 
кольца будет опускаться, лишь когда контекст ‘не будет оставлять. 
никакого места сомнениям насчет него. 
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4. Тензорное произведение линейных отображений 


Пусть E,,E,, F,,F,— А-модули и и, (1=1,2) — линейное ото- 
бражение Ё; в F;. Согласно схолии из n° 2, положив и (x, © 2ο) = 
= и (71) © и.(х.) для каждого тензорного произведения x, © 226 
EE, @ E,, мы определим линейное отображение и модуля Κι QE, 
в модуль РА, © Р.. Обозначим временно это отображение и через 
ф (Uy, Uy); очевидно (n° 2, схолия) ф есть билинейное отображение 
произведения L (£,,F,) Χ «6 (Е., Е.) в модуль Z (Е. 6 E,,F, © F,); 
следовательно (n° 2), существует, и притом только одно, линей- 
ное отображение р тензорного произведения L (E,,F,)QZ (Eo, Fo) 
BL (ΕΦ Βα, Е. © Е.) такое, что ф (Uy, Us) = (и, 6 и.). Вообще ψ 
не есть изоморфизм L (Γι, ΓΙ) «6 (Е, Е.) на LZ (Е @E,, F, @F,) 
(см. упражнение 3); тем не менее это будет так в наиболее важном 
случае: 


ПреЕдложЕНИЕ 9. Ecau Κι, Ey, Γι, Е. — унитарные А-модули, 


имеющие каждый конечный базис, то ф есть (называемый кано- 
ническим) изоморфизм L (En, Γι)66«6 (Es, 0) πα «6 (Εις L,, Е 6Е.). 


Действительно, мы покажем, что Ψ отображает базис модуля 
L (Е, Е!) © 5 (Е, Е.) на базис модуля 6 (Е @L,, Fy © F,). Пусть 


(ai,n,) — базис модуля Е; и (bi, „.) — базис модуля F, (i=1,2); 


положим As = A1, © а2,л» для каждой пары (A,,A,) и Dumas 
= Di, и, © 62, и. для каждой пары (μι,μο); ἄλλ, образуют базис 
в E,@E,, а Би, -в F,@F, (следствие 2 предложения 7). 
В таком случае отображения Ил, (i =1,2), определяемые условиями 
ых. == ὃς а. .’) =0 для № 4A,, образуют базис 
BL (E,,F,) (ra. Il, $2, n° 4); точно Tak же отображения ζίλῃλομιμο» 
определяемые условиями Иллльрли» (άλιλο) = nos Иаломаиз (ἄλλ) = 
для (№, №) (Me), образуют базие в (Е ὥ Es, Е, 6 Fo). 
Но, очевидно, Ил лора» = Ф (Излил» Urne) = U (Up © Или»), И так как 


тензорные произведения Ui, © Ильи» образуют базисв «6 (Κι, Fy) ὅ 


© £(E,, F,), то предложение доказано. 


Таким образом, в случае, когда £,,£,,F,,F, имеют конечные 
базисы, модуль L(E,@F,, Fı®F,) можно отождествлять 
с тензорным произведением £ (E,, Γι) © € (E,, Е.) посредством изо- 
морфизма wp и вместо ф (U,,U,) писать U © и. (или даже u,u,). Допу- 
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ская вольность речи, мы и в случае невыполнения условий пред- 
ложения 9 будем называть линейное отображение ф (Uy, и.) тензор- 
ным произведением линейных отображений uU, и и, и обозначать 
его и, © и.; эта вольность речи не сможет вызвать путаницы, 
‘покуда речь будет идти лишь о линейных отображениях 
(поскольку элементы тензорного произведения LZ (Γι, γῇ) 69-8 (£4, F,) 
не являются линейными отображениями). 


Предложение 10. Если E,,E,,F;,F,,G,G,— А-модули, u, — 
линейное отображение Е; в Е; и v,— линейное отображение F; 


ei, ВЕ), me 
(viou;) © (vecu) = (9, © и.) © (Uy Ὁ Uy). (6) 


Это утверждение есть непосредственное следствие определе- 
ния тензорного произведения линейных отображений. 


Следствие. Ёсли и; (1=1, 2) есть изоморфизм Е; na F;, αυ; — 
обратный изоморфизм, то uU, Qu, есть изоморфизм Κι @ E, на 
Ff, @ Ρα υι © vy — обратный ему изоморфизм. 


5. Модуль, сопряженный в тензорному произведению 


Пусть δι и E, — унитарные А-модули; согласно n° 2, модуль 
L(E,,E,; А) билинейных форм на Е x E, изоморфен модулю ли- 
нейных форм на тензорном произведении Е, © E,, т. е. модулю, 
сопряженному к этому тензорному произведению; канонический 
изоморфизм £ (Κι, Κο; А) на (E, @ Е.)* относит каждой билиней- 
ной форме f на L, Χ #, линейную формуина Ё, © Ё., определяе- 
мую условиями и (x, © Lo) =] (51, Lo) для каждого тензорного про- 
изведения 2 & Lo. 


Предположим теперь, что каждый из модулей L,, δ, имеет 
конечный базис; предложение 9 определяет тогда канонический 
изоморфизм модуля EY © δὴ на модуль линейных отображений 
Е ОЕ, в А @ À; но следствие предложения 9 устанавливает 
канонический изоморфизм А © А на А, откуда непосредственно 
получается изоморфизм модуля (Е © E,, A GA) ma 
L (Е. ® E, A)=(E, © E,)*; таким образом, имеем: 
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ПредложЕНИЕ 11. Пусть Е и Е, — унитарные А-модули 
с конечным базисом. Тензорное произведение EŸ © ΕΙ модулей ΕἸ 
и Е», сопряженных соответственно k E, u E,, изоморфно модулю, 
сопряженному к тензорному произведению Κι © E,; изоморфизм 
EX © EY на (Е, © E,)* определяется отнесением каждому тензор- 
ному произведению x, © x, Е ΕΥ © Е* линейной формы и na E,& E,, 
определяемой условием: и (1, © χο)--α) (σι) т. (т.). 


Изоморфизм, определенный в предложении 11, и изомор- 
физм, обратный ему, называются каноническими; в дальнейшем 
EX ©) ΕΣ будет отождествляться с сопряженным к L, @ E, посред- 
ством этих изоморфизмов; таким образом, тождественно 


(αι @ ть α’ ® 21) = (ша, 21) (Xp, 1). (7) 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 12. Пусть ΓΙ, Es Fy, F, — унитарные А-мо- 
дули с конечным базисом u u, (i=1, 2) — линейное отображение. 
Е в F,; сопряженное к линейному отображению U, ® U, модуля 
E,@E, в F, ® Е. равно тензорному произведению ‘u,@‘u, сопря- 
женных K U, U Us. 

Действительно, для всех x, Е Ё;, yi€ FF (i=1, 2) имеем 
(Uy (αι) @ и, (2), γι G Yo) == (Uy (αι), νι) (Uy (25), Yo) = 

= (Hy, ‘м. (1)) (αν, “Uy (у) = (αι Ὁ La, “Uy (Yi) Ὁ м, (ys), 
чем предложение и доказано. 


6. Тензорное произведение матриц 


Пусть E,, В, Fy, Е. — А-модули nu, (1=1,2) — линейное ото- 
бражение Е; в F,. Предположим, что δ, имеет конечный базис 
(ai, »,), Г; — конечный базис (bi, и.) (i=1, 2), и пусть Χ,--ίαμ,λ,) — 
матрица линейного отображения U, относительно этих базисов; 
матрица Χ--(αμιμολιλο) линейного отображения и=и, Q U, отно- 
сительно базисов (алл.) и (Ou) (в обозначениях предложения 9) 
называется тензорным (или кронекеровским) произведением мат- 
pun X, и X, и обозначается Х, © Х.. По определению, 


и (array) = Uy (ai, λι) & Ug (42, 19) = > On oo 01 , u1 © Do, Ug) 
μι» μο 


поскольку и (Apr) есть столбец матрицы X с индексом (Ay, A,), 
видим, что элементы матрицы Х, © Х. задаются соотношениями 


Орли ла Аа = ἁμιλιάμολ»- (8) 
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Если ограничиться рассмотрением матриц, имеющих своими 
множествами индексов интервалы из М вида [1, г], то тензорное про- 
изведение A ©) В матрицы A=(Q;,) из т строк и п столбцов и матрицы 
B=(ß;,) из р строк и 4 столбцов может быть записано в форме «кле- 
точной матрицы» (гл. II, 8 6, n° 4) 


011 В 01 ›В =. ἃ nb 
GB вв... В 

? 
αι} UAmeB ... AnnB 


соответствующей разбиению множества индексов строк на множества 
{ПЦ ХУ, [р] (1 Li<L т) и множества индексов столбцов на множества 
{ΠΧ[1ν а] ( <j<n), или в форме клеточной матрицы 


B 114 B124 si à B194 
В.А Bod ... ВА 
βρι4 Bp2AÀ NT Bp34 


соответствующей разбиению множества индексов строк на множества 
И, mIX{h} (1 < h< p) и множества индексов столбцов на множе- 
ства [4, n]X{k} (1< k < а. 


Билинейность и, © и, и тождество (6) в переводе на язык 
матриц выражаются тождествами 


Хх, © (Х.- У.) =Х, © X,+X,® os 1 


в 9 
(X,+Y,) 6 Χ,-Χι ῷ Χ, ΕΥ; OX, | ..; 
(αΧι) @ Χ,--Χ, ® (aX,) =a(X, @ Ха, (10) 
(Χι © As) (У, © Fo) > (X,Yı) & (Kst). (11) 


Если X, u X,— обратимые квадратные матрицы, то X,@X,— 
обратимая квадратная матрица, обратной к которой служит 
X © X;*. Если Y,, У, — матрицы, эквивалентные (rn. II, § 6, 
n° 10) соответственно матрицам X,, X, (или квадратные матрицы, 
подобные (гл. П, $6, п° 11) квадратным матрицам Χ,, Х.), то 
У © ТУ. есть матрица, эквивалентная À, © X, (соответственно 
квадратная матрица, подобная Х, @ X,). “tow 


Пусть (αι. 2.) — второй базис в Е, (1=1, 2); если Р; — матрица. 
перехода от базиса (a;,,,) к базису (αι. a,) (гл. TI, § 6, n° 9), το 
матрица перехода от базиса в Æ£, @ E,, образованного элемен- 
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тами Ay = 25,4102, 49, К базису, образованному элементами 


Ay =Q4, 4422, λιν равна тензорному произведению P, @ Pq. 

Наконец, согласно предложению 12, матрица, транспониро- 
ванная к тензорному произведению Х, © X, матриц X, и Xz, 
равна тензорному произведению 'Х, @'Х, транспонированных 
к ним матриц. 


7. Полилинейные функции; тензорное произведение 
конечного числа модулей 


Определение билинейных функций обобщается следующим 
образом: 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Лусть А — коммутативное кольцо с едини- 
ыы 
цей, в = N Е; — произведение п унитарных А-модулей E,uF— 
4—1 
унитарный А-модуль. f называется полилинейным отображе- 
нием Е в Ё, если, каковы бы ни были индекс i u n— 1 элементов 
a, EE, (k# i), частичное отображение 


> la neu бы М Mate + δα] 


есть линейное отображение Е; в F. 


Пример. Если Е — алгебра над А, то 
м То, wey Lo au > L125 ie In 
есть полилинейное отображение Er BE. 
Замечание. Разумеется, определение 4 непосредственно рас- 


пространяется на случай множества индексов i, являющегося не интер- 
валом из М вида [1, п], а любым конечным множеством. 


τι 


Полилинейное отображение А-модуля Е= || Е; в кольцо A 
i=1 


(рассматриваемое Kak А-модуль) называется полилинейной формой. 
Свойства билинейных отображений, перечисленные в n° 4, 
непосредственно распространяются на полилинейные отображе- 


ния; формулирование этих обобщений предоставим читателю. 
n 


Отметим лишь, что полилинейные отображения E= || Е; в F 
4—1 


образуют А-модуль, обозначаемый «6 (#,,...,#,;F) или £,(E; Е). 
если все ЕЁ; совпадают с одним и тем же модулем E. 
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Рассмотрения n° 2 можно теперь перенести на любое конеч- 
ное семейство (Ё;)!<:=<„ А-модулей; ими определяется А-модуль М, 
обладающий следующими свойствами: 

1° существует полилинейное отображение ф произведения 


n τι 
II Е; в М такое, что М порождается множеством φί [] E,); 


1—1 == 


2° для; любого полилинейного отображения } произведения 


τι 
[! Е; в любой А-модуль А существует, и притом единственное, 


i=1 
линейное отображение g модуля M в М такое, что f—£go ç. 

При этом каждый А-модуль, обладающий этими свойствами, 
изоморфен М (обобщение предложения 3). 

Детальное проведение доказательства предоставляем чита- 
телю. 

Определенный так А-модуль М называется тензорным произ- 


τὶ 
ведением семейства (Z,;) и обозначается 6ο E,urmnE,QE,Q...@E,; 


1=1 


если все Ё; совпадают с одним и тем же модулем Æ, то их тензор- 


τὶ 
ное произведение обозначается также COE и называется n-ü 


тензорной степенью модуля Ё. Значение φ (αι, Lo, ..., X,), принимае- 


nr 
мое полилинейным отображением ф для каждого (x,)E || E;,, 
i=1 


rT 

обозначают © ZT, или Li, Q Ts © ... @ x, и (допуская вольность. 
= 

речи) называют тензорным произведением последовательности (X;). 


Каково бы ни было разбиение (/,)1 <к<р интервала [1, 2] множе- 
т 


ства N, тензорное произведение DIE, изоморфно тензорному 
i=1 
р 


произведению 6 (XE,) («ассоциативность» тензорного про- 
Bi 1418 
k 


изведения). Это устанавливается методом, использованным в до- 
казательствах предложений 6 и 7: условием и (51, ..., т) = 


р 
= С° (&) x,) определяется полилинейное отображение и про- 
k=1 iel 

k 
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à | 
изведения II Е; в &) &E,) и доказывается, что это поли- 
i=1 ЕТ 


линейное отображение удовлетворяет условиям предложения 3 

‘(обобщенного на случай п модулей). Определенный так изомор- 
τι р 

физм &) δ на (© (69 Zi) называемый, как и обратный ему 
i= 1 a1 KI Е 

изоморфизм, каноническим, относит каждому тензорному произ- 

п р 

< (© 2). 

Читатель без труда обобщит на тензорное произведение 
любого конечного числа модулей предложения 6 и 7, определе- 
ние тензорного произведения любого числа линейных отобра- 
жений (или матриц) и предложения 8—12. 


ведению (X) X; элемент 
i=1 


Упражнения. 1) Пусть E&F — тензорное произведение 
7-модуля E=Z на Ζ-.οπγη» F=Z/(2) и М — подмодуль 22, (четных 
чисел) модуля Ё. Показать, что канонический образ тензорного произ- 
ведения M&F BE СЕ (n°3) не изоморфен М © F. 

2) а) Пусть С — аддитивная группа, рассматриваемая как Z- 
модуль; показать, что тензорное произведение (Z/(n)) © С 7-модулей 
Z/(n) и С изоморфно факторгруппе G/nG группы G по ее подгруппе nG, 
образованной элементами пх, где x пробегает G. 

6) Ядро канонического представления (nZ) © Св Z & С изоморд- 
но подгруппе в G, образованной теми элементами x, для которых nx—0. 

3) Пусть Е — любой унитарный /А-модуль и F — унитарный 
А-модуль с базисом. 

а) Показать, что, каков бы ни был подмодуль М модуля E, кано- 
ническое отображение М 60 Ε в Е ХЕ есть изоморфизм. 

6) Показать, что если x — свободный элемент модуля Е 
и у— ненулевой элемент из F, то хСду = 0; если при этом и у CBO- 
бодный, то хбду есть свободный элемент модуля ЕЁ © Е. 

А) Пусть р — простое число, À — коммутативное кольцо Z/(p?), 
Е — аддитивная группа Z/(p), рассматриваемая Kak .А-модуль (в KOTO- 
ром произведением класса по модулю р? и элемента x CE служит эле- 
мент nx, где n— любое целое из рассматриваемого класса по модулю p?). 
Пусть, далее, и и о — любые два линейных отображения Е в A 
(рассматриваемое как А-модуль). Показать, что линейное отображение 
f модуля E®E в AWA, удовлетворяющее условию f(x © y) = 
— u(x) X v(y), тождественно нулевое, хотя тензорпое произведение 
Е* © E* сопряженного к £ на себя и не сводится к 0. 

5) Пусть Fy, Es, Fi, Fa — векторные пространства над полем К, 

u; (i=1, 2) — линейное отображение Е; в К; и и=и, © Ug. Пусть, 
Далее, Н; — векторное подпространство пространства Ё; (i=1, 2), 
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Я — векторное подпространство H,®H, пространства (1 © Её 
(следствие ὃ предложения 7) и Η΄ — подпространство (u, (H,)) & (u; (Н.)) 
пространства РЁ, 60 F,. Показать, что и(Н)=Н’. В частности, если 


ранги 0 (и!) и Q(u) конечны, то 0 (αι © из) = 0 (ил) © (us). 

6) Пусть 2 — элемент тензорного произведения Е 60. конечно- 
мерных векторных пространств E и F над некоторым полем; каков бы 
ни был базис (b;) пространства F, 2 может быть однозначно представ- 


лен в виде > (x; © b;), где α; ΕΕ (следствие 1 предложения 7). Пока- 
j 

зать, что векторное подпространство У пространства E, порожденное 

элементами X;, не зависит от рассматриваемого базиса (b;) простран-` 

ства F. Если V r-Mepno, то существуют его базис (a;), <i<r И 7 эле- 


7 
ментов с; (1<i<r) пространства F такие, что z= > (a; & ci), 
= 
причем г — наименьшее возможное число слагаемых в представлении 2 
в виде суммы тензорных произведений элемента из E на элемент из F. 


$ 2. Расширение кольца операторов модуля 


В этом параграфе нас будут интересовать структуры модуля 
относительно различных колец операторов, причем одно и то же 
множество сможет наделяться различными такими структурами; 
во избежание всяких недоразумений мы будем называть отобра- 
жение Ё в F, линейное при наделении Ё и F структурами А-мо- 
дуля, А-линейным или А-гомоморфизмом. Аналогично будут 
определяться А-изоморфизм, А-билинейное отображение и т. д. 


1. Расширение колъиа операторов модуля 


Пусть В — кольцо (коммутативное или нет) с единицей е, 
А — подкольцо кольца В, содержащееся в его центре и имею- 
щее ту же единицу, так что В может рассматриваться как алгебра 
над А, и М — любой (левый) В-модуль. Сужение его кольца опе- 
раторов до A (гл. Il, $ 1, n° 1) определяет в М структуру А-мо- 
дуля; говоря о структуре А-модуля в заданном В-модуле, мы 
всюду имеем в виду структуру, полученную указанным способом. 

Пусть теперь Ё — произвольный унитарный А-модуль; иссле- 
дуем, можно ли погрузить Е в унитарный В-модуль, т. е., говоря 
точно, найти А-изоморфизм модуля Е в унитарный В-модуль. 
Легко видеть, что эта задача не всегда допускает решение. 
23 H. Бурбаки 
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Примером может служить тот случай, когда A=Z, B=Q, 
а Е — коммутативная группа, имеющая элементы конечного порядка 
и рассматриваемая как 7-модуль; такая группа очевидно не может 
быть погружена в векторное пространство над Q (см. ниже, n° 3, 
теорема 2). 


Более общим образом, мы изучим А-линейные отображения 
модуля Ё в произвольный унитарный В-модуль и установим 
существование унитарного В-модуля F и А-линейного отобра- 
жения ф модуля Ё в F таких, что, каково бы ни было А-линейное 
отображение } модуля E в любой унитарный В-модуль N, суще- 
ствует В-линейное отображение g модуля F в N, для которого 
f=goeq. Тогда поставленная выше задача «погружения» будет 
иметь очевидное решение: для существования А-изоморфизма 
модуля Ё в унитарный В-модуль необходимо и достаточно, чтобы 
ф было взаимно однозначно. 

Заметим прежде всего, что если В-модуль F обладает указан- 
ным свойством, TO им обладает и его подмодуль Fy, порожден- 
ный множеством ф(Ё); поэтому можно дополнительно потребо- 
вать, чтобы ф(ЁЕ) порождало Е; тогда Б-линейное отображение 5, 
для которого }= #оф, будет определяться А-линейным отображе- 
нием f однозначно. При этом такой В-модуль Ё, если он существует, 
определен, с точностью до изоморфизма, однозначно. Говоря точно, 
имеет место следующее предложение: 


ПреЕдложеЕНИЕ 1. Пусть ΙΡ, (i=1, 2) — унитарные B-modyau 
и φ; для каждого $ — А-линейное отображение Е в Е; такое, что: 
1° ф; (Е) порождает Е; и 2° каково бы ни было А-линейное отобра- 
жение } модуля Е в произвольный унитарный В-модуль N, суще- 
ствует В-линейное отображение g, модуля Е; в № такое, что 
f=g,°9,. При этих условиях существует ВБ-изоморфизм и модуля 
F, на F,, для которого ф.=иоф,. 

Действительно, беря в качестве N В-модуль F, (соответствен- 
но F,) видим, что существует В-линейное отображение h, (соответ- 
ственно h,) F, в F, (соответственно F, в Ff) такое, что φ» = hyo g, 
(соответственно φι = À, © фо); тогда Py = (Йо 1η} о фу, и так как φι (Е) 

‘порождает F,, то h,oh, есть тождественное отображение ГР, Ha 
себя; совершенно так же h,oh, есть тождественное отображение 
F, на себя, и предложение доказано. 
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Покажем теперь, что В-модуль F и отображение ф, удовле- 
творяющие требуемым условиям, действительно существуют. Рас- 
смотрим А-модуль B @ FE (где В рассматривается Kak А-модуль); 
пусть ¢ — произвольный элемент из В; если для каждого тен- 
зорного произведения x Фу (EB, yEE) положить 1, (x © у) = 
= (14) © у, то, поскольку отображение (x, у) —> (tz) © y очевидно 
билинейно, этим определится А-линейное отображение wp, модуля 
В © Ев себя ($ 1, n° 2). Положив #.5=1, (2) для каждого TEB 
и каждого zZEB& FE, получим внешний закон композиции 
(1, 2)->#. на B&E, имеющий В своей областью операторов; 
непосредственная проверка показывает, что этот внешний закон 
вместе со сложением определяет в множестве В © EL структуру 
унитарного левого В-модуля. Во избежание смешения с А-моду- 
лем B& E обозначим полученный так Б-модуль через Zip). 
Заметим, что В © Е есть не что иное, как модуль, получающийся 
путем сужения кольца операторов В-модуля Hp) 00 А. 

Теперь, имеет место следующее предложение: 


ПрЕДлОЖЕНИЕ 2. В-модуль Ев) порождается образом ΚΙ 
модуля Е при А-линейном отображении x—>e® xXx этого модуля 
6 Ё(в); для каждого А-линейного отображения } модуля Е в npoue- 
вольный унитарный В-модуль N существует однозначно опреде- 
ленное В-линейное отображение g модуля Ев) в N такое, что 
f(x) = (е © т), каково бы ни было LEE. 

Первая часть предложения очевидна, поскольку каждый эле- 


мент из Ё(в) может быть записан в виде > (f; © в t.-.(€®2z;)), 
i ; 


где ЕВ u x,EE. Для доказательства второй части заметим, что 
отображение ({,x)—>tf(x) произведения B XE в N А-билиней- 
но; поэтому (8 1, n° 2) существует А-линейное отображение 2 
модуля BQH в М такое, что 8#(1© <) =1(5х); покажем, что 
3 — В-линейное отображение Ep) в №. В самом деле, достаточно 
(по линейности) доказать, что 8 ($. (1 © α)) = sg (1 © x) при любых 


s€B, t€B, c€ LH; но так как, по определению, $: (16 x) = (οἱ) © x, 
ΤΟ 


8 (5. (© α)) = 8 ((st) © x) = (st) f(x) = $ (tf (2)) = sg (¢ @ 2). 


Поскольку, очевидно, 8(е© 1) = ε[(α) = f(x), предложение 
доказано. | | 


2ο» 
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Говорят, что В-модуль Е(в) получен путем расширения кольца А 
операторов модуля E do В; А-линейное отображение x—e @ x 
модуля E в Ep) называется каноническим отображением 
этого модуля в его расширение Ep. В случае, когда это ото- 
бражение есть А-изоморфизм, Е чаще всего отождествляется с его 
образом (μι. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Для каждого А-линейного отображения f 
А-модуля Е в А-модуль Е’ существует однозначно определенное 
В-линейное отображение в В-модуля Ев) в Ев) такое, что 
g(eQ@zx)=e@f(x) для каждого zEE. 

Достаточно применить предложение 2 к А-линейному ото- 
бражению c—e&f(x) модуля EB E(p. 

В случае, когда канонические отображения EB Ep и Е’ в Ein 
являются изоморфизмами, посредством которых Ё и EL’ отождест- 
вляются соответственно с подмодулями А-модулей BOE u BEE’, 
можно также сказать, что каждое А-линейное отображение EB E’ 
однозначно продолжается до В-линейного отображения τρ) 
В E(x). 

Расширение кольца операторов модуля есть транзитивная 
операция; говоря точно, имеет место следующее предложение: 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Пусть С — кольцо (коммутативное или нет) 
с единицей е и А, Б — подкольца этого кольца, содержащиеся 
в его центре, причем eEACB. Каков бы ни был А-модуль Е, 
С-модуль Е(с) изоморфен С-модулю (Е\в)‹с)- 

Применим критерий предложения 1. Пусть f — А-линейное 
отображение модуля Е в унитарный С-модуль N и ф — канони- 
ческое отображение ЕЁ в Κη; согласно предложению 2, суще- 
ствует В-линейное отображение & модуля Р(в) в N такое, что 
g (ф (x))=f (x); точно так же, если обозначить через ф каноническое 
отображение Ep) в (Epc), существует С-линейное отображе- 
ние h модуля (ἔχη); в М такое, что h (ф (φ(α))) = 8 ($ (α)) =f (2); 
так как æ—>W(p(x)) есть А-линейное отображение E в (Ё(в))‹су, 
предложение 1 устанавливает существование изоморфизма Lc) 
на (Ё(в))‹с) (называемого, как и изоморфизм, обратный ему, кано- 
ническим), относящего каждому элементу вида еб x (16 Е) из Е(с) 


элемент \р (ф (5)) из (Ё(в))‹с)- 
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Замечания. 1) Поскольку вообще А-модуль BE не изо- 

морфен E, было бы неправильно думать, что сужение кольца опера- 
_ торов модуля (гл. II, $ 1, π’ 1, и$ 5) и расширение этого кольца опера- 
торов являются взаимно обратными операциями. 

2) В случае, когда А — произвольное (не обязательно коммута- 
тивное) подкольцо кольца В, содержащее его единицу, также можно 
определить расширение кольца операторов произвольного унитар- 
ного (левого) А4-модуля до В и обобщить предыдущие предложения 
(см. упражнение 7 и Приложение II к этой главе). 


2. Расширение кольца операторов свободного модуля 


Каноническое отображение х—>ебх А-модуля EL в В-модуль 
Ez) вообще не есть А-изоморфизм (OHO может быть тождественно 
нулевым, когда ни В, ни E не сводятся к 0; см. ниже тео- 
рему 2). Однако оно является А-изоморфизмом в двух важных 
случаях, которые мы теперь рассмотрим. 


TeopemA 1. Пусть В — кольцо (коммутативное или нет), обла- 
дающее единицей e, и А — подкольцо этого кольца, содержащееся 
в его центре и такое, что CEA. Каноническое отображение тет 
унитарного А-модуля Е, имеющего базис (ал), в Es) есть А-изомор- 
физм; по отождествлении, Е с его образом EL, при этом изоморфизме 
базис (αχ) модуля Е относительно А является также базисом 
В-модуля Ев). Каждое А-линейное отображение f модуля Е 
в произвольный В-модуль однозначно продолжается до Б-линей- 


ного отображения f модуля Ep) в № такого, что 


ie ἔλαλ) = 2 Eat (ал) 
Оля каждого элемента > Enar us Ep) (61€ B). 
À 
Действительно, при x = > ЕЁ ах соотношение е © х=0 записы- 
λ 


вается в виде У ((Еле) © αλ) =0 u, значит ($ 1, следствие 1 предло- 
λ 


жения 7), влечет E,e =0 для каждого À, откуда ἕλ--0 для каж- 
дого A; тем самым каноническое отображение 2; ---» ϐ 6 2 есть изо- 
морфизм. То, что (41) служит базисом для Ё(в), непосредственно 
вытекает из следствия 1 предложения 7 $ 1 и определения 
внешнего закона ВБ-модуля Hp), поскольку для каждого индекса À 
и каждого t€6 можно, по отождествлении E с E,, написать 
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t-a = (te) © а». Наконец, последнее утверждение теоремы есть 
непосредственное следствие предложения 2, раз только Ё отожде- 
ствлено с подмодулем (над А) модуля Ep. 

Предположения теоремы 1 выполнены, в частности, когда Ё — 
векторное пространство над полем А, а В — надтело этого поля 
(коммутативное или нет), содержащее А в своем центре; к этому 
случаю мы всюду и будем ее применять. 


3. Модули над полъиом UEAOCMHOCMU 


Рассмотрим теперь модули над кольцом целостности А (гл. I, 
$ 8, n° 3) и векторные пространства, получающиеся из них 
путем расширения А до его поля отношений (гл. I, $ 9, n° 4). 


ТЕОРЕМА 2. Пусть А — кольцо целостности с единицей (060- 
значаемой 1) и К —его поле отношений. Пусть, далее, Е — npo- 
извольный унитарный А-модуль, Εαο-- векторное npocmpan- 
ство над К, получающееся путем расширения кольца операторов 
модуля Е до К, и ф— каноническое отображение х—>1 © x модуля Е 
в Е(к). При этих условиях: 

1° Векторное пространство Ex) равно Кф(Е) (множеству 
элементов Az, где À пробегает К, а 2 пробегает ф(ЁЕ)). 

2° Для того чтобы ф (x) == 0, необходимо и достаточно, чтобы x 
был свободным элементом в E. 


1° Каждый элемент из E(x) имеет вид z= >) ξ;φ(α,), где & ЕК 
: 


u x,EE (предложение 2); для каждого i существует ©, Е А такое, 


что a, == О иа,Ё, Е A; поэтому © = I] a, #0 na£,; =В; принадлежит A 
a 


для каждого 7; следовательно, в LK) 
2—0 ez) =a* Во) =a 2 βιαι), 
1 


поскольку Φ А-линейно. 

2° Если элемент хЕЁ не свободный, то в À существует a #0 
такое, что αχ--0; тогда в векторном пространстве Ё\к) имеем 
ag (x) = g (αχ) =0, откуда ф (x) =0. 

Обратно, предположим, что φ(α)--ΊΦα--0 в K@E, и покажем, 
что элемент x не свободный. Согласно предложению 8 $ 1, в К 
(рассматриваемом как А-модуль) существует подмодуль Κι, 
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содержащий А, порожденный конечным числом элементов &; ЕК 
и такой, что 1 © x =0 также в тензорном произведении, Κι © Е. Но, 
как мы видели в 1°, в А существует «0 такое, что все В; -Ξαξ; 
принадлежат А. Отсюда сразу следует, что каждый элемент из Κι 
имеет вид a 1&, где ЕЕ А, иными словами, что К, содержится 
в А-модуле Κα = "А. Очевидно, Ί © x =0 в тензорном произведе- 
нии К. © Е. Но отображение €—>a& есть изоморфизм А-модуля 
K. на А-модуль А; при этом, согласно предложению 5 $ 1, кано- 
нический изоморфизм À © E на Ё относит тензорному произведе- 
нию A® 2 элемент Ax€ Е; поэтому существует изоморфизм К. ®Е 
на А, относящий тензорному произведению & © x элемент (αξ)αΕ E. 
Следовательно, предположение, что 1 Фх=0 в Καθ E, влечет, 
что ax =0Ов FE, иными словами, что элемент хЕЁ не свободный. 


Следствив 1. Пусть Е — унитарный А-модуль, все ненулевые 
элементы которого свободные. Тогда его каноническое отображе- 
ние @ в векторное пространство Е=Ё(к) есть А-изоморфизм 
такой, что: 

1° Векторное пространство Е равно Кф(Е). 

2° При отождествлении Е посредством изоморфизма φ с моду- 
лем @(E) каждое А-линейное отображение f модуля Е в npous- 
вольное векторное пространство G над К однозначно продолжается 


до К-линейного отображения f пространства F в С; при этом, 
если f— А-изоморфизм Е e G, mo есть К-изоморфизм F в С. 

Нужно лишь убедиться в том, что вместе с } также f является 
изоморфизмом; но так как каждый ненулевой элемент из F имеет 
вид λα, где ЛЕК, σΕΕ, AKO и 1-20, то ἠ(λα) = № (2) £0, 
поскольку f(x) #0 в силу предположения. 


Векторное пространство ΚΚ, получающееся из унитарного 
А-модуля Ё, все ненулевые элементы которого свободные, путем 
расширения кольца операторов А до его поля отношений К, 
будет называться векторным пространством, ассоциированным 
с Е; при этом Ё всегда будет отождествляться с его образом 
в L(x) при каноническом изоморфизме х—>1 6 x. 


Размерность Ex) будет называться рангом А-модуля E; более 
общим образом, ранге любого множества M CE будет, по опреде- 
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лению, считаться равным рангу канонического образа M в EK), 
т. е. (гл. Il, $3, n° 2) размерности векторного подпространства, 
порождаемого этим образом. Рангом каждого отображения g 
множества L в Ё будет считаться, по определению, ранг # (Л). 


Следствие 2. Пусть Е — унитарный А-модуль, все ненуле- 
вые элементы которого свободные. Бсякий его А-изоморфизм % 
в векторное пространство F, над К такой, что Е, = К (Е), про- 
должается до К-изоморфизма векторного пространства F = E(x), 
ассоциированного с Е, на векторное пространство Ё\. 

Это непосредственно вытекает из следствия 1 и условия РА. = 
= Kp (В). 


Следствие 3. Множество S всех зависимых элементов npo- 
извольного унитарного А-модуля Е является его подмодулем; все 
ненулевые элементы фактормодуля E/S свободные, а векторное 
пространство Εκ) изоморфно векторному пространству, ACCO- 
циированному с модулем E/S. 

Действительно, 5 есть прообраз нуля относительно канони- 
ческого А-линейного отображения ф модуля EB КФЁ, и Ф(Ё) 
изоморфно Ё/5; так как L(x, =Кф(Ё), то Ex) изоморфно вектор- 
ному пространству, ассоциированному с E/S. 


Если Ё — векторное пространство над А, то оно совпадает 
с ассоциированным с ним (как с А-модулем) векторным про- 
странством; при этом имеет место следующее свойство: 


ПрЕдложЕНИЕ 9. Пусть А — кольцо целостности, К — его 
поле отношений и Е векторное пространство над К. Всякое 
семейство (21) элементов из E, свободное относительно А, является 
свободным относительно К. 


Действительно, если У oar, = 0, где ad, принадлежат А и все 
À 


кроме конечного их числа равны нулю, TO, как показывает рас- 
суждение, проведенное при доказательстве теоремы 2, в А суще- 
ствует элемент у 5:0 такой, что ya, = βλ принадлежит А для каж- 


ΠΟΤΟ A; поэтому > Bat, = y (D at) =0, откуда, в силу предпо- 
À À 


ложения, Pr =O для каждого À, а тогда и a,=—O для каждого À, 
поскольку y «<0. 
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Замечание. Тензорное произведение Е, GE, унитарных 
А-модулей E, и Е, может содержать ненулевые зависимые элементы, 
даже если каждый ненулевой элемент модулей Ё и E, свободный 
(см. упражнение 4). 


Упражнения. 1) Пусть В —коммутативное кольцо с еди- 
ницей е и А —его подкольцо, содержащее е. Показать, что если Е 
и Е— унитарные А-модули, то В-модуль (Е &®F)ıy изоморфен 
В-модулю Ep) @Е(в). 

*2) Пусть Е —векторное пространство над полем К. Показать, 
что для множества FC Е следующие предложения равносильны: 

а) F есть векторное пространство относительно подполя L поля К; 
каноническое отображение F в Е продолжается (следствие теоремы 1) 
до А-изоморфизма Ё\ κ) На E; группа автоморфизмов поля К, оставляю- 


щих инвариантным каждый элемент из L, не оставляет инвариантным 
никакого другого элемента из К. 

6) Группа Г биавтоморфизмов (Приложение I к главе II) простран- 
ства Ё, оставляющих инвариантным каждый элемент из Ё, не оставляет 
инвариантным никакого другого элемента из E и не содержит ника- 
кого нетождественного автоморфизма пространства E. [Показать, что 
поле Г, есть множество тех элементов ЛЕК, для которых x € F вле- 
чет ЛхЕР.] 

*3) Пусть А — кольцо целостности с единицей и E, Е— произ- 
вольные А-модули. Показать, что если x — свободный элемент из E 
и у— свободный элемент из Ё, то х Су есть свободный элемент в Е CF. 
[Достаточно доказать, что x Фу # 0; начать с рассмотрения случая, 
когда все ненулевые элементы из E и F свободные; использовать пред- 
ложение 8 $ 1 для сведения к случаю, когда E и F имеют конечное число 
образующих, и, далее, следствие 1 теоремы 2 для установления суще- 
ствования такого А-билинейного отображения } произведения E XF 
в поле отношений К кольца A, что f(x, у) # 0. Перейти к общему 
случаю с помощью предложения 6 ἃ 1.] 

*°4) Пусть À —кольцо Ку[Х, Y] полиномов от двух неизвестных 
X, У над полем Ky и Е— идеал (X)+(Y) этого кольца (множество 
всех полиномов, не содержащих члена нулевой степени). Показать, 
что в тензорном произведении Е ФЕ А-модуля Е на себя элемент 
XA®Y—YWE отличен от нуля, но XY(XWY—YWX)=0. 
[Рассмотреть билинейные отображения EXE в —фактормо- 


дуль A/E.], 
5) Пусть 2 — произвольное коммутативное кольцо с единицей 


и К —его кольцо отношений (гл. I, § 9, n° 4). Пусть, далее, Е — про- 
извольный унитарный А-модуль и 5 — множество тех элементов хЕЁ, 
аннулятор которых (гл. II, $ 1, n° 9) содержит по крайней мере один 
элемент из A, не являющийся делителем нуля. Показать. что 5 есть 
подмодуль модуля Е и что каноническое отображение х-—>1Фх 
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модуля EB Е (к) есть 4-линейное отображение Ё на А-модуль Fj, 
изоморфный Е/5, такое, что E(x) = KE}. 

6) В обозначениях упражнения 5, дать прямое доказательство 
существования К-модуля F и А-линейного отображения ф модуля Е 
в Г таких, что Е =Фф(Е) изоморфно E/S, F=KE, и для каждого 
А-линейного отображения f модуля Е в произвольный К-модуль №. 


существует К-линейное отображение f модуля À в N такое, что 


f=f og. [Для построения F воспользоваться способом, примененным для 
симметризации коммутативного ассоциативного закона (гл. I, $2, n° 4).] 

*7) Пусть Вр— кольцо (коммутативное или нет), обладающее 
единицей e, А— его произвольное подкольцо, содержащее e, и Е — 
произвольный унитарный А-модуль. 

а) Обобщить на Е предложение 1. 

6) Определим в тензорном произведении B® Е, где В и Е рас- 
сматриваются как Z-mo0yau (аддитивные группы без операторов), 
структуру левого В-модуля, положив #(х Фу) =(ы\ Wy для всех 
ЕВ, αΕΡ и yEE. Пусть Н — подмодуль этого В-модуля, порож- 
денный множеством элементов вида (α 60 х)— (ε 60 (ах)), где а про- 
бегает A и x пробегает Е, далее, РГ — В-модуль (B® E)/H πφία) 
для каждого хеЕЕ— класс ex (mod). Показать, что: 1° ф(Е) 
порождает F; 2° для каждого А-линейного отображения f модуля Е 
в произвольный унитарный В-модуль N существует однозначно опре- 
деленное В-линейное отображение g модуля Ев М такое, что [-Ξροφ. 

в) Вывести из a) и 6), что если А содержится в центре кольца В, 
то существует такой изоморфизм VŸ В-модуля Е (в), определенного 
в n°1, на В-модуль F=(B&E)/H, определенный в 6), что ф (x)= 
—1р (еб х) для каждого x EE. Следовательно, когда A содержится 
в центре кольца В, Е(в) отождествляется посредством этого изомор- 


физма с F; в случае произвольного A модуль F также будет обозна- 
чаться Ё(в), и мы будем говорить, что он получен путем расширения 


кольца операторов модуля E до В, а отображение ф, определенное в 6), 
будем называть каноническим отображением E в Ep). 


г) Показать, что если B=A, то А-модуль E, А) изоморфен А-мо- 
дулю E. 


д) Обобщить на E предложение 3. 
е) Если Е —прямая сумма семейства (/,) своих подмодулей, то 


Е (в) изоморфно прямой сумме В-модулей (Eh): В частности, если 
(αχ) — базис модуля Е, то каноническое отображение ф этого модуля 
в Е(в) есть изоморфизм; по отождествлении E cp (E) посредством изо- 
морфизма φ (αχ) будет также базисом модуля Е (в); каждое А-линейное 


отображение модуля Е в произвольный унитарный В-модуль 
N однозначно продолжается до В-линейного отображения Е (в) в М. 
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ж) Предположим, что А есть кольцо, допускающее тело левых 
отношений К (гл. I, $ 9, упражнение 8). Пусть Е — унитарный Α- 
модуль, E(x) — левое векторное пространство над К, полученное 


путем расширения кольца операторов модуля Е до К, и ф— канони- 
ческое отображение E в Fux): Показать, что утверждения теоремы 2 


и ее следствий полностью сохраняют силу. [Заметить, что для любого 
конечного числа элементов ἕξ; (1 <1< п) из К BA существует а # 0 
такое, что все GE; принадлежат A.] 


$ 3. Тензорные произведения алгебр 


1. Тензорное произведение алгебр 


Пусть Ё и F — алгебры над коммутативным кольцом A с еди- 
ницей. Они наделены структурой А-модуля, лежащей в основе 
их структуры алгебры. Пусть G=E& Е — тензорное произве- 
дение А-модулей Ё и F; мы определим на G умножение, которое 
вместе со структурой А-модуля определит в С структуру алгебры 
относительно А. Для этого заметим, что, поскольку умноже- 
ние на С есть билинейное отображение GXG в G, достаточно 
($1, n° 2) определить его для всевозможных пар (2, 2°) тензорных 
произведений 2Ζ--269γ, z' —x Q7Y', проверив, что каждое из частич- 
ных отображений 


(1, у) > (5® у) (У), (x,y)—(x@y)(x @y) 


билинейно на Ё ХР. Но эти условия будут очевидно удовлетво- 
рены, если принять 


(x © ν)(α’ ὥ γ')--(αα') ® (yy’). (1) 


Остается проверить, что определенное так на (7 умножение 
ассоциативно; ввиду его двоякой дистрибутивности относительно 
сложения все сводится к установлению того, что 


((2 © у) x OY) TS) =(7 99) (x Oy) (т δ ν᾽); 


но это свойство вытекает из ассоциативности умножения Ha Ё UF, 

поскольку обе части формулы равны (xx'x')Q@(yy'y"). 
Множество Ё © F, наделенное определенной так структурой 

алгебры, называется тензорным произведением алгебр E и Е. 
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В случае, когда Е и F— кольца без операторов, под тензорным 
произведением E СЕ, по определению, понимается тензорное произ- 
ведение E и Г, рассматриваемых как алгебры над кольцом Z рациональ- 
ных целых чисел. 


Тензорное произведение EI & F9 алгебр Ё° и F°, противопо- 
ложных E и Е, изоморфно алгебре, противоположной Е © F, 
и отождествляется с нею; в частности, если Ё и F— коммута- 
тивные алгебры, то это же верно и для EF. 

Предложения 4 и 5 $1 распространяются на случай, когда 
Е и Е— алгебры над A, поскольку определенные там канониче- 
ские изоморфизмы являются одновременно изоморфизмами струк- 
тур алгебры. | 

Предложению 6 $1 соответствует следующее предложение: 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Пусть Е и F — алгебры над A, a — dey- 
сторонний идеал алгебры E и Ὁ — двусторонний идеал алгебры Е. 
Подмодуль Г (а, Ὁ) в E@F, порожденный всевозможными эле- 
ментами вида хбду, где хЕа и yEb, является двусторонним. 
идеалом алгебры EQF, и факторалгебра (E®F)/T (a,b) изоморфна 
тензорному произведению (E/a)&(F/b) факторалгебр Ela  Ρ/0. 

Доказательство предложения 6 $1 без всяких изменений 
применимо и здесь, поскольку, как легко видеть, линейные ото- 
бражения, определенные в этом доказательстве, являются пред- 
ставлениями соответствующих структур алгебры. 


Пусть М и N — подалгебры алгебр Ё и К; каноническое ото- 
бражение модуля MON в модуль EF ($1, n° 3) есть также 
представление алгебры M&N на подалгебру алгебры L@&F; в слу- 
чае, когда А — поле, это представление есть изоморфизм ($1, 
следствие ὃ предложения 7), и алгебра M&N отождествляется 
с ее образом при этом каноническом изоморфизме. 

Точно так же (предполагая А снова произвольным коммута- 
тивным кольцом), если Е и F — прямые суммы семейств своих 
подалгебр (£,) и (Fu), то каноническое отображение каждой из 
алгебр £1Q@F, в E@F есть изоморфизм, и при отождествлении 
каждой алгебры Κλ δ. с ее образом при этом каноническом 
изоморфизме £QF является прямой суммой подалгебр Е бо Ев. 
При этом: | 


9 ТЕНЗОРНЫЕ ПРОИЗВЕДЕНИЯ АЛГЕБР 365 


ПрЕдложЕниЕ 2. Если алгебра Е есть прямая композиция 
(ra. I, $ 8) подалгебр Е; (1 <1<т), а алгебра Е — прямая компо- 
зиция подалгебр Е; (1<j<n), то алгебра E@F есть прямая ком- 
позиция подалгебр E,&F,. 

Достаточно доказать, что подалгебры L,@F; взаимно анну- 
лируются (гл. I, $8, предложение 7); но если хЕЁ,, x' EF), 
УЕР,, Ver, и (G,j)Æ(h,k), то (x@y) (т @y’) = (12) ®(уу’)=0, 
поскольку одно из произведений xx, yy’ равно нулю. 


Замечания. 1) Замечание, сделанное в n° 3 $ 1, применимо 

к тензорным произведениям алгебр, т. е. тензорное произведение двух 

2 алгебр существенно зависит от их общего кольца операторов, а He 
только от их структур кольца (без операторов). 

2) Легко определить тензорное произведение любого конечного 
числа алгебр Е; над одним и тем же кольцом A; предоставляем чита- 
телю сформулировать для такого произведения свойства, установлен- 
ные выше для тензорного произведения двух алгебр (см. Приложение 1 
к этой главе). Отметим лишь, что канонические изоморфизмы, опреде- 
ленные в n° 7 $1 («ассоциативность» тензорного произведения), в слу- 
чае, когда Ё; — алгебры, являются также изоморфизмами структур 
алгебры. 


2. Примеры тензорных произведений алгебр 


I. Пусть Ё и F — унитарные А-модули с конечными бази- 
сами; как мы видели ($ 1, предложение 9), структуры А-модуля 
BL (EQF)u (Е) & (F) канонически отождествимы; формула (6) 
$ 1 показывает, что при этом отождествлении структура алгебры 
в £(E®F) отождествляется с тензорным произведением структур 
алгебры в Я (Е) и £(F). Этот результат можно выразить также 
следующим образом (гл. II, $ 6, n° 5): 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Гензорное произведение алгебр квадратных 
матриц порядков р и 4 над коммутативным кольцом А с едини- 
цей изоморфно алгебре квадратных матриц порядка pq над А. 


П. Пусть Ё — алгебра над А, обладающая единичным эле- 
ментом, свободным в Ё (и, следовательно, отождествимым с еди- 
ницей кольца A); кольцо M, (Ё) квадратных матриц n-ro порядка 
над Е есть также алгебра над А; покажем, что она изоморфна 
тензорному произведению ЕСМ, (А). Действительно, отнеся 
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каждому тензорному произведению #5 ХЕЕ®М, (A) матрицу tX = 
--ΧΙΕΜ, (Е), мы получим представление алгебры АСМ, (4) 
в М, (Е), поскольку (1Х)(ГХ’)=(И’) (ХХ’). Чтобы убедиться 
в том, что это представление есть изоморфизм E Q@M, (А) на М, (Е), 
заметим, что матрицы Ё‚; канонического базиса А-модуля М, (A) 
образуют также канонический базис в М, (Е) (рассматриваемом 
как правый или левый Ё-модуль); с другой стороны, каждый 
элемент из ΟΜ, (А) однозначно представим в виде 2) (ФЕ, 5) 
1, 7 
($ 1, следствие 1 предложения 7), и ему соответствует при pac- 


сматриваемом представлении матрица У ЕЕ М,(ЁЕ); тем ca- 
1, 7 
мым предложение доказано. 
ПГ. Пусть би Г — любые два моноида, а Е=А® и F=A 
их моноидные алгебры относительно кольца A (гл. II, ἃ 7, n° 9); 
тензорное произведение ER F этих двух алгебр изоморфно моноид- 


ной алгебре G=A®*”) моноида SXT (гл. I, $ 4, n° 5). Действи- 
тельно, когда и и V пробегают соответственно ὅ и T, элементы 
u®v образуют базис в ЕР, а элементы (и, v) — базис в G; тем 
самым отнесение элементу (U,V) элемента иби определяет изо- 
морфизм структуры модуля в ERF на структуру модуля в С, 
и в силу (1) ясно, что это отображение есть также изоморфизм 
структуры алгебры в E&F на структуру алгебры BG. 


3. Характеризация тензорного произведения двух 
алгебр над полем 


Пусть Ё и F — алгебры над полем К, имеющие каждая edu- 
ничный элемент; К можно отождествить тогда (гл. II, $ 7, n° 4) 
с подалгеброй каждой из алгебр Ё и F, сделав единицу е поля К 
общим единичным элементом этих алгебр. Тогда ебе будет еди- 
ничным элементом в H@F и К можно будет отождествить также 
с подалгеброй K(e@e) алгебры HEF. При этих соглашениях 
имеем: 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Отображение x—>x@e (соответственно 
y — eQy) есть изоморфизм Е (соответственно F) на некоторую 
подалгебру Е, (соответственно F,) алгебры E@F, и каждый эле- 
мент из E, перестановочен с каждым элементом из F}. 
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Очевидно, 2--5» 2606 есть представление Ё в EHF, ибо 
(x@e) (т'бе)= (хт')бе; точно так же у—> 660 есть представление F 
в E®F, и так Kak 

LQyY = (Le) (ебу) = (e@y) (1®е), 
то каждый элемент из В, перестановочен с каждым элементом из F.. 
При этом, если x О в Е, то xQe +O, поскольку е = 0, аЁи F— 
векторные пространства над À ($ 1, следствие 2 предложения 7). 


Тем самым отображения 2--» хбеи y— ед у— изоморфизмы (на- 
зываемые в дальнейшем каноническими). 


Эти изоморфизмы позволяют отождествлять E и F с их обра- 
зами E, и F,; тензорное произведение 260! отождествляется тогда 
с произведением ху (=yx) в алгебре H®F, что позволяет отка- 
заться от обозначения 269; в частности, при Р=К тензорное 
произведение L@K отождествляется с Е. Если М (coorsercr- 
венно N) — подалгебра в Е (соответственно в F), то алгебра 
M@N отождествляется с подалгеброй в £@F, порожденной 
произведениями ху (—yx), где x пробегает М, а у пробегает N. 


Пусть заданы алгебра С над полем К, имеющая единицу e 
(отождествляемую с единицей поля К), и две ее подалгебры F и С, 
содержащие А; исследуем, при каких условиях существует изо- 
морфизм ф алгебры H@F на С, совпадающий на Ё u F (отождест- 
вленных указанным выше образом с подалгебрами алгебры EQF) 
с тождественным отображением. Первое необходимое условие 
существования такого изоморфизма дает нам предложение 4: 
каждый элемент из Ё должен быть перестановочным с каждым ' 
элементом из А; мы говорим тогда, что Ё и Ё — две коммути- 
рующие подалгебры алгебры @. При выполнении этого условия 
изоморфизм ф (если он существует) вполне определен, ибо тогда 
ф (160 у)=Ф (x) ф (y) =ху в <. В любом случае, в силу билинейности 
отображения (x, у) —> ху произведения EX FBG, существует линей- 
ное отображение ф модуля H@F в G такое, что φί(αθν)--αν 
($ 1, n° 2), и так как каждый элемент из Ё, по предположению, 
перестановочен с каждым элементом из F, то ясно, что ф есть 
представление алгебры H®F в алгебру G; будем называть его 
каноническим представлением. 

Введем следующее определение: 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Пусть G — алгебра над полем К, имеющая 
единицу е (отождествляемую с единицей поля Κ), и E, F— под- 
алгебры этой алгебры, содержащие: К. Е и Е называются линейно 
раздельными над К, если: 1° подалгебры Е и Е коммутирующие; 
2° каноническое представление EQF в С есть изоморфизм EQF e G. 


Тогда имеет место следующий критерий: 


Теорема 1. Пусть G — алгебра над полем К, имеющая еди- 
ницу, и Е, Е — ее коммутирующие подалгебры, содержащие К. 

Для того чтобы Е и F были линейно раздельными над К, необ- 
ходимо и достаточно, чтобы в Е существовал базис относительно К, 
являющийся свободным множеством в G при наделении G струк- 
турой правого модуля относительно Е. 

При этих условиях ваноническое представление ф алгебры 
E®F в С есть изоморфизм E@F на подалгебру Н в G, порож- 
денную множеством E\JF; далее, ЕГ]Е=К, и каждое свобод- 
ное множество в Е (соответственно в А) относительно К есть 
свободное множество в G, наделенном структурой правого модуля 
относительно Е (соответственно Ё). 

Сформулированное условие очевидно необходимо, поскольку, 
в силу следствия 1 предложения 7 $ 1, каждый базис в Е есть 
Gasuc BE&F относительно структуры правого ЁР-модуля. Обратно, 
условие достаточно; действительно, образ Н алгебры E@F 
при ее каноническом представлении ф совпадает с множеством 


всевозможных сумм à ху, ва, где ЕЁ u y,E F; поэтому, если 
i 


(αχ) — базис Е относительно А, Н есть также подмодуль правого 
Р-модуля G, порожденный семейством (αχ). Таким образом, усло- 
вие теоремы означает, что в Ё существует базис (a,) (относительно 
К), являющийся также базисом Р-модуля Н; а отсюда вытекает, 
что ф — взаимно однозначное отображение (гл. II, $2, n° 4). 

Остается убедиться в том, что E[)F=K в С; достаточно 
показать, что Ё[]Р=К в E®F. Возьмем в E базис, содержа- 
щий €, и пусть (ἔν) — семейство остальных элементов этого ба- 
зиса; если хФе=ебу для zEE, yEF, το, поскольку можно 


написать «= &e-+ УЁЬ, имеем £,eQe-+ У (Е 6 ὁ) -- ες υ, 


откуда, в силу следствия 1 предложения 7 $1, вытекает, что 
Ё, =0 для всех lt, значит, хе =ебуЕ К. 
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Следствие 1. Для того чтобы каноническое представление 
E@F 8 С было изоморфизмом E®F на С, необходимо u доста- 
точно, чтобы в Е существовал базис относительно К, который 


являлся бы базисом для С, рассматриваемого как правый модуль 
относительно F. 


Следствие 2. Пусть Е и Е — коммутирующие подалгебры 
в G, имеющие каждая конечный ранг над К. Для того чтобы Е 
и Е были линейно раздельными над К, необходимо и достаточно, 
чтобы подалгебра в G, порожденная множеством E|\|F, имела 
ранг над К, равный произведению рангов Е и Е. 


Заметим, что понятие линейно раздельных подалгебр существенно 
зависит от того подполя К центра алгебры С, которое рассматривается 
как поле операторов этой алгебры; действительно, E и F, линейно 
раздельные над К, не могут быть линейно раздельными ни над каким 
подполем Κρ поля К, отличным от А, поскольку не выполнено необ- 
ходимое для этого условие Е /)F—=K, (кстати сказать, отнюдь еще 
не достаточное для того, чтобы подалгебры E и F были линейно раз- 
дельными над Κρ; см. гл. У, $3). 


4. Расширение кольца операторов алгебры 


Пусть В — коммутативное кольцо с единицей е и А — ero 
подкольцо, содержащее е; В может рассматриваться как алгебра 
над A. Пусть Ё — алгебра над А; как мы видели ($2, n° 1), 
в тензорном произведении В © Е А-модулей В и Е условием 
2. (5 © у) == (12) Фу (tEB, xEB, yEE) определяется структура 
унитарного В-модуля. Эта структура и умножение, введенное 
на B®E в n°1, определяют в множестве В © Е структуру 
алгебры относительно В; чтобы убедиться в этом, достаточно 
показать, что, каковы бы ни были tEB, zEBQE, ZEBRE, 
имеют место равенства #(22’) = (tz) 2 =2 (tz’); так как каждое 
из этих трех произведений является линейной функцией от 2 
и OT 2’, достаточно проверить их равенство для 2=х®у 
и 2 =2 @y’ (где x, х’— элементы из В иу, y — элементы из В); 
но, в силу предположенной коммутативности кольца В, последнее 
очевидно. 

Мы по-прежнему говорим, что определенная так алгебра над В 
получена путем расширения кольца операторов алгебры E 00 В, 
24 H. Бурбаки | 
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и обозначаем ee Fg) во избежание всякого смешения с алгеб- 
рой В © Е над кольцом А (получающейся при этом путем сужения 
кольца операторов алгебры Ё(в) 00 A). 

Теперь, в каждой алгебре относительно В сужение кольца 
операторов до А определяет структуру алгебры относительно А; 
говоря о структуре алгебры относительно А в алгебре относитель- 
но В, мы всегда имеем в виду структуру, полученную указанным 
способом; при этом для обозначения представления алгебры 
относительно A (соответственно В) в алгебре относительно того же 
кольца мы, как ив $2, вводим термины А-представление (соот- 
ветственно В-представление). 

Ясно, что каноническое отображение (ἃ 2, n 1) x—e@x 
алгебры Ё в Р(в) есть А-представление Ё на подалгебру алгебры 
В © E, поскольку (е © x) (€@ x’) =e ® (xx') для всех LEH их’ ЕЁ. 


ПрЕДЛОЖЕНИЕ 9. Для каждого А-представления } алгебры Е 
в произвольную алгебру № относительно В существует, однозначно 
определенное В-представление g алгебры Ев) в N такое, что 
f(x) = =(е © т) для всех zEE. 

Принимая во внимание предложение 2 $2, достаточно пока- 
зать, что & (yy’) = & (y) & (У) в Ев), и так как образ Ё при кано- 
ническом отображении х —> е ® x порождает Ё(в) (рассматривае- 
мое как В-модуль), то можно ограничиться случаем, когда у=е®х, 
у’ == ες хх’, гдех их’ принадлежат Е; тогда имеем yy’ =е© (αα'), 
и соотношение g (уу’) = g (y) g (у’) вытекает из того, что } есть 
А-представление. | 


Предложение 1 $2 также распространяется на алгебры; 
проверку выполнения этого мы предоставим читателю. В силу 
установленного только что предложения 5, доказательство пред- 
ложения 4 $ 2 показывает тогда, что расширение кольца опера- 
торов алгебры также есть транзитивная операция; точнее говоря, 
если С — коммутативное кольцо с единицей e, А и В — его под- 
кольца такие, чтоеЕ AC В, и Ё — алгебра над А, то алгебра Lc) 
изоморфна алгебре (£(z))c). 


ПредложеЕНИЕ 6. Ёсли алгебра Е обладает базисом (ax) отно- 
сительно А, то ее каноническое отображение т->е @ x 6 En 
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есть А-изоморфизм; no отождествлении Е c ee образом E, при 
этом изоморфизме (αν) является ‘базисом алгебры: Ex) _относи- 
тельно В, и каждое А-представление алгебры E в алгебру N отно- 
сительно В однозначно продолжается 00 Б-представления 1 
алгебры Ев) 6 N. 

Это непосредственно следует из установленного выше прэд- 
ложения 5 и теоремы À $ 2. 


Заметим, что таблица умножения базиса (ал) (ra. II, § 7, 
n° 2) одна и та же для алгебр E и Ев). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 7. Пусть А — кольцо целостности, обладающее 
единицей (обозначаемой 1), К — его поле отношений u E— 
алгебра над А, все ненулевые элементы которой свободные (относи- 
тельно структуры А-модуля в A). Toeda каноническое отображе- 
ние x —> 1 © x алгебры E в алгебру Ex) над полем К есть А-изо- 
морфизм Е на подалгебру Κι в K @ Е такую, umo E(x, = KE; 
при отождествлении Е с Κι посредством этого изоморфизма 
каждое А-представление } алгебры E в алгебру G над К однозначно 


продолжается до К-представления 7 алгебры En, в G; если f— 


А-изоморфизм, то f — К-изоморфизм. 
Справедливость предложения вытекает из установленного 
выше предложения 5 и следствия 1 теоремы 2 $ 2. 


Упражнения. 1) Пусть E и Г — алгебры над коммутатив- 
ным кольцом A с единицей. Если а — левый идеал в ΙΙ и b — левый 
идеал BF, то аддитивная подгруппа в Ё (2) F, порожденная элементами 
x & y, где x пробегает а и у пробегает b, есть левый идеал алгебры 
E Go F. 

2) Пусть E u F — алгебры над полем К, имеющие каждая единич- 
ный элемент, и С — центр алгебры Е. Показать, что подалгебра алгебры 
E& Е, порожденная элементами, перестановочными со всеми элемен- 
тами из E, совпадает с C®F; центром алгебры EX δ служит под- 
алгебра С © D, где D — центр F. 

3) Пусть Κι, Eo, Fy, F2 — алгебры над кольцом A. Если u— 
представление Κι в E, и г — представление F, в Fy, то тензорное 
произведение и © v есть представление алгебры Е, © F, в алгебру 
E 3 © Fo. | 

4) Пусть В — коммутативное кольцо с единицей e, А — его 
подкольцо, содержащее e, и Е, Е — алгебры над А. Показать, что 
алгебра (Е ©Р)( в) изоморфна алгебре Ев) Ев). | 
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5) Пусть Е — алгебра над полем К и Г, — надполе этого поля. 
Показать, что если алгебра Е y) обладает единицей, то это же верно 


и для алгебры Е. [Воспользоваться теоремой 1 $ 5 главы. {1.] 


$ 4. Тензоры и тензорные пространства 
1. Тензоры 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Пусть E — унитарный модуль над коммута- 
тивным кольцом А. р раз контравариантным и 4 раз ковариант- 
ным тензором над Е называется всякий элемент тензорного про- 

pq Hes 
изведения, © E,, где р из модулей Е; совпадают с E, а остальные 
— 
4— с сопряженным модулем Е*; число p+ 9 называется поряд- 
ком *) тензора. 


В случае, когда g = 0 (соответственно р = 0), имеется лишь 
один модуль тензоров порядка D + 4, а именно р-я тензорная 
степень Ё (соответственно 4-я тензорная степень Ё*); его тензоры 
называют контравариантными тензорами р-го порядка (соот- 
ветственно ковариантными тензорами 4-го порядка); контрава- 
риантные тензоры первого порядка, т. е. элементы модуля E, 
называют также контравариантными векторами; точно так же 
ковариантные тензоры первого порядка, т. е. элементы сопря- 
женного модуля Ё* (линейные формы Ha Ё), называют ковариант- 
ными векторами. В дополнение к определению 1 условимся рас- 
сматривать скаляры (элементы кольца А) как тензоры и называть 
их тензорами нулевого порядка. 

В случае; когдари 4 отличны от нуля, р раз контравариантные 
и 4 раз ковариантные тензоры называют смешанными; они обра- 
зуют ΠΤΙ различных модулей, но между любыми двумя из 
этих модулей существует каноническое взаимно однозначное 
соответствие ($ 1, n° 7); во многих случаях можно ограничиться 
рассмотрением лишь одного из них, например произведения 


р η 
(QD E) @ (60 E*), которое будет обозначаться Τῇ (E) или просто Еф, 


если это не сможет повлечь путаницы. Элементами Κα служат 


*) В русской математической литературе вместо «порядок тензора» 
говорят валентность (или, реже, ранг) тензора.— Перев. 


1 ТЕНЗОРЫ И ТЕНЗОРНЫЕ ПРОСТРАНСТВА 37 


всевозможные линейные комбинации тензоров вида хх. ... 
тих, ... Ta (называемых также разложимыми тензорами), 
где 2; — произвольные элементы из E, а х;— произвольные 


элементы из Ё* (мы опускаем символ © в обозначении этих тен- 
p+q 
зоров). Пусть ©) Ё,— другой модуль р раз контравариантных 


и 4 раз ковариантных тензоров такой, что В, =, когда V есть 
один из членов строго возрастающей последовательности (R;)ı<i<p 
из р чисел интервала [1, p+ q], и Е, = Е*, когда ν есть один из 
членов строго возрастающей  последовательности (k,)ı<j<a; 


образованной остальными числами этого интервала; канониче- 
p+q 


ский изоморфизм ЕР на (X) Ey относит каждому разложимому 
v=1 


тензору T1 ... Ώρα, ... 44 (CCE, z;EE*) разложимый тензор 
УзУз +++ Ур-а» THE Ув =X, и γι.-α) (1<1<р,1<]<9). 


Предположим теперь, что E обладает конечным базисом 
(Qa)i<a<n (что, несомненно, является наиболее важным случаем); 
будем в дальнейшем обозначать через (а^), <<. базис в Ё*, 
сопряженный к (αν) (гл. П, $ 4, n° 4); тогда модуль Ef обладает 
базисом из п?“”Ч элементов, образованным разложимыми тензо- 


μ Lo 


© es 
рами ал, ... a, at... а9, где (λ.) пробегает множество J” всех 


последовательностей из р элементов интервала J=[1, вп] СМ, 
ἃ (W;) — множество /! всех последовательностей из 4 элементов 


этого интервала. Говоря о компонентах тензора x € Er, мы всюду, 
где не оговорено противное, имеем в виду компоненты х относи- 
тельно базиса, полученного таким способом, отправляясь от неко- 
торого базиса (ал) модуля E; допуская вольность речи, их называют 
компонентами х относительно базиса (а»); компонента X относи- 


FRE 
тельно элемента ay, ... а), ара ... αὖα обозначается a, ues 
eee Κα 


причем верхние индексы называются контравариантными, а ниж- 
ние — ковариантными, TAKUM образом, 


A, A μ 


= У Е PA, ... a), a" un. (1) 


p+q 
Если теперь © Вы, — второй модуль р раз контравариант- 


ных и q раз ковариантных тензоров такой, что Е, = E для v=h, 
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(1i<i<p) и Е, =Е* для v=k, (1<j<q), то базис этого 
модуля, соответствующий базису (a,) модуля Ё, образован тен- 
| "i, причем (A,) 


sopamu διῶ»... 6 где bn, = ах. u bp, = a 


p+q? 
пробегает J” , a (u;) пробегает 17. Компоненты тензора, принад- 


лежащего этому модулю, обозначают чаще всего так же, как 
и в случае модуля EV; однако при желании избежать смешения 
этого модуля © другими контравариантный индекс A, помещают 
на 1-м месте, незанятые же места оставляют пустыми или поме- 
чают точкой; например, компоненты тензора, принадлежащего 


2. 
ЕЁ © Е* © E* @ ЕЁ, обозначают en „.? или BM р λα. когда пред- 
4 19 
αἴ αι 


почитают точную запись, И ul, — в противном случае. 
2 


Пусть (4»)— другой базис модуля E u (a*) — сопряженный 
базис в E*; если Р— матрица перехода от (ал) к (ал) (гл. II, 
§ 6, n° 9), то матрицей перехода от (αλ) κ (αλ) будет матрица ‘P™, 
контрагредиентная к P (ra. Il, $ 6, п’9); отсюда следует, 


р og μ μ 

что в Е. матрицей перехода от базиса (а, ... αλρῶ1 ... a) 
к базису (a, ... ay a 1... аа) служит тензорное произведение 
5 tn- 

POPS ...®Р THe P,=P ав и Р-Р" 


(1<1< 9). Аналогичный результат справедлив для любого 
другого модуля р раз контравариантных и 4 раз ковариантных 
тензоров. 


Как мы увидим ниже (n° 4), при вычислениях с тензорами эле- 
менты матрицы перехода Р принято обозначать αλ (или, лучше, a"), 


где ^— индекс столбца рассматриваемого элемента, а [L— индекс 
строки; напротив, элементы контрагредиентной матрицы ‘P~! обозна- 


чаются Bi (или, лучше, В^,), где À —индекс столбца элемента, а и — 


| ee 
индекс строки; при этих обозначениях компоненты ὄν. и’ тензора 
== во 
| A, À 
относительно базиса (a,) выражаются через компоненты Eu Bi 
1 


этого тензора относительно базиса (αχ) по формулам 


А, eee № a, À À σ σ =Q eee 
1 = 1 1 1 
Е р N ΧΡ ες, Bu Er Put So, (2) 


Замечание. Многие авторы придерживаются при вычисле- 
ниях с тензорами такого соглашения: если написано выражение, 
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содержащее компоненты некоторых тензоров и, возможно, векторов 
выбранного базиса модуля Е (или сопряженного базиса), то под ним 
подразумевается выражение, получающееся из него следующим спо- 
собом: каждому из индексов, фигурирующих в написанном выраже- 
нии один раз как верхний индекс и один раз как нижний (такие индексы 
называют «немыми индексами» выражения), придают все значения от 1 
дол и затем образуют сумму всех полученных так элементов. При таком 
соглашении запись формул (1) и (2) принимает соответственно вид 


κ ν΄ αν u μ 
ΓΝ ων; р 1 η 
== а eee A a eee a ? 
Su... Ho À ^ 
αν 1 a αν Bo a poo ξθι --- Op. 
My +++ Мо о, Qn μι lig σι -.. Og 


В настоящем трактате мы не пользуемся этим соглашением, кото- 
рое могло бы повлечь досадную путаницу. 


2. Тензорные пространства; тензорные отображения 


Пусть и — автоморфизм модуля Е и u— контрагредиентный 


автоморфизм сопряженного модуля E* (гл. 11. 84 n° 10); тен- 
p+q 


зорное произведение (X) u;, 
i=1 


когда p+1<i<p+q, есть автоморфизм модуля Ef ($1, 
следствие предложения 10); мы будем обозначать его πῃ. В силу 


< 


где u,=u, когда 1<i<p, и u,=u, 


формулы (6) $ 1, отображение u— ug есть представление группы 


СТ (Е) автоморфизмов модуля E в группу GL(E7) автоморфиз- 
мов модуля ER. Тем самым автоморфизмы модуля Ё выступают 
в качестве операторов внешнего закона (и, x) —> Ut (x) на ΚΠ; 
если это не сможет повлечь путаницу, мы будем обозначать компо- 
зицию и1(5) оператора и и тензора x просто и-х (или ur); 
при этом обозначении имеем (uUov)-z=u-(v-x).  AHaAJIO- 
гичный внешний закон определяется на каждом модуле р раз 
контравариантных и 4 раз ковариантных тензоров, где ри 4 
не равны одновременно нулю. Для каждого автоморфизма u 
модуля E условимся обозначать через и, тождественное отображе- 
ние кольца А = E) на себя; это позволит распространить опре- 
деление указанного внешнего закона и на случай, когдар = 4 = 0. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Тензорным пространством над А-модулем Е 


p+q 


называется каждый подмодуль Н модуля тензоров СЕ, (где 
| i=1 
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р множителей равны Ё, а остальные 4 равны E*), устойчивый 
p+a | 

относительно внешнего закона (и, т) = и.х на ФЕ, (иначе 
i=1' 


говоря, такой, что для каждого тензора хЕН и каждого автомор- 
физма и модуля Ё имеем и-хЕН), наделенный алгебраической 
структурой, определяемой, с одной стороны, двумя законами, 
определяющими его структуру А-модуля, и, с другой стороны, 
внешним законом, индуцированным на FH законом (и, x) = u-x. 


Замечания. 1) Тензорное пространство Н, наделенное 
структурой, определяемой внешним законом (u, x) — u:x, есть при- 
мер множества, наделенного группой операторов, в смысле гл. I, 
$ 7, n° 2; при этом указанный внешний закон дистрибутивен OTHOCH- 
тельно заданного на Н сложения и перестановочен с внешним законом 
(A, x) > λα структуры А-модуля в Н. 

2) В случае, когда 4=0 (иными словами, когда речь идет о модуле 
контравариантных тензоров над E), и? можно определить не только 
для автоморфизмов модуля Е, но также для любого его эндоморфизма и, 
как тензорное произведение р эндоморфизмов, совпадающих с и; 
если υ — второй эндоморфизм модуля Е и w=vou, то WP = oud; 
но заметим, что (u + 0)? вообще не равно иР-|- 02; следовательно, опре- 
деленный на Εὖ внешний закон (u, x) —> и? (x), имеющий своим мно- 
жеством операторов кольцо L (Е), не определяет структуру левого 
модуля. 


Подмножество L тензорного пространства À над Ё, являющееся 
подмодулем модуля Н и устойчивое относительно внешнего закона 
(и, x) —> u-x, будучи наделенным индуцированной из À струк- 
турой, очевидно является тензорным пространством над Ё; мы 
будем называть L тензорным подпространством тензорного про- 
странства Η. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Пусть Е и С — тензорные пространства 
над А-модулем Е. Тензорным отображением F в С называется 
всякое представление } Е в а относительно структур тензорного 
пространства в этих θεμα множествах. 


Согласно. общему определению представлений (гл. I, $4, 
n° 4), то же можно выразить, сказав, что f есть линейное отображе- 
ние модуля À в модуль С такое, что f(u-x) = u-f (x) для 
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каждого автоморфизма и модуля # и каждого тензора FEF. Если, 
например, F = E?, С = Е., то это соотношение равносильно 
соотношению f (uf (α)) = ur (f(x)). 


Другой способ выражения этого тождества состоит в утвержде- 
нии, что f(x) есть ковариант тензора x относительно представлений 


u— u) U u— и, группы GL(E) (гл. I, $ 7, n° 4). 


Из определения 3 явствует, что если Н есть тензорное под- 
пространство в F, то f(H) есть тензорное подпространство 8 G; 


= 
если К — тензорное подпространство в G, то f (K) — тензорное 
подпространство в À. 


Пусть теперь F, G, Н — тензорные пространства над Ё; ото- 
бражение } произведения РА XG в Н называется тензорным ото- 
бражением, если f — билинейное отображение такое, что для 
каждого автоморфизма и модуля Æ имеет место тождество: 
f(u-x, u-y)=u-f(z,y); при F=f, G=E?., Н= Е» это πο- 
следнее соотношение равносильно соотношению f (и (x), и? (у)) = 
= и” (f (x, y)). Аналогично определяются тензорные отображения 


произведения любого числа тензорных пространств в тензорное- 
пространство. 


Согласно схолии из n 2 $1, для определения тензорного- 


отображения f тензорного пространства EL? в E, достаточно задать. 
/ ’ 

значения f на разложимых тензорах Ly... LyX, + + . La (в функции 

от элементов X, и 21) и проверить, с одной стороны, что отображение: 


rg oy Sql Fy en U ... BH) 


полилинейно и, с другой стороны, что для любого автоморфизма и 
модуля Ё выполняется тождество 


flute) ... Ша) u(&)... и(2.)) = ui (f(x ... ταν... πο] 

Из этого критерия сразу следует, что определенные в n°1 
канонические изоморфизмы различных модулей р раз контрава-- 
риантных и 4 раз ковариантных тензоров (с фиксированными р’ 
и 9) являются изоморфизмами структур тензорных пространств: 
в этих модулях. 
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3. Умноженме и свертывание 


P+ 
Пусть f= © ЕЁ; — модуль р раз контравариантных и 4 раз 
i=1 
ковариантных тензоров над Ё (Е; =Ё для р индексов i, E; = E* 
| r+s 
для 4 остальных индексов) и G= 6 Ε)--Μοπγπ» г раз контра- 
j=t 
вариантных и 5 раз ковариантных тензоров (Е; = для г ин- 
дексов j и Е; =Е* для остальных $ индексов). Как мы знаем 
‘($ 1, n° 7), тензорное произведение F&G можно отождест 


вить посредством канонического изоморфизма с модулем 
p+a+r-+s 


= Е, р +r раз контравариантных и g + $ раз KOBa- 


риантных тензоров, определяемым условиями Κι = Е», когда 
1<k<p+g и Ey.an>= En, когда 1<h<r+s. Когда это отож- 
дествление произведено, (X, y) —>x®y есть билинейное отобра- 


жение FXG в H, значением которого для пары разложимых 


p+qa r+s 
‘тензоров X = &) 2: € F, у= S у; Е С служит тензор x&y= 
=i j=1 


>. 


P+atr+s 


= < 2,, где 2, =х,, когда 15 А«р- 4, И 2,.... = θη, Когда 


1<h<r-+ $. Это отображение, очевидно являющееся тен- 
зорным, называется умножением тензоров из Ри С; в соответ- 
ствии с общими соглашениями, тензор хФуЕН (х ЕЁ, yEG) при 
‚отсутствии опасности смешения обозначается также LY. 

В предыдущем определении неявно предполагается, что ри Q 
не равны одновременно нулю; на случай р = gq = 0 определение 
умножения распространяется путем принятия произведения ска- 
Japa «€ À и тензора yEG равным их произведению AY относительно 
внешнего закона структуры А-модуля BG. Аналогично определе- 
Aue и для случая г = $ = 0. 


Понятие произведения любых двух смешанных тензоров позво- 
‚ляет придать определению тензорного отображения произведения FXG 
тензорных пространств F и С в тензорное пространство Н такой вид: 
это — отображение f, для которого существует тензорное отображе- 
ние g тензорного пространства Г 69 G в Н, удовлетворяющее тож- 


деству f(x, y)=g (zy). 
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Пусть р > 0 u q > 0. Свертыванием 1-го контравариантного 
индекса с j-M ковариантным (1<i<p, 1<]< 9) называется 


u i , —1 
линейное отображение с; тензорного пространства EI в Е, 


/ ’ 
относящее каждому разложимому тензору 2= 2, ... LyX... 2η 
тензор | 

iii а τ 
с: (2) = (Ti, Lj) Ly. аб... Яра... rl ... Ча. 


Ясно, что этим действительно определяется линейное ото- 
бражение ($1, n° 2, схолия); при этом, так как для каждого 


автоморфизма и модуля Е имеем (и (αὶ), u wel), 26 
Ai{a-zt)=(a, 2) 0(%,) ... Bi, 1) 0,4)... ааа)... 
. U(xi1) и (2144)... и (24) = ис; (2), 


что показывает, что с; есть тензорное отображение EF в En 
Так же определяются свертывания в любых модулях р раз кон- 
травариантных и 4 раз ковариантных тензоров. 


„A 
Пусть FY UE г относительно базиса (a,) мо- 


дуля Е, так что 
τς Ч u 
an 1 p 1 
2-- РР "М а 
b À, An 


Mo 
μ - . . μ . 


Так Kak (а), мии (кронекеровский символ), то 


ch 


οἷ = » 8 Σ fet Bs ΗΝ τε Hy), 4 0 . а) a"... 


μ 


re 
. а J-la 


11...49 


? 
тде первая сумма распространяется Ha все индексы, отличные OT A; 
и р;. Иными словами, компоненты свернутого тензора с;(2) отно- 
сительно базиса (a,) задаются формулой 


use cs Yes Avs 
1 i-1 i4l' = À; _10Ai41° 2 3 
Cu Min Wye À ui Py ol 5) 


Разумеется, в смешанном тензоре можно свертывать несколько 
пар индексов, что, очевидно, сводится к последовательному сверты- 
ванию каждой из этих пар (в любом порядке). 

Часто приходится выполнять операцию, состоящую в обра- 
зовании произведения двух тензоров (не являющихся одновре- 
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менно ни контравариантными, ни ковариантными) и затем сверты- 
вании в полученном смешанном тензоре одной или нескольких. 
пар индексов; определяемое этим отображение, называемое свер- 
нутым произведением (для рассматриваемых пар индексов), также 
является тензорным отображением. 


Например, пусть 1155 — контравариантный тензор, произведе- 
ние двух векторов 21, 2», и 2122 — ковариантный тензор, произведе- 
ние двух линейных форм x], Lo; если образовать произведение этих 
двух тензоров и затем свернуть в нем первый контравариантный индекс 
с первым ковариантным, а второй контравариантный индекс — со вто- 
рым ковариантным, то получится скаляр (тензор нулевого порядка} 
(Wis 8) a Mod 


4. Эндоморфизмы смешанных тензоров второго 
то рядка 


Пусть Е и F — А-модули с конечными базисами. Предложение 
2 $ 1, примененное к модулям E и F*, определяет канонический 
изоморфизм модуля билинейных форм на Е x F* на модуль. 
$ (Е, F**) линейных отображений Е во второй сопряженный 
к F: билинейной форме f на E x F* отвечает линейное отображе- 
ние, относящее каждому ΖΕ линейную форму y’—f (a, у} 
на F*. Ho F** отождествимо с F (ra. II, ἃ 4, n° 4); с другой сто- 
роны, ранее был определен канонический изоморфизм тензор- 
ного произведения Ё* © F на модуль билинейных форм на L X F* 
($ 1, n° 5), относящий тензорному произведению x’ © у билиней-- 
ную форму 

(x, у’) > (1,2) (у, y) 

на Ex F*. Отсюда: 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Если E u Е — А-модули с конечными бази- 
сами, то линейное отображение E*@F в & (Е, Е), omnocawee 
каждому тензорному произведению x’ Ey линейное отображение 
z— (z,x)y, есть изоморфизм E*@F на © (Е, Е). 

Этот изоморфизм и изоморфизм, обратный ему, будут назы- 
ваться каноническими. 


Из предложения 1, в частности, вытекает, что каждое линей- 
ное отображение и модуля Ё в F есть сумма конечного числа. 
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линейных отображений вида z— (x, х’)у. Впрочем, это легко 
установить и непосредственно: если (a,) — базис модуля E, то 


для каждого z= >) £,a,€ E имеем 
i 


и (x) = 2 Eu (a;) = 2 (x, а’) и (a;), 


rye (α΄) — сопряженный базис модуля Е*. Мы видим при этом, 


что если и — элемент из Ё* @ F, отвечающий и при канониче- 
CKOM изоморфизме, то для каждого базиса (a,) модуля δ 


№ = δ. а'®и (αρ. (4) 


В том случае, когда (=H, канонический изоморфизм u — и 


относит каждому эндоморфизму и модуля Е смешанный тензор и 

на Ё (принадлежащий E*@H), один раз контравариантный 

и один раз ковариантный. Если 2;7— компоненты этого тензора 

относительно базиса (a,) модуля Е, так что и= > a;’a'a;, 
1, 


то, как показывает сравнение с (4), u(a,) = 2] αἰ-α.; иными 
7 


словами, компонента αἰ" тензора и есть элемент матрицы эндо- 
морфизма и (относительно того же базиса), находящийся на пере- 
сечении, 1-го столбца с }-й строкой. 


Замечания. 1) Каждому эндоморфизму u’ модуля E*, сопря- 


женного к F, так же соответствует смешанный тензор и’, принадле- 
жащий на этот раз модулю E & E* (при отождествлении Е** с E); 
так же, как выше, устанавливается, что для каждого базиса (а;) 
модуля Е 


y= > u;u’ (a), 
i 


так что компонентой B: тензора и’ относительно (а;) служит элемент 


матрицы эндоморфизма и’ (относительно базиса (a')), стоящий на пере- 
сечении 1-го столбца и 7-й строки. В частности, если и’ = и, то тен- 


зоры и и и’ соответствуют друг другу при канонических изоморфиз- 
мах между Е* ФЕ и E GE* (n° 1). 

2) Как мы знаем ($ 1, n° 2), каждому билинейному отображению 
EXE 8 Е можно отнести линейное отображение EX) Е в Е, и следо- 
вательно, согласно предыдущему, — элемент из (Ё © Е)* © Е, иными 
словами, дважды ковариантный и один раз контравариантный тензор, 
принадлежащий модулю Е* & Е* © Е. В частности, каждой струк- 
туре алгебры в Е (гл. П, $7), поскольку она определяется билинейным 
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‚ отображением (x, у) — ху, соответствует такой тензор; коэффициенть» 
Ули» ВХОДЯщЩИе в таблицу умножения этой алгебры относительно» 


базиса (αχ) (гл. II, $ 7, n° 2),— это не что иное, как компоненты соот-- 


ветствующего тензора относительно указанного базиса. 
3) Более общим образом, каждый модуль р раз контравариант-- 
ных и 4 раз ковариантных тензоров над Ё изоморфен модулю линей-- 


ных отображений Е» В Ey при всякой системе целых положительных; 
r, s, г’, $ такой, что r’+-s=p wu r+s’=4q. 


u 


5. След эндоморфизма. След матрицы 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Нусть Е — А-модуль с конечным базисом- 
Следом Tr (и) его эндоморфизма и называется скаляр с! (и), noay-- 


ченный путем свертывания смешанного тензора и, соответству-- 
ющего и. 


То же самое можно выразить, сказав, что для любых пар KOHEU- 
ных семейств (xj) элементов из Ё* и (y;) элементов из E таких, что. 


тождественно и (x) = > (x, Li) Y;, имеет место равенство 
Tr (и) = + (us, ἅτ]. (5): 


1 
°Как мы впоследствии узнаем, это последнее определение дает- 
в некоторых случаях отправной пункт для обобщения понятия следа. 
на (непрерывные) эндоморфизмы топологических векторных про- 
CTPAHCTB., | 


Если U = (x) — матрица эндоморфизма и относительно бази- 


са (a,) модуля Ё, след Tr (и) принимается, по определению, также 
за след матрицы U и обозначается тогда Tr (U); согласно формуле 


(4), имеем Tr (и) = >} (u (a,), a’) = δ) ai; иными словами, след 
1 1 


квадратной матрицы — это сумма ее диагональных элементов. 

Определение следа матрицы показывает, что следы подобных. 
матриц X и ΡΧΡῚ (гл. Il, $6, n° 11) равны. Это предложение. 
может быть также выведено из следующего более общего: 


ПрЕдлОЖЕНИЕ 2. Каковы бы ни были матрица X из т строк 
и п столбцов и матрица У из п строк и т столбцов над коммута- 
тивным кольцом А, 


Tr (ХУ) = Tr (УХ). (6). 
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Доказательство этого утверждения сводится к доказательству 
того, что Tr (μοῦ) = Tr (vou) для линейного отображения и мо- 
дуля Е = A” в F = А" и линейного отображения о модуля F 
в δ; при этом можно ограничиться тем случаем, когда и имеет 
вид c— (x, a’)b (bEF, αΕξ), av— sun y — (у, b’)a (a£E, b'EF*), 
поскольку каждое линейное отображение есть сумма отображений 
этого вида, а Tr (Ὁ) — линейная функция от w; но в этом частном 
случае имеем 


Tr (on) = Tr (oon) =a, a’)(b, δ’) 


согласно определению 4. 


Следствие. Пусть (X;)1<i<p — конечная последовательность р 
матриц над коммутативным кольцом А таких, что, обозначая 
через M; число строк и через п; число столбцов матрицы Χ,, имеем 
n=m,,, при 1<1<р—Ти n,—=m,. При этих условиях 


Те (XX, SRE Хр) — af (XX, ο, + « Хх! ee. X 1) (7) 
(«инвариантность относительно круговых подстановок»). 
Достаточно применить (6) к произведению (Χ;... Χρ) (X,..- 
eee Aas). 


Заметим, что, напротив, для произвольных матриц Х, У, Z 
вообще говоря, Tr(XYZ)ZTr(XZY). 


Пусть X=($,,), У= (1:;) — квадратные матрицы n-ro по- 


рядка; тогда Tr(XY)= SEM, (что дает второе доказательство 
$, 2 
предложения 2); кроме того, эта формула показывает, что каждая 


линейная форма на А-модуле Μ, (4) квадратных матриц п-го 
порядка над А может быть представлена, и притом единственным 
способом, в виде X-—>Tr(PX), где Р — фиксированная квад- 
ратная матрица; это отображение может быть тождественно 
нулевым, лишь если Р=0. 

Мы выведем из этого замечания, что предложение 2 характе- 
ризует (с точностью до постоянного множителя) след матрицы 
среди линейных форм на М, (А); а именно: 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Если | — линейная dopma на модуле M, (A), 
для которой тождественно f (XY)=f (YX),. то существует 
скаляр QE À такой, что F(X)=eTr (X) для каждой матрицы X. 
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Действительно, существует фиксированная матрица Р такая, 
что /(X)=Tr(PX) для всех ХЕМ, (А); поэтому условие 
7 (ХУ) =1 (YX) записывается в виде Тг(РХУ) = Тг (РУХ), 
или, на основании (7), Tr(PXY)=Tr(XPY), или, наконец, 
Ττ((ΡΧ--ΧΡ) У) =0; так как это соотношение имеет место 
для каждой матрицы У, заключаем, что РХ = ХР для каж- 
дой матрицы À, откуда, в силу следствия 1 предложения 5 $2 
главы II, P=o/ (где / — единичная матрица), и предложение 
доказано. 


В случае квадратных матриц над полем К предложение 3 допускает 
следующее истолкование: векторное подпространство векторного 
пространства M, (К), порожденное матрицами ХУ— УХ, есть eunep- 
плоскость. 


6. Тензорная алгебра 
Пусть Ё — унитарный А-модуль и T(E) — прямая сумма 


D 
всех его тензорных степеней ФЕ ‚ где р пробегает множество N 
целых чисел 20. Понятие произведения двух тензоров позво- 
ляет определить в Т(Ё) структуру алгебры относительно А. 
Действительно, каждый элемент 56 T (Ё) однозначно представим 


OO 


в виде 2= 2 Zo где 2,— контравариантный тензор p-ro 
порядка (равный нулю для всех кроме конечного числа значений р). 
[ ο) 
Пусть также Ζ΄ = 2 2€ T(E). Положим 22’= У 22а. Оче- 
p= р, а 


видно, определенное так Ha 7Т(Ё) умножение двояко дистрибу- 
тивно относительно сложения; оно ассоциативно в силу соотноше- 
ния (2,2.)2,=2,(2.2,) между тремя тензорами порядков 
р, 4, г, очевидного для разложимых тензоров и распространяюще- 
гося на произвольные тензоры по дистрибутивности. Наконец, 
ясно, что 0 (22’) = (42) 2’ =2z(az’) для каждого скаляра «€ À. 
Тем самым T(E) действительно есть алгебра над А; она назы- 
вается тензорной алгеброй модуля Е. Эта алгебра имеет своим еди- 
ничным элементом единицу & кольца А и вообще He коммутативна; 
для элементов из FE (контравариантных векторов) умножение 
в T(E) дает не что иное, как тензорное произведение, определенное- 
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в n°2 $1; тем самым множество А |) Е составляет систему 
образующих алгебры Τ(Ε). Если Е обладает базисом (ai), то 
T (6) обладает (бесконечным) базисом, образованным единичным 
элементом и всеми тензорами ἀλιᾶ), + + - Ay, где (A;) пробегает 


множество всевозможных конечных последовательностей (с JIIO- 


бым числом членов) элементов множества индексов; таблица 
умножения этого базиса задается соотношениями 


а)... а сс. МЕ с... 6 Ш, -., бе. 
(ал ry) (ἅμ, рб, Anl +++ On, 
Каждое линейное отображение и модуля Е в произвольный 


А-модуль F однозначно продолжается до представления алгебры 
Т (Е) в алгебру T(F). Действительно, если и — такое продолже- 
ние, то u(e)=e, откуда и (а) ==и (ае) = ом (=) =& для любого 
скаляра α; с другой стороны, для всякого разложимого тензора 
2, = Lilo « + « Xp порядка р>0 мы должны иметь 


u(z,) = U(X) и (1.)... u(x,) = и? (fa). 
где и” означает р-ю тензорную степень и, и это соотношение должно 


выполняться также для любого контравариантного тензора р-го 
порядка, поскольку такой тензор есть сумма разложимых тензо- 


co 
ров. Следовательно, для каждого элемента 2= > z, из T(E), 
p=0 


разложенного в сумму тензоров различных порядков, должно 
CO CO 

τη = Ve — М 97 0 

выполняться равенство и(2)= u (z,) = ΣΙ" (2,) (где u 
p=0 p=0 

означает тождественное отображение A на себя). Обратно, ясно, 


что так определенное отображение и действительно является 


представлением T(E) в T(F). и будет называться каноническим 
продолжением и на Т(Е). Если v — линейное отображение F 
в А-модуль С и v — его каноническое продолжение на 7 (6), 
то каноническое продолжение композиции vou Ha Т(Ё) совпадает 
с vou. В частности, если и — автоморфизм модуля Е, то и — авто- 
морфизм алгебры T(E). 

Если Е — подмодуль модуля F и u — каноническое отображе- 
ние £ в F, το u есть представление T(E) в T (F), также называе- 
мое каноническим; оно не всегда взаимно однозначно (см. $2, 
упражнение 4). Однако, если Р — векторное пространство, то 


25 н. Бурбаки 
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“ есть изоморфизм T(E) в T(F) ($ 1, следствие 3 предложения 7), 
и Т (Е) часто отождествляется посредством него с подалгеброй 


в T(F), являющейся его образом. 
Упражнения. 1) Пусть Е — конечномерное векторное про- 


’ 
странство и 2 — тензор, принадлежащий En Пусть, далее, Wi для 
каждого контравариантного индекса 1 (1 <i <p) есть подпростран- 

i 
ство в E*, образованное теми х’ЕЕ*, для которых са 11(2`2’) =0, 


’ 
и Г; — подпространство в E, ортогональное к Wi. Пусть, наконец, 
И’, для каждого ковариантного индекса 7 (1 <7 < а) — подпро- 


т 
странство в E, образованное теми zEE, для которых с; (x 2) =0, 
’ 
и У; — подпространство в E*, ортогональное к W;. Показать, что 2 


р а 
принадлежит тензорному произведению (X V;) AR γη); при этом, 
i=1 1=1 


если (U ,)t<i<p— семейство подпространств из E и (U ))i<j<q— семей- 

ство подпространств из Е* такие, что 2 принадлежит тензорному 
р а 

произведению (CO 0) ® (© Uj), το У; СИ; a Vic Uj, каковы бы 
i= j= 

ни были i a 7. [См. § 1, упражнение 6.] 

2) Пусть и для каждого эндоморфизма и А-модуля E с конечным 
базисом означает соответствующий и смешанный тензор (принадле- 
жащий EF&)E). 

а) Показать, что, каков бы ни был вектор x CE, вектор u(z) 
получается путем свертывания первого контравариантного индекса 


тензора хи с ковариантным индексом. 

6) Показать, что если Ὡ-- ο v— композиция эндоморфизмов υ 
и и, то тензор w получается путем свертывания второго контравари- 
антного индекса тензора Uv ο первым ковариантным индексом. 

в) Пусть @ — произвольный автоморфизм модуля Е; показать, 
что произведение ф-и (относительно структуры тензорного простран- 
ства в E* © Е) есть тензор, соответствующий эндоморфизму фиф !. 

3) Пусть Е —А-модуль с конечным базисом (а;). Каждому били- 
нейному отображению и произведения LXE в Е соответствует (n° 4) 
дважды ковариантный и один раз контравариантный тензор 

и = > atalu (a;, a,), 
i,j 
принадлежащий модулю Е* © E* ФЕ. Для того чтобы и определяло 
ассоциативный закон композиции на Ё, необходимо ‘и достаточно, 
ттобы тензоры οἱ (u-u) (полученный путем свертывания третьего кова 


риантного индекса произведения и-и с. первым контравариантным 
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индексом) и с? (и-и) (полученный путем свертывания второго кова- 
риантного индекса того же произведения со вторым контравариант- 
ным индексом) соответствовали друг другу при каноническом изомор- 
физме E*Q@QE*QE* QE на Е*ФЕСФХЕ*ФЕ*. 

4) Если A и B— квадратные матрицы над коммутативным коль- 
wom A, то Тг (А © B)=Tr (А) Tr (В). 

5) Пусть A некоммутативное кольцо с единицей; предполо- 
жим, что в A не существует элемента о-=0, для которого бы 
(En —nË) о=0 при всякой паре элементов (ξ, η) из A. Показать, что 
если /— линейная форма на левом А-модуле M, (A) матриц порядка 
п > 1 над A такая, что f (ХУ) =} (YX) для любой пары квадратных мат- 
риц X, У n-To порядка над A, то f—0. Вывести отсюда, что если À — не- 
коммутативное тело, то при п >1 матрицы ХУ — УХ, rye Хи У 
пробегают левое векторное пространство M, (A), порождают всё М) (A). 

*6) Пусть Е — векторное пространство над полем К и Т(Е)— 
тензорная алгебра этого пространства. 

а) Показать, что Т (Е) — некоммутативное кольцо, если размер- 
ность E больше 1, и есть кольцо без делителей нуля. Единственными 
обратимыми элементами в Т (Е) являются ненулевые скаляры. 

6) Пусть x и у— тензоры, принадлежащие 7 (Е). Показать, что 
если в T(E) существуют элементы а, 6 такие, что ха =уфб, то один из 
тензоров х, у является правым кратным другого. 

в) Показать, что единственными элементами в T'(E), перестано- 
вочными с тензором x порядка > 0, являются линейные комбинации 
степеней x. [Использовать 6).] Вывести отсюда, что если Ё — размер- 
ности >1, то центр T(E) совпадает с К. 

г) Показать (используя (6)), что если dim Æ > 1, то кольцо Т (Е) 
не допускает тела левых отношений (гл. I, $ 9, упражнение 8). 

7) Пусть Г, (Г) — свободный моноид (гл. I, $1, n° 3), порожден- 
ный произвольным множеством /. Показать, что моноидная алгебра 
этого моноида L(/) относительно коммутативного кольца A сединицей 
изоморфна тензорной алгебре T (417) модуля Ae. 

8) Пусть A — коммутативное кольцо с единицей, Ё — алгебра 
над A, обладающая единичным элементом (обозначаемым 2), (2 )ıe Fous 
произвольное семейство элементов из и T1 — тензорная алгебра A- 
модуля A. Если каждому элементу 2 = λῃ-- > р se, CT, 

(Up) Е 
отнесенному к базису алгебры 7, соответствующему каноническому 
базису (ει) модуля A), поставить в соответствие элемент 

2 ((x,))= Age+ > Mis, tate er ἃ. 
(tp) 
алгебры E, то этим определится представление алгебры 7’ в алгебру В, 


и образом Т при этом представлении будет подалгебра в Е, порожден- 
ная единичным элемептом и элементами x. | 


25* 
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$ 5. Внешняя алгебра 


I. Операторы симметрии 


Пусть / и E — произвольные множества. В соответствии 
с общими определениями (гл. I, $ 7, n° 3), каждой подстановке в 
множества / и каждому его отображению f в Ё соответствует ото- 
бражение / в А, обозначаемое of и определяемое формулой 


of (5) =] (o tz) (1) 


для всех x € /. f —> of ect подстановка множества [11 всех отображе- 
ний / в А, называемая распространением O на это множество; 


Е' наделено группой операторов ©; (ra. I, § 7, n° 2) внешнего 
закона (0, f) —> of; отображение с —> Фо, где Po означает подста- 
HOBKY ]--» Of, есть представление группы ©; в группу подстано- 
вок множества Г являющееся, если Æ содержит более одного 
элемента, изоморфизмом. 


В случае, когда J есть интервал [1, р] СМ, множество E' 
есть не что иное, как произведение ΚΡ; тем самым для каждой 
подстановки о из симметрической группы ©, и каждого элемента 
2; = (Z,)ı<icp из.Е?Т имеем 0% = (y;), где у; = хо-ць (L<i< р). 


Каждая подстановка %— σα; произведения EP определяет 
теперь таким ‘же образом подстановку f— σῇ множества С Bce- 
возможных отображений произведения EP в множество F; co- 
сласно (1), для каждого o€ ΚΡ имеем of (ж) =} (01%), τ. e. 


of (21, 113 тр) =] (Zo), ...g Cg(p))- (2) 


В этом параграфе мы ограничимся тем случаем, когда E u F 
являются унитарными модулями над коммутативным кольцом A 
с единицей. Ma (2) следует тогда, что если f— полилинейное ото- 
бражение Е? в F, то то же верно для Of, какова бы ни была ΠΟΠ- 
становка σΕ ©,. Иначе говоря, отображение f—> of есть автомор- 
физм модуля £,(E; F), оказывающегося тем самым наделенным 
группой операторов ©,. 

`Как мы знаем ($ 1, n°n° 2 и 7), имеется каноническое взаимно 
однозначное соответствие между полилинейными отображениями 
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| р 
ЕР в Ри линейными отображениями СЕ в F. Если g— линей- 


D 
ное отображение ОЕ в F, соответствующее полилинейному 
отображению ], то через Og для каждой подстановки CES, будет 


D 
обозначаться линейное отображение QE в F, соответствующее 
of; таким образом, это отображение определяется условием 


m © TX... ® мы = 8 (Rt) © Lo) ©... © To(p))- (3) 
Og можно определить также, отправляясь от подстановки 

р 
р-й тензорной степени (X)E, с помощью способа распространения. 
который мы напомнили в начале этого n°. Действительно, так как 
6 = — -- р 
отображение (11, Le, ..., Lp) — Z, 1 (1) © 25-1 (2) ©... ОЗ) Е 


р р 
Β GE полилинейино, то существуег линейное отображение ОЕ 
в себя, которое мы обозначим Z —> OZ, такое, что 


clit, δὴ πι δ не © Lp) = Loi (1) © Хо-1 ça) © ... © 1-1 (р) 


($1, n°n°2 и 7). Без труда проверяется, что определенный так 
p 


| Е | 
на GE внешний закон (0, 2) — 02 наделяет ФЕ группой опера- 
торов ©, (гл. I, § 7, n°2) и, в частности, что 2—>02 есть 


“ D 
автоморфизм структуры А-модуля в ОЕ (равно как и структуры 


p 
тензорного пространства в (60 Ε; см. $ 4, n° 2). Из этого опреде- 
ления и формулы (3) вытекает теперь, что для всякого тензора 


р 
ЕС) Е выполняется равенство 
08 (2) = g(o"*2), (4) 


в полном согласии с формулой (1). 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Унитарный модуль М над коммутативным 
кольцом А. называется связанным с симметрической группой ©,, 
если М наделен, группой операторов ©, (гл. Г, $ 7, n° 2) относи- 
тельно внешнего закона (0, 2) —> OZ такого, что каждое из отобра- 
жений 2— 02 модуля М в себя линейно (и, значит (гл. I, § 7, 


предложение 1), является автоморфизмом структуры А-моду- 
ля в М). 
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р р 
Takum образом, модули £,(E; Е), £ (X Е, Е) и 6ο Е связаны 
с группой ©, относительно определенных нами внешних законов. 
В случае, когда М — А-модуль, связанный с группой ©,, 
в нем можно определить структуру унитарного левого модуля 
относительно групповой алгебры В группы ©, (гл. Il, § 7, u 9) 


TS 
над кольцом A; достаточно для каждого элемента t= >; Ago 
σ 


этой алгебры (Ag€ A) и каждого элемента 5Е М положить t-2= 


= У №02; выполнение аксиом модуля без труда проверяется 
σ 


(на основании линейности каждого отображения 2--» 02). 

Тогда операторы {Е B называются операторами симметрии 
на M; среди этих операторов, разумеется, фигурируют подста- 
новки O€ ©,, линейными комбинациями которых с коэффициен- 
тами из А являются все операторы симметрии. Отметим, что струк- 
тура А-модуля в M получается путем сужения кольца операто- 
ров структуры В-модуля в М до À. 


Обратно, если М — унитарный БВБ-модуль, то А-модуль, полу- 
чающийся путем сужения его кольца операторов до «1, связан с груп- 
пой ©, относительно внешнего закона (0, 2) — 02, получающегося 
путем сужения кольца операторов модуля M до ©,. Поэтому нет осно- 
ваний различать понятия унитарного В-модуля и /А-модуля, связан- 
ного с группой Фр. | 


ОпРЕДЕЛЕНИЕ 2. Пусть М — А-модуль, связанный с симметри- 
ческой группой ©,. Элемент ΖΕ М называется симметрическим, 
если 02 = 2 для всех GE ©,, и антисимметрическим *), если для 


каждого σΕ 5, имеем OZ = #55, где во — сигнатура подстановки O 
(rx. 1, § 7, n° 1). 


Множество всех антисимметрических (соответственно симме- 
трических) элементов из М является подмодулем в М относительно 
его структуры Б-модуля; действительно, если OZ = 802 (COOT- 
ветственно OZ = 2) для каждого CE ©,, то для всех TE ©, имеем 


б (TZ) = 0 (+2) = €,02 = 84802 = Eg (TZ) (соответственно σ (TZ) = σ (2) = 


*) В русской математической литературе вместо «антисимметрический» 
более принято говорить кососимметрический.— Перев. 
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р 

--ᾱ--το). Если М = (X) Е, то эти подмодули совпадают с тензорными 
D 

подпространствами (ἃ 4, n°2) тензорного пространства &) E. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Для того чтобы элемент z был симметриче- 
ским (соответственно антисимметрическим), необходимо и доста- 
точно. чтобы TZ = 2 (соответственно TZ = — 2) для каждой 
транспозиции (гл. I, $7, n° 1) TES,. 

Необходимость условия очевидна. Его достаточность следует 
из того, что каждая подотановка σΕ ©, является произведением 
транспозиций (гл. |, $ 7,n° 1), ἃ σ--» вс есть представление группы 
S, на мультипликативную группу {— 1, +1}. 


ОпРЕДЕЛЕНИЕ 3. Лусть М — А-модуль, связанный с группой ©,. 


Элемент A = 2, εσσ групповой алгебры В группы ©, относительно A 
OES 
p 


называется оператором антисимметрирования *), а AZ = У! 8,02, 
[07 
где zE М, — результатом антисимметрирования элемента 2. 


2 —>а2 есть линейное отображение модуля M на его подмодуль 
р 
(при М = ФЕ являющийся тензорным подпространством). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Антисимметрирование любого элемента 2Ε M 
приводит к антисимметрическому элементу (чем и оправдывается 
термин «антисимметрирование»). 

Действительно, для каждой подстановки QE ©, имеем 


о (az) = ὃ) 0002 = 85 >) 200002 = & (Q2), 
σ σ 
поскольку σ--» QZ взаимно однозначное отображение ©, на себя. 


СледствиЕ. Ecau 2 — антисимметрический элемент из М, 
mo az = pis. 

Действительно, для каждого GES, имеем тогда £502 = 2. 

Замечания. 1) Как видно из доказательства предложения 2, 


подмодуль в М, образованный результатами антисимметрирования 
всевозможных элементов из М, инвариантен относительно каждой 


*) В русской математической литературе антисимметрирование назы- 
вают алыпернированием.— Перев. 
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подстановки O€ Sp; другими словами, он является подмодулем 
относительно структуры В-модуля в М. Доказательство этого, данное 
при доказательстве предложения 2, показывает, что в кольце В мно- 
жество всех Aa (AE A) является левым идеалом. Более общим образом, 
‘если [ -любой левый идеал кольца В, аддитивная подгруппа в М, 
порожденная элементами tz, где { пробегает Laz пробегает М, есть 
подмодуль В-модуля М, или, иначе, подмодуль А-модуля М, инва- 
риантный относительно всех операторов симметрии. В наиболее 
важных случаях можно показать, что каждый подмодуль В-модуля М 
может быть получен таким способом. 

2) Антисимметрический элемент модуля М не всегда является 
результатом антисимметрирования какого-либо элемента из М (cM. 
n° 2, замечание, и n° 3, следствие предложения 5). Однако если урав- 
нение ρἰα--α при каждом a € М обладает в М однозначно определен- 
ным решением, то всякий антисимметрический элемент ΖΕ М полу- 
чается путем антисимметрирования. Действительно, если 2’ — эле- 
мент из М, для которого р! 2’=z, то р! (42')=@а2=р!2, откуда :=а2’. 


2. Знакопеременные полилинейные функции 


Пусть Е — унитарный А-модуль и f — антисимметрическое 
полилинейное отображение EP в А-модуль F, так что для каждого 
ee) ее” имеем! f (tx) = — 7 (x), какова бы ни была 
транспозиция т. Существование транспозиции т, для которой 
Tx = X, равносильно существованию двух различных индексов i, ], 
для которых Z; = х;; если это имеет место, то f(x) = f (TX) = 
= — f(x), откуда 2f(x) =0. Если в модуле F соотношение 
2у = 0 влечет у = O (а это как раз имеет место, если кольцом 
операторов А служит поле характеристики =Æ 2), то тогда каждое 
антисимметрическое полилинейное отображение Ё? в F аннули- 
руется на всяком x = (21), имеющем (по крайней мере) две равные 
координаты. Этим подсказывается введение следующего опреде- 


ления, уже без всяких предположений относительно модуля F. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. ЛПолилинейное отображение f модуля ЕР 
в F называется знакопеременным. если f (ti, %q,..., 2p) = 0 
для всякого ж = (αι)Ε EP, имеющего (по крайней мере) две разные 


р 
координаты x,. Линейное отображение g модуля QE 6 F назы- 
вается знакопеременным, если знакопеременно соответствующее 
полилинейное отображение 


(Ми. ОО... Фа. 


© 
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Таким образом, знакопеременность g означает, что © аннули- 


руется на каждом тензоре Ζ-- 2. 9 209669... . OT, таком, что 


р 


р 
TZ = 2 хотя бы для одной транспозиции τ. Подмодуль в X Е, 
порожденный такими тензорами Z= I, Q To Q . . . Q Ly, будет 
вплоть 00 конца настоящего параграфа обозначаться через 


р 
Энакопеременными линейными отображениями модуля X) Е в мо- 


р 
дуль F будут тогда те линейные отображения (X) E в F, которые 
аннулируются на подмодуле N. Допуская вольность речи, мы 


р y 
будем называть N подмодулем в © Е, на котором аннулируются 
все знакопеременные линейные функции. 


р 
Предложение 3. Дия каждого тензора Е СОЕ и каждой под- 
становки σΕ ©, элемент 2 — 8502 принадлежит N. 
Поскольку каждая подстановка O€ ©, является произведе- 
нием транспозиций (гл. Г, $ 7, n° 1), мы докажем справедливость. 
предложения для произведения п транспозиций индукцией по п. 


D 
При п=1 следует показать, что z + TZEN для каждого zeEXE 
и каждой транспозиции TE ©,. Достаточно рассмотреть TOT слу- 
чай, когда 2 — элемент вида Ti © 2» © ...@х,. Предположим, 
что т переставляет различные индексы i u 7. Обозначим для каж- 


р 

дого y€ E через ф (у) элемент из 6) Е, получающийся путем под- 
становки в тензорное произведение Li © 2.6 ... CO хр элемента у 
вместо каждого из элементов 2; их,. Для каждого YE E, по опре- 
делению, имеем ф (y)EM. Ho & + 12=ф(х, +1, — % (αι) — 
—® (z;). Следовательно, z + 126 №. Отсюда вытекает, что если 
Е N, то для каждой транспозиции т такжет2 € N , иными словами, 
т (№) = N. | 

Предположим теперь, что предложение справедливо для 
подстановки Q, являющейся произведением п транспозиций, 
и покажем, что оно справедливо для подстановки O = TQ, где 
т — произвольная транспозиция. Ilo предположению, 02 = 89° 
(mod N), откуда oz = 102 = 8072 (mod N), поскольку τ ΠΠ = 2% 
так как 12 = 8.2 (mod N), то заключаем, что 02 == 80818 — 
— 252 (mod N). 


394 ПОЛИЛИНЕЙНАЯ АЛГЕБРА гл. III, § 9 


Из этого предложения вытекает, что N инвариантно относи- 


тельно каждого 0€ES,, иными словами, является подмодулем 
| р 
относительно структуры ВБ-модуля в &) E. 


Следствие. Каждое знакопеременное полилинейное отображе- 
ние антисимметрично. | 
Действительно, если g — знакопеременное линейное отображе- 


р р 
ние 6 E BF, το g (2 — 8002) = 0 для каждого 2Ε ФЕ и каждой 
подстановки .O€ ©,, откуда, в силу (4), og = 8,8. 
Замечание. Если в F соотношение 2y—0 не обязательно 
влечет у=0, то антисимметрическое полилинейное отображение EP 
BF не обязательно знакопеременно. Например, если К — поле харак- 
теристики 2, TO на векторном пространстве Ё относительно К симмет- 
рические полилинейные формы совпадают с антисимметрическими; 
и существуют не знакопеременные симметрические полилинейные 
формы, например билинейная форма (x, y) — и (х) и (y), где и — нену- 
левая линейная форма на #. 


3. Антисимметрированные линейные функции 


р 
ПреЕдложеЕНИЕ A. Густь g — линейное отображение 6 Ев А-мо- 


р 
дуль Е. Каков бы ни был тензор 5Ε 00 Ε, 
ag (2) = g (a2). (5) 


Действительно, умножив обе части соотношения (4) на ἔς = ἔς"! 
и просуммировав по о, получим (9). 


Следствие. Результат антисимметрирования любого линей- 


D 
ного отображения &) Е в А-модуль F аннулируется на каждом 
тензоре 2, для которого az = 0. 


0 
Будем в дальнейшем обозначать через N, нодмодуль 8 X) E, 
образованный теми тензорами 2, для которых az = 0. Следствие 


предложения 4 показывает, что результат антисимметрирова- 
р 
ния каждого линейного отображения модуля & Ев А-модуль F 


аннулируется на подмодуле N,. 
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Следует, однако, заметить, что это условие не характеризует 
антисимметрированные линейные отображения; иными словами, мо- 


р 

жет оказаться, что линейное отображение ©) Е в F аннулируется на N, 
и тем не менее не является результатом антисимметрирования какого- 
нибудь линейного отображения (см. упражнение 5 и теорему 1). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Для каждого тензора z, принадлежащего под- 
модулю М, на котором аннулируются все знакопеременные линейные 
функции, имеет место равенство az = 0 (иными словами, NC Λη). 

Действительно, Л порождается тензорами 2 такими, что 
TZ = 2 для некоторой транспозиции т. Покажем, более общим 
образом, что в модуле ЛМ, связанном с группой ©,, каждый эле- 
мент 2 такой, что TZ = 2 для некоторой транспозиции т, удовле- 
творяет условию 42=0. Для этого рассмотрим в ©, подгруппу Г 
второго порядка, образованную транспозицией т и тождественной 


< | 
подстановкой. Возьмем в каждом из > левых классов по Г чет- 


ную HONCTAHOBKY о,. Согласно определению 3, для каждого 56 M 


можно написать aZ = > 0, (2 — TZ), где сумма распространяется 
R 


на все четные подстановки, а отсюда непосредственно следует 
наше утверждение. 


Можно привести примеры модулей HL, для которых М = ΛΙ 
(см. упражнение 6). 


Следствие. Результат антисимметрирования всякого поли- 
линейного отображения знакопеременен. 
Действительно (следствие предложения 4), всякое антисимме- 


р 
трированное линейное отображение модуля ОЕ в А-модуль 


F аннулируется на N, и тем более на N. 


4. Знакопеременные полилинеиные функиии Na сво- 
бодном модуле 


Пусть Ё — свободный А-модуль и (ел) с ‚ — его базис. Отнесем 


каждой последовательности $ = (A,) образованной р эле- 


{<i<p’ 
ментами множества L (различными или нет), элемент Ελ. OO ..:4100 ел, 


будем в этом п” обозначать его e,. Множество этих элементов €, 
(где $ пробегает множество LP всех последовательностей по р 
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р 
элементов из L) образует базис модуля X) E ($ 1, следствие 2 
предложения 7). Имеются два сорта последовательностей $: 
1° такие, что Ts = 5 хотя бы для одной транспозиции TE ©, (иными 
словами, последовательности $, имеющие два равных члена); 
множество всех таких последовательностей обозначим 48; 2° после- 
довательности $ = (λε), образованные попарно различными эле- 
ментами; для такой последовательности $ имеем OS Æ $, какова бы 
ни была нетождественная подстановка O€ ©,, и, следовательно, 
ое, = Eos # €. Рассмотрим в множестве последовательностей 
этой второй категории отношение эквивалентности (Sy и 5) отли- 
чаются лишь расположением членов», которое может быть также 
выражено в форме «существует 6 € ©, такое, что 05, = Sy). Выбе- 
рем в каждом классе эквивалентности по этому отношению какую- 
нибудь (безразлично какую) последовательность, и пусть À — 
множество всех выбранных последовательностей. Мы получим 


р 
базис модуля СОЕ ‚ взяв: 
1° элементы 6., соответствующие последовательностям 56 BZ; 
2° элементы €gs, соответствующие последовательностям SE. Z 
и всевозможным нетождественным подстановкам O€ ©; 
3° элементы 6., соответствующие последовательностям 56 $. 


р 
Мы получим также базис модуля (0) δ, взяв: 
α) элементы E,, соответствующие последовательностям $69; 
В} элементы 56; — е., соответствующие последовательно- 


стям SE Z и всевозможным нетождественным подстановкам CCC, 
у} элементы €,, соответствующие последовательностям SEH. 


Элементы этого базиса, относящиеся к категориям у) и В), 
принадлежат подмодулю N, на котором аннулируются все знако- 
переменные линейные функции; для Y) это вытекает из определе- 
ния подмодуля N (n° 2), а для В) — из предложения 3. Покажем, 
что подмодуль, порожденный элементами базиса, относящимися 
к категориям у) и В), есть не что иное, как подмодуль N, тензоров 
2, антисимметрирование которых дает нуль. Так как МС М, 
(предложение 9), то отсюда попутно получится, что N, = №. 


Достаточно показать, что для тензора 2 = >} ше, (линейной KOM- 
SE B 
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бинации элементов категории &)) соотношение az = 0 влечет 
a, = 0 для всех s€ #. Но это соотношение записывается в виде 


a 


SEB, 6€ Sy 


E50,€gs — (Oh 


откуда и следует справедливость утверждения. 


р 

Пусть теперь g — линейное отображение модуля QE в А-мо- 
дуль F. Для того чтобы g было знакопеременным, необходимо 
и достаточно, чтобы оно аннулировалось на базисе подмодуля N, 
образованном элементами указанных выше категорий В) и y); 
а отсюда вытекает система необходимых и достаточных условий 
знакопеременности отображения р: 

5 (e) =O для каждой последовательности $, у которой (по 
крайней мере) два члена равны; 

£ (eos) = Eo£ (e,) для каждой последовательности $ с попарно 
различными членами и каждой подстановки O€ ©). 


D 

Если линейное отображение g модуля 6ο Ε в À удовлетворяет 
указанным условиям, то обозначим через A линейное отображение, 
определяемое условиями 

й (ει) = g(e,) для каждой последовательности SEP; 

й (е.) = О для каждой последовательности $69. 
Очевидно, @h = g: каждое знакопеременное линейное отображение 
есть результат антисимметрирования некоторого линейного 
отображения. 

В итоге (учитывая следствие предложения 5) имеем: 


ТЕОРЕМА 1. Пусть Е — свободный А-модуль. 


D 
а) Подмодуль N в ОЕ ‚ на котором аннулируются все знако- 
переменные линейные функции (n°2), совпадает с подмодулем N, 
тензоров, антисимметрирование которых дает нуль. 


р 
6) Для того чтобы линейное отображение g модуля ФЕ 
в А-модуль Е было знакопеременным, необходимо и достаточно, 
чтобы оно получалось путем антисимметрирования некоторого 


р 
линейного отображения GE 6e F. 
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Замечание. Вторая часть теоремы 1 остается верной и без 
предположения, что Ё обладает базисом, если только уравнение ply— b 
для каждого b € F имеет, и притом единственное, решение BF. Дей- 
ствительно (замечание 2 в n° 1), тогда каждое антисимметрическое 


полилинейное отображение ЕТ BF является результатом антисимметри- 
рования некоторого полилинейного отображения, и, B частности, это 
верно для каждого знакопеременного полилинейного отображения Е! 
в F (следствие 2 предложения 3). Таким образом, в этом случае поня- 
тия антисимметрированного, знакопеременного и антисимметриче- 
ского полилинейных отображений EP в F совпадают (что, например, 
имеет место для каждого целого р, когда E и Г — векторные прост ран- 
ства над полем характеристики 0). 


à. Bnewmue степени модуля 


Пусть Е — произвольный унитарный А-модуль. Так как 
D 
каждое знакопеременное линейное отображение © модуля ХЕ 


D 
в А-модуль F аннулируется Ha подмодуле № модуля (X) Е ‚ то оно 
может быть записано в виде hop, где р — каноническое отобра- 


р р 
жение модуля ФЕ в фактормодуль (696}/Ν , a À — однознач- 
но определенное линейное отображение этого фактормодуля B ῥ᾽ 
(гл. II, $2, предложение 1). Поэтому каждое знакопеременное 


полилинейное отображение EP в F может быть однозначно пред- 
ставлено в виде 


Е ее 2,)—>й (ф (CARE . QTp))- 

Всюду в дальнейшем через x; AZ, À ... AT, для каждого эле- 
мента (2;)E 4” будет обозначаться образ αι © х.© ...®х, при 
каноническом отображении 1 модуля QE на его фактормодуль 
(OE)IN. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5. Пусть E — унитарный А-модуль. Фактор- 


р 

модуль модуля СЕ. по его подмодулю № (порожденному разложи- 
мыми тензорами Ti © т, © ... © Ly, в которых по крайней мере два 
элемента т;,х; равны) называется р-й внешней степенью модуля Е 
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| р р 

u обозначается NE. Элементы из АЕ называются р-векторами 

над Е; каждый р-вектор вида x, À т.Л... AZ, (где всех, Е Е) 

называется разложимым. 


Приведенное определение имеет смысл лишь при р > 2; в допол- 
1 


нение к нему будем, по условию, понимать под AE сам модуль À, 
0 


а под ЛЕ — кольцо операторов А; таким образом, 1-вектор — 
это элемент из Ё, a О-вектор — скаляр. 

Поскольку каждый тензор есть сумма разложимых тензоров, 
каждый р-вектор над Ё есть сумма разложимых р-векторов. 

Так как (7,1. ..., Lp) — MAMA... AT, есть знако- 
переменное отображение, то каждый разложимый р-вектор, в KO- 
тором по крайней мере два элемента T;, 2; равны, есть нуль, и для 
каждой подстановки OES, (согласно следствию предложения ὃ) 
имеем 


Lo (1) Л Lo (2) À + - : A To (р = Fo MAMA... ARp- (6) 


Из схолии, приведенной в n° 2 $1, и введенного выше опреде- 
ления 5 непосредственно вытекает следующая аналогичная 


р 
Схолия. Линейные отображения /\ E в F связаны co знакопере- 


менными полилинейными отображениями EP в Е следующим 

взаимно однозначным соответствием: линейное отображение Ι΄ 
р 

модуля ΛΙ вЕ определено, если известно его значение } (2 Л... Л ть) 

для каждой последовательности (1;)1<:<р из р элементов модуля Е 

и (т,,..., Lp) —>f(t Л... AZp) есть знакопеременное полилинейное 


отображение. Обратно, для определения линейного отображения 
р 


g F 4 
NE e Е достаточно задать отображение (x, ..., Lp) —>'¥ (21, «++, Lp) 
модуля ЕТ в Е, проверив его полилинейность и знакопеременность; 


тогда существует, и притом единственное. линейное отобра- 
р 


жение f модуля ΛΕ 6 F такое, umo f(x; À... Лх,)=8 (Ly, «++, Ly) для. 
всех (11)Ε ЕТ. 


В частности, незачем проверять, что соотношение 21 Л... A xp = 
=y, А eee A У» влечет g (αι, «9599 Tp)=£ (νι 9952592 Ур). 
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Далее, для определения билинейного отображения произве- 
| р Ч 
nenuaG x Н внешних степеней <= AE и H=AF в модуль N доста- 


точно задать отображение g произведения EL? xX FF’ в N, для 
которого бы каждое частичное отображение 


(js <= <5 МВ бы. ἡ κατα αν 
η ME ΠΠ Dee «245 By 


было знакопеременным полилинейным отображением; тогда суще- 
ствует, и притом единственное, билинейное отображение } произ- 
ведения GX H в М такое, что тождественно 


ΓΛ... De Oy Pex <2 АЯ Вс, М, Ув «<n YQ) 
fem. $ 1, π 2). 


Замечание. Если Е обладает конечной системой образую- 
р 


щих, число которых равно п, то ЛЕ при р > п сводится к 0. 


6. Внешние степени свободного модуля 


Предложение 5 показывает, что линейное отображение 2—> 42 
D 
модуля СЕ в себя знакопеременно и потому может быть записано 
р р 
в виде Oop, где ф — каноническое отображение QE на A E— 


D 
—(XE)/N ‚ ад — однозначно определенное линейное отображение 
р р 
ЛЕ на подмодуль U в СЕ ‚ образованный антисимметрическими 
тензорами р-го порядка; мы будем называть 9 каноническим ото- 
р 
бражением NE на U. Таким образом, 


On Л... A Lp) = 4(21@... @ Ly) 


для каждой последовательности (7;)1<i<p U3 p элементов модуля F. 
р 
Отношение 0(и)=0 для элемента UE ΛΙ равносильно отно- 


шению иЕМ,/М; в случае, когда EL — свободный модуль, имеем 
№, =М (теорема 1, a)), и значит, 0 — изоморфизм. Иными словами: 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Если А-модуль Е обладает базисом, mo взаим- 
но однозначное отображение, ассоциированное (гл. I, $6, n° 4) 
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р р 
с эндоморфизмом 3— az модуля СОЕ, есть изоморфизм ЛЕ на 


подмодуль антисимметрических тензоров р-го порядка. 


р-вектор часто отождествляют тогда посредством изоморфизма 
9 (обратный к которому также именуется каноническим) с соот- 
ветствующим антисимметрированным тензором. 


р 
В обозначениях n° 4, каноническое отображение модуля (X)E 


D 
Ha фактормодуль ()E)/N преобразует семейство (е,); с д, являю- 


р 
щееся базисом дополнения Κ.Υ, в базис модуля NE. 


Рассмотрим, в частности, тот случай, когда модуль Ё имеет 
конечный базис (e;)1<i<n. Примем во всей остающейся части этой 
главы следующее соглашение: если (5,;)1<:<„ — заданная серия 
(гл. I,$ 1, n° 2) элементов унитарного А-модуля Ё, то для каждо- 
го множества H, состоящего из р целых чисел интервала [1, п] СМ, 
через хн будет обозначаться р-вектор т, Л... Ati, где (i,)i<k<p — 
строго возрастающая последовательность, образованная р эле- 
ментами множества РН. 


Это определение имеет смысл лишь при p>2; условимся для 
множества Н={1}, сводящегося к одному элементу, полагать хн=х;, 
а для пустого подмножества © интервала [1, п] считать x gol (еди- 


ничному элементу кольца A). 


При этих соглашениях, предшествующее замечание показы- 
вает, что справедлива 


ТЕОРЕМА 2. Пусть E — модуль, обладающий конечным бази- 
р 
сом (€;)i<i<n. Если р< п, то модуль ΛΙ имеет, своим базисом семей- 


| п 
ство (ен), где Н пробегает множество ( Е ) подмножеств интер- 
р 


вала [1, п], состоящих из р элементов. Если р > п, то модуль ΛΕ 
сводится к 0. 


Заметим, что,’ напротив, если Е обладает бесконечным базисом, 
р 


то ни один из модулей ЛЕ не сводится к 0. 
26 н. Бурбаки 
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СлеДдСТвИЕ 1. Ёсли Е обладает базисом, состоящим, из п эле- 
D п—р 
ментов, то модули NE и ЛЕ, где О< р< п, изоморфны. 
τι 


В частности, AL обладает базисом, образованным единет- 
венным элементом е À € À ... Ле... 


Можно показать, что при р -Ε п — р не существует канонического 
р n—p 
изоморфизма ΛΕ на A Е, понимая под этим изоморфизм, зависящий 
р п-р 


лишь от структур внешней степени в ЛЕ и ЛЕ (упражнение 12). 
р n—p 


В гл. VIII будут изучены некоторые изоморфизмы /\ Е на ЛЕ, свя- 
занные с теорией билинейных форм. 


Следствие 2. Écau унитарный модуль E над коммутативным 
кольцом А обладает базисом, состоящим из п элементов, то и каж- 
дый другой базис этого модуля конечен и содержит п элементов. 

р 
_ Действительно, n есть наибольшее из целых р, для которых AE 
не сводится к 0, так что Ё не может обладать конечным базисом 


с числом элементов ΞΕ п; с другой стороны, если бы Ё обладало бес- 
р 


конечным базисом, TO ни одна из его внешних степеней AZ не сво- 
дилась бы к 0. 


7. Внешние степени линейного отображения 


Пусть и — линейное отображение А-модуля Ё в А-модуль F; 
очевидно, 


(es euren) A: АЕ) 
p 
есть знакопеременное полилинейное отображение EP в AF; 
поэтому (схолия из n° 5) существует однозначно определенное 


р р 
линейное отображение AF в AF, которое мы будем обозначать 


р 
Au (или u,, если это не сможет повлечь путаницу) и называть 


р-й внешней степенью и, такое, что тождественно 


уе) 
NU Л... At) =и (21) Л... Au(x,). (7) 
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р 
Замечания. 1) Пусть и? — линейное отображение СЕ 


D 
B Or, являющееся тензорным произведением р линейных отображе- 
ний, совпадающих cu ($1, π΄’ 4 и 7), и N (Е) (соответственно N (F)) — 


p p 
подмодуль в ОЕ (соответственно в 602) порожденный всевозможными 
тензорными произведениями р элементов, по крайней мере два из ко- 
торых равны между собой. Ясно, что и? (М (E))C М (Е); отображение 

Ῥ р р р 
модуля Л Е—(СОЕ)/ N(E) в AF=(&F)/ N(F), получающееся из uP 
р 


путем факторизации, и есть как раз Ли. 
р 
2) Если Е и Е — свободные модули, так что ЛЕ (соответственно 


p | 
ЛЕ) канонически отождествимо с модулем U (Е) (соответственно U(F)) 


антисимметрированных тензоров р-го порядка над E (соответственно Ἢ 
р 


над F; см. предложение 6), то из замечания 1 следует, что Au отождеств- 
ляется при этом с сужением uP на подмодуль U (Е). 


Пусть G — третий А-модуль и υ — линейное отображение F 
в С; из (1) по линейности сразу следует, что 


D p р 
Λου) = (Ло) ° (AU). (8) 
р р 
Если и — отображение E на F, то Au есть отображение ЛЕ 
р 
на AF; если и — изоморфизм Е на Е и v обратный ему, 
р D D D 


то Л иесть изоморфизм Л Era A F, а A и— обратный изоморфизм. 
| р 


Напротив, если и — изоморфизм Е в Е, Ли не обязательно 
р D 
является изоморфизмом ЛЕ в ЛГ (упражнение 10). Однако 


справедливо следующее предложение: 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 7. Если F — подмодуль модуля Е такой, что 


существует конечный базис (e,)i<i<n модуля Е, первые т элементов 
D 5 
которого образуют базис для Е, mo Ag, где @— каноническое 
р р 
отображение F в Е, есть изоморфизм AFe ЛЕ. 
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Это сразу следует из способа образования базисов модулей 


р р 
ЛЕи AF, отправляясь от базисов (eE,)ı<i<n M (€;)1<i<m (теорема 2). 


р 
Поэтому внешняя степень A F отождествима посредством 
р 
отображения Л P со своим образом при этом отображении; дру- 


гими словами, для любых р элементов x; (l<i<p) из F можно 
отождествлять р-вектор 2.Л...Лхр, где х; рассматриваются как 
принадлежащие Е, с р-вектором @(x;) A... Aœp(x,) над Е. 


В частности, такое отождествление всегда возможно, когда 


Е — конечномерное векторное пространство, а Е — любое его век- 
торное подпространство (гл. Il, 8 3, теорема 2). 


8. Внешнее произведение р-вевтора и 9-вевтора 


Пусть E — заданный А-модуль. Рассмотрим отображение 


(Mes «inn и МЕ Yo) > A +. ААА... A 
произведения H? x 21 в ΛΕ ; каждое из частичных отображений 
a si LA: ААА... АУ, 
ан ru A, ААА... AU, 


полилинейно и знакопеременно; поэтому (п° 5) существует били- 


р 9 p+a 
нейное отображение (Л.Е) х(ЛЕ)в AE, значение которого для 
р . τ 
иЕЛЕи ЕЛЕ будет обозначаться UAV и называться внешним 


произведением и и υ, такое, что тождественно 
MA: АЕ JAGA~-- ЛУ) = А... АЛЛА... Аб ©) 


Это определение распространяется на случай, когда p=0 
(соответственно 4=0), условием, что внешнее произведение «Ди 
скаляра & и 4-вектора и (соответственно внешнее произведение 
и Ла р-вектора u и скаляра &) равно αὐ (соответственно Au). 


Замечания. 1) В случае, когда p—q—1, внешнее произве- 
дение векторов ΣΕ и yEF совпадает с бивектором x Лу; чем 


и оправдывается общее обозначение u A v для внешнего произведения 


р-вектора и 4-вектора. 


< 
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D p+q 
2) Пусть Ny, Nan Ny,,— подмодули в © Е, ® E u GE, на KO- 
торых аннулируются все знакопеременные линейные αλ Рас- 
p+ 
смотрим отображение (z, 2’) —> 22’ произведения Ge) x (x) ) в &) E 
(8 4, n° 3); соотношения z1 = 2» (mod Δρ) и 21 = 25 (mod №.) влекут 
2121 = 2525 (mod Мр.а), ибо 


2121 — 2923 = 21 (21 — 22) -- (21—25) 22. 


Поэтому отображение (2, 2’) — 22’ порождает путем факторизаций 
относительно 2 и z’ (Teop. мн., Рез., $ 5, n° 8) билинейное отображе- 
q p+q 
ние (A E)x(AE)s ЛЕ; это и есть наше внешнее произведение. 
3) Заметим, что в случае, когда E обладает базисом и р-векторы, 
где 0 < р < п, канонически отождествляются (предложение 6) сан- 
тисимметрированными тензорами р-го порядка, внешнее произведе- 
ние р-вектора и 4-вектора отнюдь не отождествляется с произведением 
(в указанном в n° 3 § 4 смысле) тензоров, с которыми соответственно 
отождествлены эти р-вектор и 4-вектор (см. упражнение 3). 


Билинейность отображения (и, v)—>u À и находит свое выра- 
жение в формулах 


(и, + Ua) A (Oy + Ug) = Uy AU + Uy Ло, Ри, AU и, Ло», (10) 


(au) Av =u (av) =а (и Av) (a € A). (11) 
Кроме Toro, для р-вектора и и 4-вектора и имеем 
оЛи= (— 1) Ти Ли. (12) 


Действительно, пусть о — подстановка множества [1, p+ 9] такая, 
что о (i)=q-+i, когда 1 <&<р, ис (1)=#— р, когдар--1 << р-Ра. 
Имеем eg = ( — 1)?1, ибо для пар (i,j), в которых i <j, разность 
о (7) — o(i) может быть < 0 лишь если 1<i<puptl<j<p+g. 
Отсюда и из формул (6) и (9) следует формула (12), κοτπα um v 
разложимы, а соотношение (10) позволяет тогда распростра- 
нить эту формулу на случай произвольных и и 5. 

Наконец, для любых р-вектора и, 4-вектора v и г-вектора_ w 
имеем 

(u A v) AW=UA(VA®). (13) 

Действительно, в силу (9) эта формула очевидна, когда u, vu w 
разложимы, а по линейности она распространяется на общий 
случай. Общее значение обеих частей равенства (13) обозначается 
также UAUVA W. 
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9. Внешняя алгебра 


Обозначим через ЛА, где Е — заданный А-модуль, прямую 

n 
сумму ненулевых модулей Л Е для всех n>O (rx. II, 8 1,n° 7). 
Определение внешнего произведения позволяет ввести в ΛΕ 
структуру алгебры относительно А. В самом деле, каждый эле- 


со 


мент ZEAL однозначно представим в виде 2 = = Zp. где 2р — 
p=0 


р-вектор (равный нулю для всех кроме конечного числа инде- 
O9 O9 
\) “+ ΚΕ 
ксов р). Для любых двух элементов 5 = 2 2р HZ = 2, Zp из ЛЕ 
положим zAz =» (2, A 2q)- В силу (10), определенное так на 
р, 4 
ЛЕ умножение двояко дистрибутивно относительно сложения; 


в силу соотношения (13), распространяющегося по дистрибутив- 
ности на любые элементы из ЛА, это умножение ассоциативно; 
наконец, согласно (11), имеем a(zA2)=(az)A2=zA(az) для 
любого скаляра a. Таким образом, Л Ё действительно является 
алгеброй над A; она называется внешней алгеброй модуля Е. Эта 
алгебра имеет своим единичным элементом единицу 1 кольца Α и, 
в силу (12), вообще He коммутативна. В силу ассоциативности 
умножения, разложимый р-вектор ZA --. AT, есть не что иное, 
как композиция (относительно умножения Ha A Р) серии (%;)ı<i<p 
элементов из Ё, что оправдывает одинаковость обозначений 
внешнего произведения и разложимого р-вектора и показывает 
в то же время, что множество А|)Ё является системой образую- 
щих алгебры ЛЕ. 

В случае, когда Ё обладает конечным базисом (e;)1<isn, AE 
обладает базисом, образованным 2” элементами ен (п° 6), где Н 
пробегает множество всех подмножеств интервала [1, п] CN. 
Таблица умножения этого базиса задается следующими соотно- 
шениями: 


ен Лек = при (ПА. Ἱ 

енЛек= он, кеник при H(\K=@, 
где он к=(— 1)”, а у— число всех пар (i,j), в которых ie H, 
JeKuj<i. 


14 
! (14) 
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Каждое линейное отображение и модуля Е в произвольный 
унитарный А-модуль Г однозначно продолжается до представле- 


ния внешней алгебры ЛЁ во внешнюю алгебру ЛГ. Действи- 
тельно, если и— такое продолжение, то и (1) =1, откуда и (α)-- 
=u (а. 1) = сии (1)=a для каждого скаляра À; с другой стороны, для 
любого разложимого р-вектора 2-Ξ2.Λ... AT, мы должны иметь 
и (2)=и (σι) Λ.. . Au(x,)=u, (2), где uU, означает р-ю внешнюю сте- 


OO 


пень и (n° 7). Наконец, для каждого элемента 2= 2 2, ИВ δ, 
p= 
разложенного в сумму р-векторов, должно выполняться равен- 


CO CO 


ство u(z)= > и (2) = > Uy (Zp) (где и, означает тождественное 
p=0 p=0 
отображение А на себя). Обратно, непосредственная проверка 


показывает, что определенное так отображение и действительно 
является представлением ЛЁв A F; мы будем называть его кано- 
ническим продолжением и на À E. 

Если v — линейное отображение модуля FB А-модуль Gu v — 
его продолжение до представления Л F B A С, то продолжение KOM- 
позиции vou до представления AEBAG совпадает с vou. В част- 
ности, если и — автоморфизм модуля E, то и есть автоморфизм 
алгебры AA. 

Если E — подмодуль модуля F, а и — каноническое ото- 
бражение E B F, το и есть представление À Ё BAF, также назы- 
ваемое каноническим; оно не всегда взаимно однозначно (см. 
упражнение 9). Однако в случае, когда F — конечномерное век- 
торное пространство, и есть изоморфизм ЛЕ в ЛЕ (предложе- 
ние 7), и алгебра A Ё часто отождествляется посредством него 
Ὁ подалгеброй в A F, являющейся ее образом при этом изомор- 
физме. Если такое отождествление произведено для каждого под- 
пространства Ё пространства А, то для любых двух подпространств 
Е, Е. будем иметь Л (Е. []Ё.)=(Л Е.) (ЛЕ.). В самом деле, 
пусть dim E,=n,, dim E,=n,, dim (E,[)\E,)=m; для доказательства 
утверждаемого соотношения достаточно взять в F базис, первые 
т векторов которого образуют базис для E,[)Z,, дальнейшие 
п, —т дополняют ero до базиса в Κι, а следующие за ними n,—m 
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векторов дополняют первые m до базиса в E,; образование соот- 
ветствующего базиса алгебры Л F и дает требуемое соотношение. 

Отсюда следует, что если F — канечномерное векторное про- 
странство, то для любого элемента zZ алгебры A F существует 
наименьшее векторное подпространство E пространства Ё такое, 
что 2 принадлежит Л δ; размерность этого подпространства Е 
называется рангом элемента Z алгебры Λ F. 


Упражнения. 1) Показать, что определение oz, данное 


р 
в n° 1 для тензора 2 cE и подстановки OC ©,y, совпадает с опреде- 
лением, получающимся общим методом распространения группы под- 
р 
становок (гл. I, $ 7, n° 3), отправляясь от определения QE (§ i,m 2} 
р 
как фактормножества множества AE ), где последнее само является 


р 
частью AË . 

*2) Пусть Е u F — заданные аддитивные группы и п — целое >1. 
Будем обозначать через Я„ (Е, Е) аддитивную группу, образованную 


всеми отображениями Er в F (τ. е. группу FL 


Для каждого u€#F,(E, δ) будем обозначать через ди отобра- 
жение Ё”*1 в F, определяемое формулой 


Gu ἴθι -- ne Maga) (В «644 Ces Е 


n 
+ > (—1)F u (x, ss ζην Th The TR ,9) не 
k=1 


4 (—1)R*!lu(z,, ..., Zn) 
a) Показать, что, каково бы ни было UE F,(E, ΚΕ), 
д (ди) = 0. 


6) Для каждого ие, (Е, Е) (n > 2) будем обозначать через 
Su отображение Е" в 7,(E, Е), относящее каждому элементу 


(%1, .... Xn_1) € ER} отображение 
n—1 
Ly,—> = IHR an ее | 
k=0 


Е в F. Доказать, что 
S (ди) =0 (Su). 


в) Вывести из 6), что если ие F,,(E, Е) удовлетворяет условию 
ди=0, то результат его антисимметрирования Au является полилиней- 
ным отображением E” в F; если ve F,(E, Е) таково, что v=du 
для некоторого и Е Fn-ı(E, Г), το антисимметрирование υ дает 0. 


ВНЕШНЯЯ АЛГЕБРА 409 


3) Пусть М — А-модуль, связанный с симметрической группой Sy, 
и Н — произвольное подмножество интервала [1, pl. Результатом 
антисимметрирования элемента $ Е М по индексам ЕН назы- 
вается элемент 


ен = > &,02, 
σ 


где с пробегает подгруппу в ©, (изоморфную Θῃ), образованную теми 
подстановками, которые оставляют инвариантным каждый индекс. 
не принадлежащий Н. 

а) @ (ан?) =т!42, где г — число элементов множества Н. 


6) Пусть Е — унитарный А-модуль, 2 — контравариантный тен- 
зор р-го порядка над E и 2’ — контравариантный тензор 4-го порядка. 


Показать, что если 42’=0 в QE (соответственно az—0 в &) Е), το: 
p+a 

a (22')=0 в ОЕ. [Заметить, что если H=|p+1, pt gl, το ἄπ (25 )= 
—=2.@42’.| Вывести отсюда, что если z— Az, И 2’=42!—тензоры, полу- 
чающиеся в результате антисимметрирования тензоров 21 и 21 поряд- 
ков ри 9, то тензор а(21:1) порядка p--g зависит лишь OT zu 2’, ΠΟ. 
не от тензоров 21 и 21, антисимметрированием которых z и 2’ получены. 
Если z (соответственно 2’) — канонический образ (n° 6) р-вектора и 
(соответственно 2 BARTODR и’), то @ (2121) есть канонический образ: 
(р-- а)-вектора uAu’. 

4) Пусть Е — унитарный А-модуль, ΜΉΝ системой п 
образующих. Показать, что каждое знакопеременное полилинейное- 
отображение модуля Е” в произвольный А-модуль F есть результат 
антисимметрирования некоторого полилинейного отображения. 

*°5) Пусть К — поле характеристики 2 и А — кольцо К [Х, У, Ζ} 
полиномов от трех неизвестных A, У, 2 над К; пусть, Aallee,. 
Е — фактормодуль А3/М модуля АЗ по его подмодулю М, порожден- 
ному элементом (X, У, 2); пусть, наконец, À — фактормодуль модуля 
А по идеалу (X?)+(Y?)+(Z?). Показать, что существует знакопере-- 
менное билинейное отображение Е? в F, не получающееся путем анти- 
симметрирования никакого билинейного отображения Е? BF. 

Показать также, что в Е ФЕ подмодуль М, тензоров, антисим- 
метрирование которых дает 0, совпадает с подмодулем N, на котором; 
аннулируются все знакопеременные линейные функции. [Рассматривая 
Е GE как фактормодуль модуля A’ © АЗ ($ 1, n° 3, предложение 6), 
показать, что тензоры, дающие при антисимметрировании 0, являются. 
каноническими образами симметрических тензоров из A? X) A°.], 

*°6) В обозначениях упражнения 5, пусть В — факторкольцо- 
кольца A по идеалу а=(Х?) -- (У?) (72) и G — фактормодуль B2/P 
модуля В? по его `подмодулю Р, порожденному элементом, имеющим, 
своими координатами соответственно классы X, У, Z (mod а). Пока- 
зать, чть в G 60 С подмодуль N} тензоров, дающих при антисимметри-- 
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ровании 0, отличен OT подмодуля N’, на котором аннулируются все 
знакопеременные линейные функции. [Тем же методом, что и в упраж- 
нении 9.|, 
7) Пусть А-модуль E есть прямая сумма своих подмодулей Е |, E>. 
p q 


Показать, что модуль /\ Е изоморфен прямой сумме С модулей (Л Е!) © 


2—4 
© (ЛЕ.), где 4 пробегает все целые значения от 0 до р. [Опираясь 
р 
на схолию из n° 5, определить линейные отображения ЛЕ в Gu G 
р 


в ЛЕ, которые были бы взаимно обратны.] 
Обобщить на случай модуля Е, заданного в виде прямой суммы 
произвольного конечного числа его подмодулей. 


8) Пусть Е — А-модуль и М — его подмодуль. Показать, что 
р р p 


модуль /\ (Е/М) изоморфен фактормодулю (A E)/T(M) модуля ЛЕ 
mo его подмодулю Г(М), порожденному р-векторами zıA ::: A хр, 
в которых по крайней мере одно х; принадлежит М. [Метод упражне- 
ния 7.] 

9) Пусть A — кольцо целостности с единицей и К — его поле 
отношений (гл. I, $ 9, n° 4). 

5 

а) Внешняя степень ЛК, где К рассматривается как А-модуль, 
сводится к 0. 

6) Показать, что если Е — А-модуль, содержащийся в К, то ника- 

D 

‘кая его внешняя степень Л E (p > 1) не содержит свободных элементов. 

в) Показать, что если Е — модуль, определенный в упражне- 

2 
нии 4 $2, то Л Е не сводится к 0. Привести пример кольца целостности 
А и А-модуля Е, содержащегося в его поле отношений К, таких, что 
р 

никакая внешняя степень ЛЕ не сводится к 0. 

10) Привести пример кольца A, обладающего следующим свой- 

2 
ством: в А-модуле E = А? существует подмодуль F такой, что Л ᾳ, 
где ф — каноническое отображение F в E, есть тождественный нуль, 
2 2 

‘тогда как ни Л Е, ни Λ Ρ не сводятся к 0. [См. упражнение 4 $ 1.] 

11) Пусть Е и F — векторные пространства над одним и тем же 
полем и u — линейное отображение E в F, имеющее конечный ранг г. 


р р 
г 

Показать, что если р < г, то ранг /\ иравен ( ‚ аеслир > г, то /\ u 
В 


есть тождественный нуль. [Взять в Е базис, г векторов которого обра- 
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-1 
зуют базис подпространства, дополнительного к u(0), а остальные — 


-1 

базис подпространства u(0).] 
*12) Пусть Е — А-модуль, обладающий базисом (e;), состоящим 
из п элементов. Показать, что если п > Тир == п — р, TO не сущест- 

p n—p 5 

вует изоморфизма ф модуля ЛЕ πα Л Е, который бы зависел лишь 
от структуры .4-модуля BE. [Такой изоморфизм должен был бы удовле- 
творять тождеству фсир=и„_рэф для каждого автоморфизма и модуля 
Е; взять за и автоморфизм, определяемый условиями и (е;) -- 61 -[-Εῃ; 
м (ев) =ек при k==i, и придавать i и] всевозможные значения. | 


13) Показать, что внешняя алгебра ЛЕ модуля Е изоморфна 
факторалгебре тензорной алгебры Т (Е) ($ 4, n° 6) этого модуля по ее 
двустороннему идеалу a, порожденному элементами х © x, где x 
пробегает E. 

14) Пусть Е — векторное пространство над полем. 

со р 
a) Для того чтобы элемент z= > Zp [=> ЕЛЕ) внешней алгебры 
p=0 
ЛЕ был обратимым, необходимо и достаточно, чтобы 20 = 0. [Дока- 
зать это сначала для случая конечномерного E и перейти далее к об- 


щему случаю, заметив, что для каждого элемента ΖΕ Л Ев Е суще- 


ствует конечномерное подпространство F такое, что ΖΕ /\ F.] 
6) Если размерность E бесконечна либо конечна и четна, то центр 


внешней алгебры / Е образован теми ее элементами =, у которых в, 
для всех нечетных индексов р; если Е имеет нечетную конечную раз- 


мерность п, то центр алгебры / Е является суммой подпространства, 
образованного указанными элементами, и п-й внешней степени Е. 

15) Пусть A — коммутативное кольцо с единицей и Е — алгебра 
над A, обладающая единичным элементом, который мы будем обозна- 
чать =. Пусть, далее, (xi), <i<n Конечная последовательность эле- 


ментов из Е такая, что 22, =—x,x; при 52 ри =0 (1<i<n), 


м L — внешняя алгебра модуля А”. Если каждому элементу 
μιν ας р 
(ἐμ) : 
из L, отнесенному к каноническому базису (e;) модуля АП, поставить 
в соответствие элемент 
2 (Σι. ...ν М) = ОЕ У а, ; №... Ti 
ως D р 
(tp) 
из Е, TO этим определится представление алгебры Г, в алгебру EL, 
и образом Г, при этом представлении будет служить подалгебра BE, 
жорожденная единичным элементом £ и элементами x; (1 Li< п). 
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$ 6. Определители 


В этом параграфе рассматриваются лишь коммутативные 
кольца с единицей и унитарные модули над такими кольцами, 
обладающие конечным базисом. 


1. Определение определителей 


Пусть и — эндоморфизм А-модуля E, имеющего базис, состоя- 


т 


щий из A элементов; п-я внешняя степень A и этого эндоморфизма 
п 


(35, n° 7) есть эндоморфизм модуля ЛЕ; но этот последний 
модуль имеет базис, состоящий из единственного элемента 
(85, n° 6), иными словами, изоморфен А (рассматриваемому 


т 
как А-модуль), и следовательно, каждый эндоморфизм модуля Л Е 
есть гомотетия 2-—> Az (гл. II, $ 4, предложение 1). 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Определителем эндоморфизма и модуля Е, 


имеющего базис, состоящий из Τι элементов, называют скаляр À, 
nr 


обозначаемый detu, такой, что внешняя степень Au совпадает 
γι 


с гомотетией z—>hz модуля NE. 


Τι 
Согласно определению Au, каковы бы ни были п элементов 


ЕЕ, 
au) À .+. Aula) = 40а] А... Аз. (1) 


Определитель тождественного эндоморфизма равен 1. 


ТЕОРЕМА 1. Ecau и u Ὁ — эндоморфизмы модуля E, mo 
det (1ου) = (det и) (det о). (2) 
Действительно (8 5, формула (8)), A(uoev)=(Au)e(Av). 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Пусть X — квадратная матрица п-го по- 
рядка над коммутативным кольцом А с множеством Г индексов 


строк и столбцов. Определитель эндоморфизма А-модуля A’, 
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имеющего матрицу X относительно канонического базиса этого 
модуля (гл. II, $ 6, n° 5), называется определителем матрицы X 


4 обозначается det X или | À 


В том (наиболее часто встречающемся) случае, когда / есть 
интервал [1, п] CN, так что Х = (E,,)ı<i<n, i<j<n, Определитель 
матрицы X обозначают также det ($,,)ı<i<n, 1<j<n (или просто 


det (€;,;), если это не грозит никакой путаницей), или Гы; или, 


наконец, 
Sn δι» В 
δοι S20 ον a 
Ei Ei Μο Em 
Если (e,)ı<i<n — канонический базис модуля A”, эндомор- 
физм и, матрицей которого служит Х, — это эндоморфизм, для 


n 
которого и(е;) есть столбец eh, матрицы X (гл. П, 
| = 


§ 6, n°3); таким образом, согласно (1), определитель матрицы Х 
определяется соотношением 


Gy À acs Ла tA) А... A (3) 
так что можно написать (см. гл. II, $ 1, n° 6) 
2 N AR 
det X= 34s om, 
6 A не A: 


Матрицу X, у которой det X =1, называют унимодулярной. 


Пусть Ё — А-модуль, имеющий базис (а,), состоящий из п эле- 
n 


ментов. Определителем п векторов = Lagi; (1<]< п) этого 
= 


модуля относительно базиса (41) называют определитель матрицы 
(5;;), j-à столбец которой образован компонентами X, относительно. 
базиса (a,); этот определитель обозначают иногда [7,, Le, ..., Ομ] 
(если никакая неясность по поводу базиса невозможна). 

Таким образом, имеем 


Re Мб Аль N Cee 
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Примеры. Определитель квадратной матрицы первого поряд- 
ка равен ее единственному элементу. Для матрицы второго порядка 
f ui = 
Loi (sg 
имеем в предыдущих обозначениях 
ty A To (ei + en) À (61 19-+ E20) = Oyj Aone, A ea а2101265 A οι. 


откуда 
11 Ayo 


= 011922 — 912951. 


Qo, Age 


Замечание. Рассматривая определитель матрицы À = ($;,), 
часто позволяют себе, допуская вольность речи, говорить OO «элемен- 
тах определителя», «строках определителя», «столбцах определителя» ,. 
понимая под этим элементы, строки и столбцы матрицы Х. 


Если X и У — квадратные матрицы над А с одинаковым MHO- 
3KECTBOM индексов /, то их произведение ХУ соответствует комно- 


I 
зиции эндоморфизмов модуля А’, соответствующих матрицам 
У иХ (ra. Il, § 6, n° 4); поэтому, согласно теореме 1, имеем: 


Предложение 1. Определитель произведения ХУ квадратных 
матриц Х и У (имеющих одно и то же множество индексов) 
равен произведению определителей этих матриц. 


Другими словами, если рассматривать в А и множестве M, (A) 
всех квадратных матриц N-TO порядка над А лишь алгебраические: 
структуры, определяемые одними мульпипликативными зако- 
нами этих двух колец, можно сказать, что X —>det X есть пред- 


ставление M, (А) 8 À. 


СледствиЕ 1. Если X и У — квадратные матрицы одинакового- 
порядка, то 4% (ХУ) =ае (УХ). 


Отметим аналогию между этим следствием и предложением 2 
$ 4, относящимся к следу произведения двух матриц. Однако эта ана- 
логия не полна: действительно, если À — матрица из т строк` 
и п столбцов, У — матрица из п строк и т столбцов и п< т, то, 
как можно показать, det (ХУ) ==0, тогда как вообще det (УХ) -- 0, 


(упражнение 6). 


Сужение представления X—det X на (мультипликативную)- 
группу обратимых матриц п-го порядка над А (изоморфную» 
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линейной группе GL, (A)) является представлением этой группы 
в группу обратимых элементов кольца А. Отсюда: 


СлЕДСТВИЕ 2. Если X — обратимая квадратная матрица над 
А, то ее определитель обратим в А, причем 


det (X71) = (det X). (4) 
Ниже мы увидим (теорема 2), что, и обратно, если det X обра- 
тим в А, то матрица Х обратима. 


Отметим, что образом алгебры M,(A) при отображении X > det X — 
является все кольцо A, ибо определитель диагональной матрицы 


и О... 0 
a ЧИ 
not 


равен ©. Ha том же основании образ группы обратимых матриц при 
отображении X -» det X совпадает с группой всех обратимых элемен- 
тов из 4. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Две подобные квадратные матрицы имеют 
одинаковые определители. 

Если Х и Х’ подобны, то существует обратимая матрица Р 
такая, что X =PXP’; поэтому справедливость утверждения 
вытекает из предложения 1 и его следствия. Предложение 2 
можно доказать также, заметив, что две подобные матрицы могут 
рассматриваться как матрицы одного и того же эндоморфизма 
модуля А” относительно двух разных базисов. 


Следствие. Определитель матрицы не изменится, если. подверг- 
нуть строки и столбцы этой матрицы одной и той же подста- 
новке (гл. II, $ 6, n° 11). 


2. Вычисление определителя 


ПредложЕНИЕ 3. Определитель матрицы X п-го порядка 
является знакопеременной полилинейной формой относительно п 
столбцов xX, этой матрицы. 

Это утверждение есть непосредственное следствие формулы (3} 


и того, что 


te .o.9 Ly) — Li À eee A In 
— знакопеременное полилинейное отображение (см. $ 8). 
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В частности, определитель с двумя совпадающими столбцами 
равен нулю. Если произвести над столбцами определителя подста- 
новку о, он умножится Ha €. Если к столбцу определителя прибавить 


скалярное кратное другого столбца, определитель не изменится. 


Следствие. Каждая знакопеременная полилинейная форма 
относительно п векторов x, из А" может быть записана в виде 
(ск) IE, sel МЕЖ. 

Действительно, такой форме соответствует линейная ‘форма 
на п-й внешней степени С модуля А” ($ 5, n° 5); так как G имеет 
базис, образованный единственным элементом 6, то каждая линей- 


ная форма на С записывается в виде Ее —> AE, где AE A, чем утвер- 
ждение следствия и доказано. 


Заменяя в формуле (3) каждый из столбцов X, его выраже- 


n 


нием >) e;5;; M раскрывая внешнее произведение, видим, что 
j=1 


(det X)-e, Л... A = ὃ) Gott), τ... бо, п Cot) Л... А во 
σ 


и так как 6954) À ... A Com = Eo'€1 Л... A Cn, то получаем, что 
det X = det (&;;) = Di обои), 1... Som), п» (5) 
0 
где сумма распространяется на все п! подстановок σ симметриче- 
ской группы ©,. 


Правая часть формулы (5) будет называться полным разложе- 
нием определителя матрицы X. 


Так как кольцо А коммутативно, то для любой пары подста- 
новок о, т группы ©, имеем 


ot), 1... Со (т), τι —_ ξσίτ(1γ, TA) ++. ξσίτ(η)), Un)» 


Беря, в частности, T— 06"! и замечая, что &5-ı=&6, мы видим поэтому 
также, что 


det X = > EoS1, 0(1) - «+ Sn, on) (6) | 
σ 


Для каждой пары индексов (i, j) положим Π;; = §;,; формулы (9) 
и (6) показывают, что det (η;;) = det (6,,); иными словами: 
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ПрЕдложЕНИЕ 4. Определитель матрицы, получающейся путем 
транспонирования матрицы Х, равен определителю матрицы Х. 


Это свойство выражают также, говоря, что замена строк столб- 
цами He изменяет значения определителя. 

В главе VI будет дано другое доказательство этого предложения, 
основанное на неприводимости определителя, рассматриваемого как 
полином от своих элементов. 


Следствие. Определитель квадратной матрицы Х является 
знакопеременной полилинейной функцией ее строк. 

Чтобы убедиться в этом, достаточно применить предложение 3 
к транспонированной матрице 'X. 


Отсюда вытекают те же следствия, что и из предложения 3, 
с заменой в формулировках слова «столбец» словом «строка». 


Из формулы (6) непосредственно видно, что определитель 
общей матрицы X п-го порядка над А, рассматриваемый как функ- 
ция ее п столбцов X, (1<1< п), является результатом AHMUCUM- 
метрирования полилинейной формы 


(Ζι, ε.α Ln) —> (Lu 61) .’.. (Kr En); 


где (εἰ) означает базис, сопряженный к каноническому базису 
(е;) модуля Α (см. теорему 1 $5); рассматриваемый как функ- 
ция п строк α΄ (1<i<n) матрицы X, ее определитель опять-таки 
есть результат антисимметрирования той же полилинейной фор- 
мы в силу предложения 4. 


3. Миноры матрииы 


Каждой прямоугольной матрице X = (&„), множества L, М 
индексов строк и столбцов которой различны, но имеют одно 
и то же число элементов п, как мы видели (гл. П, $6, п° 5), можно 
несколькими способами поставить в соответствие квадратную 
матрицу п-го порядка, множеством индексов строк и столбцов 
которой служит интервал [1, п] CN, располагая элементы мно- 
жества Г, в последовательность. (À;) и элементы множества 
M— в последовательность (μι); соответствующей квадратной 
матрицей будет матрица (N;;)i<i<n, i<j<n, THe Nj = би, 


27 Н. Бурбаки 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Пусть X — прямоугольная матрица us m 
строк и п столбцов. Ее минорами р-го порядка (где p< min (πι, r)) 
называют определители квадратных матриц р-го порядка, получа- 
ющихся из подматриц матрицы X, имеющих р строк и р столбцов. 


Различные квадратные матрицы, получающиеся из заданной 
подматрицы матрицы X, отличаются друг от друга лишь порядком 
строк и столбцов, а потому их определители с точностью до 
знака совпадают; тем самым миноры р-го порядка матрицы Х 
определены с точностью до знака. Во всей остающейся части этой 
главы мы ограничимся тем случаем, когда множеством индексов 
строк матрицы Х=(Е;;) служит интервал [1, т] СМ, a множе- 
ством индексов столбцов — интервал [1,2]. Пусть тогда Я (соот- 
ветственно К) — подмножество множества индексов [1,т] (соот- 
ветственно Fl, n]), состоящее из р элементов, и рассмотрим подмат- 
рицу матрицы Х, получающуюся путем вычеркивания в Х строк 
с индексами Е CH и столбцов с индексами j€ CK; обозначим. 
через Хи, к определитель квадратной матрицы, получающейся 
из этой подматрицы путем расположения индексов ее строк и столб- 
цов в возрастающую последовательность (1,) (соответственно (j,)); 
тем самым минор Χμ. к определен соотношением 


(ei bas, +... ei bi 5) Л... A (ее, +... ei bis) = 


p~ pl р pp 


= Xu, к- 6, Ness (1) 


Понятие минора матрицы позволяет выразить компоненты 


разложимого р-вектора Ti A... ATy относительно базиса (ен) мо- 


р 
дуля A E, соответствующего базису (e,) модуля Е, через компо- 


ненты элементов X, относительно базиса (е;). Действительно, 
пусть X — матрица (5,;) из п строк и р столбцов, j-M столбцом 
которой для À < }< релужит х,; формула (7) показывает, что ком- 
понентой р-вектора X, Л...Лх, с индексом À служит минор р-го 
порядка матрицы X, имеющий Н множеством индексов строк. 


Рассмотрим теперь линейное отображение и модуля Е=А" 
в F— A"; пусть X — его матрица (из т строк и п столбцов) относи- 


тельно канонических базисов (е;)1 <;<п и (F;)ı<i<m модулей Е и К; по- 
p 


ставим своей целью найти матрицу р-й внешней cmenenu / и относи- 
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р p ᾽ ' es ‹ γα; 
тельно базисов (ex) и (fx) модулей ЛЕ и ЛР. Если (7,) — последо- 
вательность индексов, образующих К, расположенных в порядке 

р 
возрастания, то A и (ек)=и (е;) Л... Ли (e;,); поэтому элемент 
м | | 
матрицы отображения A и, стоящий на пересечении строки с индек- 


сом À и столбца с индексом К, есть нечто ΠΟΘ, как Н-я компонента 
D 
разложимого р-вектора Au (ex), τ. е. минор Хн,к матрицы À. 
р 
Иными словами, матрицей отображения Ли служит матрица 


(Хн, к) (из “ строк и (5) столбцов), образованная мино- 


рами р-го порядка матрицы Х (со знаком, установленным опи- 
р 
санным выше образом); мы будем обозначать ее Л À и называть 


р-й внешней степенью матрицы Х. 


4. Разложения определителя 


Вернемся к формуле (3), задающей определитель матрицы 
Χ--(ξι) п-го порядка. Пусть À — подмножество множества 
индексов [1,n], состоящее из р элементов (1 <р<п), H’ — его 
дополнение относительно [1,1] и (i) (соответственно (j,)) — 
последовательность индексов, образующих Н (соответственно H'), 
расположенных в порядке возрастания; можно написать 


TA... Am = Oy ar (Ri, А-..А % Л (Л... Л 2, _p)? 5 (8) 


где он н.=(— 1)”, a уозначает число Tex пар (i, 7), в которых ie, 
jeH mj<i($ 5, n° 9). В обозначениях из n° 3 umeem . 


ti Λ... A == У екХк.н, 
i K 
xj, A ых Λ Vi, — Den: H’> 
РЕ 1... 


где К пробегает множество всех подмножеств интервала И; п], 
состоящих из р элементов, а L — множество всех подмножеств 
этого интервала, состоящих из n—p элементов. Подставляя эти 
выражения в (8) и принимая во внимание таблицу умножения 
базиса (ен) внешней алгебры ($5, п° 9, формула (14)), мы видим, что 
ex Лег=0, если только L не равно дополнению А’ множества К 


ar 
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относительно [1, п]. Это приводит к следующей формуле для опре- 
делителя матрицы Х: | 


det X=0, x 2 Ок, кАк, нХк., We (9) 


Эта формула известна под названием лапласовского разложе- 
ния определителя матрицы Х по р столбцам с индексами из Н 
(или по п—р столбцам с индексами из Н’); миноры Xx, н И Хк, x 
называются дополнительными друг к другу. 


Важный случай лапласовского разложения имеем при р=1, 
H={j}; тогда для каждого множества K={i}, состоящего из 
одного элемента, Χκ, н=Ё,;; Xx’, н’ есть минор (n—1)-ro порядка, 
получающийся путем вычеркивания B X j-TO столбца и 1-й строки и 
_ обозначаемый далее X". Так как, очевидно, он, η’--(--1)γ1πρκ κ:-- 
--(--1᾽ ', το формула (9) принимает в этом частном случае вид 


det X= >) (— 18,8; (10) 
= 


ее называют разложением определителя матрицы X no ]-му столб- 
цу. Минор (—1)'*’X” называется алгебраическим дополнением 


элемента ξ;;. 


Отметим, что при заданном множестве HC [1,п] из р элемен- 
тов миноры Xx, н зависят лишь от элементов матрицы X, находя- 
щихся в столбцах с индексами, принадлежащими Н; из этого 
замечания вытекает, что если L — подмножество в [1, п], состоя- 
mee из п—р элементов и не совпадающее с дополнением Я’ к H, то 


2 Ок, к’Хк, HX x", p= 0. (11) 


Действительно, это выражение дает, с точностью до знака, лап- 
ласовское разложение (по столбцам с индексами i€ H) опреде- 
лителя, получающегося путем замены в определителе матрицы Х 
столбцов, индексы которых принадлежат H’, столбцами, индексы 
которых принадлежат L (с соблюдением расположения индексов). 
Так как H и L имеют по крайней мере один общий индекс, то этот 
новый определитель имеет по. крайней мере два одинаковых столбца 
и, значит (предложение 2), равен нулю. | 
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В частности, при k ” j имеем 
1 th __ 
Σ (— 1)'8,;X | (12) 
Pi 
Рассматривая определитель матрицы, транспонированной к X, 
мы, в силу предложения 4, снова получаем «разложения» для 
det X, на этот раз по строкам этого определителя. 


Замечание. Лапласовское разложение существенно опи- 
рается на ассоциативность внешнего произведения; было бы выгоднее 
прямо воспользоваться этим свойством, не прибегая к помощи фор- 
мулы (9). 

Примеры. 1) Определитель Вандермонда. 
Пусть (2+)! <;<п„- заданная последовательность п элементов кольца A. 


Определителем Вандермонда этой последовательности называется 
определитель n-TO порядка 


1 1 χο 1 
21 CRETE Zn 
V (21, 20, +, 2n)= 2? о .:: 4} Τε 
gn-l a * 50-1 
Покажем, что 
(21, «++ 2n)= || (2—2). (13) 
i<j 


Принимая во внимание очевидность утверждения при n—1, проведем 
доказательство индукцией по п. Для каждого индекса А > 2 вычтем 
из А-й строки (К — 1)-ю, умноженную Ha 21; значение определителя 
не изменится, и мы получим, что 

1 1 PS. | 


0 22—21 u = 
У (21, 29 +++) 2m) =] 0 2,(2,—2)) ei Ш (Bq 24) 
0 29°? (%2— 121) ... 2° (Zn —2ı) 


Разлагая этот определитель по первому столбцу и затем вынося из 
(к — 1)-го столбца получающегося так минора множитель Ζμ — 2; 
(2 < Ех п), будем иметь 


Г (21, 29 +++, 2n) = (20 — 21) (23—21)... (Zn — 21) V (20, ..., Zn), 
откуда и следует справедливость формулы (13). 


2) Рассмотрим квадратную матрицу п-го порядка, имеющую вид 
«квадратной клеточной матрицы» (гл. II, 8 6, n° 5): 


= ; 3 
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Покажем, что 
det X = (det У) (det 7). (14) 


Пусть À — порядок матрицы У; столбцы x1, Le, ..., хи матрицы X 
принадлежат подмодулю, имеющему базис 6ι, Es, ..., hs и, в силу 
формулы (3), 


iy δ... АУ A... ~ As. (15) 
С другой стороны, для каждого индекса i > h можно написать > 
=2;+2;, где x; — линейная комбинация элементов Ey, ..., ел, а οἱ — 
линейная комбинация элементов ел. 1, ..., me В силу (15), для каждого 


[> № имеем тогда x, A... Ля, Ax:—0, и значит, 
HA. AL, SATT A... Au Ales А... Аа 
Но так как, по определению detZ, 
т Kiss Ne с eK csc Tet 


TO мы и получили формулу (14). 
Из нее индукцией по р сразу следует, что если À имеет вид кле 
точной матрицы 


Ху X 19 eee Nip 
© Е. 7. 
Х = ыы ыы 
() 0 . Г №. App z 


где все матрицы, находящиеся под диагональю, нулевые, то 


det Х = (det X,,) (det Xoo)... (det Xp). 


Выражение для обратной матрицы. Применение 
и линейным уравнениям 


οι 


Пусть Α--(αι;) — заданная квадратная матрица п-го порядка 
над коммутативным кольцом С с единицей; положим β’'--(--1)΄΄Α"7 
(алгебраическое дополнение элемента &,;); формулы (10) и (12) до- 
пускают следующую запись: 

у τι 
У git ” 
Е В din = Sin det A, (16) 
i= 1 
где Ö,, — кронекеровский символ; обозначая через В квадрат- 
ную матрицу (6), можно записать соотношение (16) также 
в виде 


BA = (det А). Г. (17) 
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Рассматривая разложения определителя матрицы А по ее 
строкам, получим аналогично формулу 
АВ = (det А). Г... (18) 


Нринимая во внимание следствие 2 предложения 1, мы видим, 
таким образом, что справедлива следующая теорема: 


ТЕОРЕМА 2. Для того чтобы квадратная матрица над кол- 
мутативным кольцом С (с единицей) была обрати мой, необходимо 
и достаточно, чтобы ее определитель был обратимым в С. 


Матрица А —(A') есть не что иное, как (п — 1)-я внешняя cme- 
пень матрицы А. Формулы (17) и (18) показывают, что если А об- 
ратима, то обратная к ней матрица получается путем взятия 
матрицы, транспонированной к А, умножения в этой матрице 
{-й строки на (—1)' и 7-го столбца на (—1)’ для всех ё и рот 1 доп 
и, наконец, умножения полученной матрицы на wer A)! (см. 
$ 8, предложение 5). 


Рассмотрим на кольце С систему п линейных уравнений с п 
неизвестными 


τι 4 
Basan (<i<n). (19) 
= | 
При обычном отождествлении матрицы из одного столбца, обра- 
зованного элементами &; (соответственно Π;), с элементом х= (&,) 
{соответственно y=(N,)) из С”, система (19) записывается также 
(гл. II, $ 6, n° 4) в виде | 

Ar=y. | (20) 


Пусть u — эндоморфизм х—> Ах C- -модуля [ утверждение, 
что уравнение (20) имеет (по крайней мере одно) решение для 


каждого УЕ С”, равносильно утверждению, что и есть отобра- 
τι N 


жение модуля Ё=С" на себя; Torgau Л u отображает A Ё на себя; 
n n 


но A E изоморфно С-модулю С, а A и есть гомотетия z— (det A) 2 
n 


модуля ЛЕ; поэтому существует μες такое, что u (det А)=1, 
иными словами, det А обратим в С. Обратно, согласно теореме 2, 
обратимость det А в С влечет, что U есть автоморфиви ΜΉΝ В. 
В итоге имеем: 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ 9. Для того чтобы система п линейных уравне- 
ний с п неизвестными на коммутативном кольце (с единицей) 
обладала по крайней мере одним решением при любых правых 
частях, необходимо и достаточно, чтобы определитель матрицы 
этой системы был обратимым; и в этом случае решение системы 
единственно. 


Полагая A=det А, получаем из (17) и (20), что 
ae = By, (21) 


Ag, = (Nein, A" (l<i<n) 


или, иначе, 
AE, =A, 


1 


(1<i<n), (22) 


где A, означает определитель, получающийся из А путем замены 
его i-ro столбца столбцом y—(n;). Если А обратим, единственное 
решение системы (19) задается формулами (22), называемыми 
формулами Крамера. Кроме того, принимая у=0О, получаем 


из (22) 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Если однородная линейная система п урав- 
нений с п неизвестными на коммутативном кольце обладает не- 
нулевым решением, то определитель ее матрицы является дели- 
телем нуля. 


Можно показать, что это необходимое условие также достаточ- 
но ($ 7, упражнение 2). 


Замечание. Формулы Крамера могут быть получены также 
следующим образом. Обозначим столбцы матрицы A через а; (1<1<п); 
тогда система (19) равносильна уравнению 


τι 


У αξ;--ν (29) 


j=1 
на E-—C”, Умножив (внешне) обе части формулы (23) слева Ha αι À ..- 
... Ла; 1, а справа — на а;.1 À ... Aan, получим 


aA ... Aan=a, Л ... Ла; :ЛуЛа; 1 Л ... Aan, 


что, в силу формулы (3), равносильно формуле (22). 
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Упражнения. 1) Если в определителе А п-го порядка заменить. 
1-Й столбец для каждого индекса i суммой всех столбцов с индексами 
ΞΕἱν то получится определитель, равный (—1)""1(n—1)A. Если в А 
из 1-го столбца для каждого индекса i вычесть сумму всех столбцов. 
с индексами -Εἰ, то получится определитель, равный —(п— 2) 2ΊΓΙΛ, 

2) Пусть A=det (a;;) — определитель п-го порядка; для всех i 
и тот À до n—1 положим | 


В; | Ong 1, j+1 
ii = 
. (+1, 7 1; +1, 7+1 


оказать, что определитель det (В;. п—1)-го порядка равен 
р ij р р 
без... Eine 
3) Доказать тождество 


T1 Y1 013 Ua ++. Gin 
Mo Lo Ya 024 + «+ Aon 
ληλοζα Mots La Уз ows Asn = 
ληλο ... oe À ... hin itn Аз eee А Aa eee A un eee In 


= (21 — Aıyı) (£3—Asys) ++. (Ln-1—An-1Yn-1) Tn- 
Вывести из него следующие тождества: 
: ἘΠΕ ЗВ SE | 
by αι αι...αι 
bi by ag... аз | = (а: — 61) (a2— Da) ... (an — ἔῃ), 


bj bo Da +s My 


a,b; aıba a103 Ces CAS | 
aıba Ags 4263 cas aby 
а16з 4203 азбз ... agbn |=aıbn (4561 — 4162)... (Andn-ı —An-ıdn)» 


аз eee an A304 er e@ Anbı da eee Ano 1b, eee aıbabz eee ба | 
bobs cee By, аза4 eee an da eee апа165 eee 414263 eee | 


isda wee Dy бб... Bi Gy «sw О ... ОД vss Du 1156 
2.4: -„. By боба... Bohr Masse Og bye nn ана, s+ Ty» 
= (4100 ... аа —6165 ... bn} 1, 
= u зах À 
αι 5 %...а: 1 
Oy δι 5 cer + 


--(α--αι)(α--αχ) ... (α--αῃ), 


5 
γώ 
5 
[52 
& 
55 
& 
> 
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го Gy ss ” 
Qj а X ... an |=(@+a,+a,+...+4n) (ᾱ--αι) (α--αο)... (ᾱ--αγ). 
OG № sis 


{Свести последний определитель к предыдущему. | 
4) Вычислить определитель 


Аи = bo Go + Do Da aac bs 
by u But 


{Выразить A, © помощью A,_:.] 
..5) Предполагая а; и 6; элементами поля такими, что a; {+ 6,-=0 
для каждой пары индексов (1, 7), доказать, что 


о (2; —4;) (bj —b;) 
(pe 
ие ZT] (Е) 


1,3 

6) Показать, что если X — матрица из п строк и т столбцов, 
У — матрица из р строк и п столбцов. так что их произведение Z = 
—= УХ есть матрица из р строк и т столбцов, то при п< 4 миноры 
9-го порядка матрицы Ζ равны нулю, a при д < п они задаются фор- 
мулой 


Z,, Н— 2 Tr. KK. H’ 


где К пробегает множество всех подмножеств интервала [1, п], состоя- 
щих из 4 элементов. [Воспользоваться формулой (8) $5.] 

7) Пусть A=det (a;;) — определитель n-ro порядка; обозначим 
через Δ; для каждого индекса i определитель, получающийся путем 
умножения в A каждого элемента a;; (1 < } < п) на β;. Показать, что 


Ba Bat + An = (В.Н Bo + ... + Ви) А. 
[Разложить Δ; по 1-й строке.] 

8) Пусть A—det(a;;) — определитель n-ro порядка и oO — под- 
становка из ©„; пусть, далее, А; для каждого индекса i (Lin) — 
определитель, получающийся путем замены в A каждого элемента Q;; 
(1<j<n) элементом dj oj): И р — Число индексов, инвариантных 


относительно подстановки о. Показать, что 


АВА ад, 


{Tor же метод, что и в упражнении 7.] 
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9) Пусть A — квадратная матрица п-го порядка, В — ee под- 
матрица из р строк и 4 столбцов и С — матрица, получающаяся путем 
‚ умножения в A каждого элемента из В на один и тот же скаляр а. 
Показать, что каждый член полного разложения определителя ма- 
трицы С равен соответствующему члену полного разложения опреде- 
лителя матрицы A, умноженному на скаляр вида a’, где r > p+-q—n 
и зависит от рассматриваемого члена. [Образовать для det С надлежа- 
mee лапласовское разложение. | 

10) Пусть Ги А — определители п-го порядка, Н и К — любые 
два подмножества интервала [1, п], состоящие каждое из р элементов, 
(ik) (соответственно (ἠγ)) — последовательность, полученная путем 
расположения членов множества Н (соответственно К) в возрастаю- 
щем порядке; пусть, далее, Гн, к — определитель, получающийся 
путем замены в Г каждого столбца с индексом iz (1 < k < р) столбцом 
определителя A с индексом Jr, и аналогично Ак, H — определитель, 
получающийся путем замены в Л каждого столбца с индексом 7, (1 < 
<k< p) столбцом определителя Г с индексом iz. Показать, что для 
каждого НС [1, п], состоящего из р элементов, 


ГА = 2 ΤῊ, КАК, Π' 


тде К пробегает множество всех подмножеств интервала [1, п], состоя- 
щих из р элементов. [Воспользоваться формулами (9) и (11).] 
11) Пусть А — определитель квадратной матрицы Х п-го порядка 


р 
и Δρ — определитель квадратной матрицы Λ Х, порядка ("). Пока- 


зать, что 


(") 


Воспользоваться формулами (9) и (11).] 

12) Определитель det (a;;) n-ro порядка называется центросим- 
‚метрическим (соответственно косоцентросимметрическим), если 
An_i+1, n-j+1= 94; (соответственно Ay_j41,n-j41 = —4;) для всех ἱ Ἡ ]. 

а) Показать, что центросимметрический определитель четного 
порядка 2р можно представить в виде произведения двух определи- 
телей р-го порядка, а центросимметрический определитель нечетного 
порядка 2р-|-1 — в виде пройзведения определителей р-го и (p+1)-ro 
порядков. | 

6) Показать, что косоцентросимметрический определитель чет- 
ного порядка 2р можно представить в виде произведения двух опре- 
делителей р-го порядка. Косоцентросимметрический определитель 
нечетного порядка 2p+1 над А равен нулю, если в А соотношение 
2Е =0 влечет E=0, и представим в`виде произведения Opp и двух 
определителей р-го порядка в противном случае. 


ApAn-p = А 
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13) Пусть A=det (a;;) — определитель n-ro порядка u Δι; — 
минор (п—1)-го порядка, дополнительный к @;;. Показать, что 


11 Oyo --. Ain Ti 
αι 52... Aen Ta Le 
= Az — У (— О A,,;2iy;- 
Qn1 Ono--- Ann In 3 
Y1 Yo + Yn 2 


Показать, что если A=0, а элементы @;; принадлежат полю, 
то определитель, стоящий в левой части, является произведением 
линейной формы OT 21, Los ..., хи на линейную форму OT γι, Yo; + Yn- 
[Воспользоваться упражнением 11 $5 и упражнением 6 $ 6 главы 11.] 

Привести пример, где этот результат теряет силу, когда кольцо 
скаляров A не является полем. [Принять за A кольцо Z/(6) и п рав- 


ным 2.] 
14) Доказать тождество 
0 1 1 | win 1 
м aı tag ag ... a) ta, 
1 a+a 0 ад аз ... аРап τ. 
1 Asa, Ag а> 0 ... аз-- ап ir an pa @1... 4410141... «ἄρ. 
тата вто ат... ϐ 


[Использовать упражнение 13.] 


$ 7. Определители над полем; разложимые р-векторы 
над векторным проетранетвом 


В этом параграфе рассматриваются лишь конечномерные 
векторные пространства над полем. 


1. Свободные системы разложимых р-векторов 


ТЕОРЕМА 1. Пусть Е — векторное пространство конечной 
размерности, п над полем. Для того чтобы р векторов x; (1<i< p) 
образовывали в E свободную систему, необходимо и достаточно, 
чтобы разложимый р-вектор TA... AT, не равнялся нулю. 

Действительно, если векторы 7, образуют зависимую систему, 
то один из них равен линейной комбинации других (гл. П, $5, 
предложение 1); при его замене этой комбинацией внешнее про- 
изведение ΖΛ... AX, разлагается в сумму внешних произведе- 
ний, содержащих каждое два одинаковых множителя и, следо- 


вательно, равных нулю. 
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Если, напротив, x, образуют свободную систему, то BE суще- 
7 1 
ствует п—р других векторов, образующих вместе с векторами ZT; 


базис пространства E; р-вектор x, A ...Azx, будет тогда (с точ- 
р 
ностью до знака) элементом соответствующего базиса для AE 


{8 5, n° 6) и, значит, не равен нулю. 


Теорема и ее доказательство непосредственно распространяются 
на бесконечномерные векторные пространства. По поводу обобщения 
на модули над кольцом см. упражнение 2. 


ПрьеЕдложЕНИЕ 1. Ранг Q(X) матрицы X над полем К равен 
наибольшему из целых р, для которых в Х существует по крайней 
‚мере один ненулевой минор р-го порядка. 

Действительно, о(Х) есть наибольшее число линейно незави- 
симых столбцов матрицы X (гл. Il, $6, n° 7), иными словами 
{теорема 1), — столбцов, внешнее произведение которых отлично 
от нуля; но тем самым предложение доказано, поскольку компо- 
ненты внешних произведений произвольных р столбцов матрицы 
Х — это, с точностью до знака, не что иное, как ее миноры р-го 
порядка ($ 6, n° 3). 


Из этого предложения получается новое доказательство тео- 
ремы 2 $6 для частного случая квадратных матриц над полем: 
как мы знаем (гл. II, $6, предложение 4), для обратимости 
такой матрицы необходимо и достаточно, чтобы ее ранг равнялся 
ее порядку, а в силу предложения 1 для этого в свою очередь 
необходимо и достаточно, чтобы определитель матрици не равнял- 
ся нулю. | | 


2. Применение определителей 1: решению линейных 
уравнений над полем 


Понятие определителя позволяет представить в сжатом виде 
условия существования решений системы (скалярных) линейных 
уравнений над полем К и выражение для решений такой системы, 
когда они существуют. 

Рассмотрим систему т линейных уравнений с п неизвестными 
над А: | 


> a= Bi (<i<m). (1) 
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Матрица À = (0, ;) этой системы имеет тем самым т строк и п столб- 
цов. Пусть В — матрица из т строк и п--1 столбцов, полученная 
путем окаймления А (n-+1)-Mm столбцом (P,); как мы знаем (гл. Il, 
$ 6, предложение 5), для того чтобы система (1) обладала реше- 
нием, необходимо и достаточно, чтобы А и В имели одинаковый 
ранг. Предположим, что А — матрица ранга р (который предло- 
жение 1 в принципе позволяет вычислить) и что первые р ее столб- 
цов a, (1<i< р) образуют свободную систему (чего всегда можно. 
добиться, подвергнув индексы j надлежащей подстановке); для 
того чтобы В была матрицей ранга р, необходимо и достаточно, 
чтобы столбец у = (В;) являлся линейной комбинацией столбцов 
а., иначе говоря (теорема 1), чтобы 


A... Ad, Лу=0, 


или еще чтобы все миноры (р--1)-го порядка в В, столбцы которых 
имеют индексы 1,2,.... ри п-- 1, равнялись нулю. 


17 


Допустим, что это условие выполнено и, кроме того, первые р 
строк матрицы А линейно независимы (чего всегда можно добить- 
ся, подвергнув индексы i надлежащей подстановке); тогда мно- 
жество всех решений системы (1) совпадает с множеством всех 
решений системы, образованной первыми р уравнениями (1) 
(гл. П, $4, теорема 2). Иными словами, можно предполагать, 
что р=т и, следовательно, п > т; при произвольном задании эле- 
ментов €,,,, (1 <h<n— т) элементы Е, с индексами < т будут onpe- 
деляться системой т уравнений с т неизвестными 


т n—m 

к / = р 
2 651 — B; 2 =. Est (1 SU m), (2) 
j= = 


a по предположению определитель А этой системы, являющийся 
не чем иным, как минором матрицы А, образованным ее первыми 
т столбцами, отличен от нуля; тем самым система обладает един- 
ственным решением, причем оно задается формулами Крамера 
($6, предложение 5). 


Отметим еще, что теорема 1, примененная к случаю p=n, 
позволяет вновь получить, в пополненном виде, предложение 6 
$ 6 относительно системы п однородных линейных уравнений 
с п неизвестными: 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Для того чтобы однородная линейная система 
п уравнений с п неизвестными, над полем обладала ненулевым реше- 
нием, необходимо и достаточно, чтобы определитель ее матрицы 
равнялся нулю. 


3. Векторные подпространства и разложимые D-66K- 
торы 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Пусть 2 — ненулевой р-вектор над. вектор- 
ным пространством Е; векторы zEE, для которых zAxr=0, 
образуют в Е векторное подпространство V,; при этом, если 
(1;)1<1<а—свободная система векторов us V,, то 4< р u существует 
(р— 4)-вектор v такой, что z2=vAzx, Л... Ax,. 

Действительно, образуем базис пространства Ё, первыми q 
векторами которогослужат 2η, ..., 2) (гл. II, $ 3, теорема 2); пусть 
2 ., Ty — остальные векторы этого базиса. В обозначениях из 


n° 6 $5 можно написать == У анхн, где Н пробегает множество 
Н 


9+1? >? 


всех подмножеств интервала [1, n], состоящих из р элементов; 
из выполнения соотношения ΖΛ4; —=0 для индекса i вытекает 
тогда, что ан =0 для каждого H, не содержащего i; так как по 
предположению ΖΛ 42; =0 для всех i OT 1 до 4, то мы видим, что. 
ан = 0 для всех H, не содержащих интервала [1,9] _N. Поэтому 
P> q u существует (р — q)-BEKTOP υ такой, что 5=0 Дл. Л... Ax,. 


Следствие 1. Для каждого ненулевого р-вектора 2 над вектор- 
ным пространством E имеет место неравенство dimV.<p; для 
разложимости = необходимо и достаточно, чтобы dim V, = p. 

Неравенство dim И, <р сразу следует из предложения 3, по- 
скольку каждая свободная система в V, содержит не более р эле- 
ментов; если dim V, = р, то для установления разложимости нужно 
взять в предложении 3 в качестве (X,) базис подпространства У.; 
обратное очевидно, ибо если &=у.Л... Лу, =-0, то векторы у; 
(1<:< р) образуют свободную систему (теорема 1) и принадле- 
жат V,, а значит, И, р-мерно. 


Если р-вектор 2 и вектор х отнесены к какому-нибудь базису 
ei)i<i<p пространства E, то соотношение #Лх=0 равносильно 


п as w 
системе 4 4 к однородных линейных уравнений для компонент 
‚ КР 
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вектора x; необходимые и достаточные условия, которым должны 
‚ удовлетворять компоненты р-вектора 2, чтобы он был разложимым, 


получим, написав, что ( MES ΤΙ линейных форм, стоящих в левых 


частях упомянутых уравнений, являются линейными комбинациями 
каких-нибудь п — р из них (см. $ 8, упражнение 6). Компоненты р-век- 
тора 2 иногда называют его грассмановскими координатами относи- 
тельно базиса (е;). Ἢ 


Следствие 2. Пусть (2;)i<i<p и (Yi)i<i<p — 06e свободные 
системы р векторов векторного пространства Ё. Для того чтобы 
(ненулевые) р-векторы & Л... AXp и ИЛ... Ay, отличались друг 
от друга лишь свалярным множителем, необходимо U достаточно, 
чтобы (р-мерные) подпространства, порожденные соответственно 
векторами Ly, ..., Tp U У:, «++ Ур, совпадали. 


Таким образом, каждому ненулевому разложимому р-вектору 
Z соответствует р-мерное векторное подпространство V, про- 
странства Ё; каждая (свободная) система (2;)ı<i<p р векторов из 
Е такая, что Z=2,A...AZp, является базисом этого подпростран- 
ства V,; мы будем называть У, векторным подпространством, 
определяемым разложимым р-вектором 2. Следствие 2 предложе- 
ния 3 показывает, что каждое р-мерное векторное подпространство 
может быть определено разложимым р-вектором и что все разло- 
жимые р-векторы, определяющие одно и то же подпространство, 
отличаются друг от друга лишь ненулевым скалярным MHO- 
жителем. | 


Замечание. Пусть (21) +<ри (Yil)ı<i<p два базиса одного 
и того же р-мерного подпространства У пространства Е; пусть 


р 
у; = > Qt; (1<i<p) и А — квадратная матрица (Q;;) р-го порядка 


(матрица перехода "oT базиса (x;) к базису (y;) (гл. II, § 6, n° 9)). 
Согласно определению определителей (и предложению 7 $ 5), имеем 
УЛ... Лур= (49% А) яж. A... Ax,. Для равенства разложимых р-век- 
торов IA... Azp u у Л...Лу» необходимо и достаточно, чтобы 
матрица перехода от (x;) к (νι) была унимодулярной. 

Пусть E отнесено к определенному базису (ei)i<i<n’ отнеся каж- 


дому свободному семейству (2j)ı<j<p р векторов пространства Е 


матрицу X из п строк и р столбцов, J-U столбец которой для каждого ] 
(1 <j < р) образуют компоненты вектора X; относительно базиса (e;), 
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мы получим взаимно однозначное отображение свободных семейств 
из р векторов пространства Е (имеющих [1, р] своим множеством 
индексов) на множество Ly, „ (К) всевозможных матриц из п строк и р 
столбцов над полем К, имеющих ранг р. Если Х и У — матрицы из п 
строк и р столбцов, соответствующие описанным способом свобод- 
ным системам (Zi) <icp и (У <ic<p> то для равенства р-векторов 
mA... Axp u yıA... Лур необходимо и достаточно, чтобы существо- 
вала унимодулярная квадратная матрица A р-го порядка такая, что 
Y=XA. Тем самым определяется взаимно однозначное отображение 
множества всех разложимых р-векторов над E на фактормножество 
множества L, n (К) по отношению эквивалентности: «существует уни- 
модулярная квадратная матрица A р-го порядка такая, что Y —X A». 


Предложение 3 позволяет перевести некоторые свойства под- 
пространств пространства Ё в свойства разложимых р-векторов, 


определяющих эти подпространства. Так, например, имеем сле- 
дующие предложения: 


ПрЕдложЕНИЕ 4. Пусть Vu W — векторные подпространства 
пространства Е, имеющие соответственно размерности ри 4; 
предположим, что р<4, и пусть V— разложимый р-вектор, 
определяющий У, и ш — разложимый g-eekmop, определяющий W. 
Для того чтобы VW, необходимо и достаточно, чтобы существо- 
вал (4— р)-вектор и такой, что W=U À v. | 

Это предложение есть непосредственное следствие предложе- 
ния 3, примененного к разложимому 4-вектору w и р векторам, 
образующим базис подпространства И. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 9. Дусть У и W — векторные подпространства 
‚ пространства Е, имеющие соответственно размерности р и 4, 
р — разложимый р-вектор, определяющий V, и w — разложимый 
4-вектор, определяющий W; для того чтобы УГ] = {0}, необхо- 
димо и достаточно, чтобы VA ш-=0; разложимый (p + а)-вектор 
vAw определяет тогда подпространство V--W. 

Действительно, если Vf}W имеет размерность г>0, то суще- 
ствует разложимый г-вектор 2, определяющий УП’, такой, что 
р будет произведением Z и некоторого (р — г)-вектора, W — произ- 
ведением 2 и некоторого (4 — г)-вектора; но тогда VAw=O0. Если, 
напротив, УПИ’ = {0}, то сумма V+W прямая; поэтому, если 
(1;)1<:<р — базис подпространства V, а (y;)i<j<q— базис под- 
пространства W, то p+q векторов x, и у, образуют базис 
28 H. Бурбаки 
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подпространства V + И’, u их внешнее произведение есть ненулевой 
разложимый (р + 9)-вектор, определяющий V + И’; но (следствие2 
предложения 3) оно лишь ненулевым скалярным множителем 


отличается OT DVAUu. 


Пусть E — (n+-1)-mepnoe векторное пространство над полем К; 
p+1 
в векторном пространстве F= A Е (0 < p<n) размерности h= 


== sun \ множество D „.ı (Е) всех ненулевых разложимых (p-+1)-Ber- 
торов насыщено по отношению Δ(Ι}: «существует À == 0 такое, что v— Au» 
между ии v (гл. Il, Приложение ПТ, n° 1). Его канонический образ 
Gp+ı (E) в проективном пространстве P(F) размерности h—1 назы- 
вается (p+1)-M грассманианом пространства E (или проективного 
пространства P(Æ)). Согласно предыдущему, существует канониче- 
ская биекция (ρει (Е) на множество всех (p-+1)-MepHEIX векторных 
подпространств пространства Ё (или на множество всех р-мерных 
проективных линейных многообразий пространства P(E)). В случае, 
когда E=K"*'l, вместо Gpy,,(#) пишут Gy, p (K). 


Упражнения. 1) Пусть Х — матрица над полем. Для того 
чтобы она была матрицей ранга р, достаточно, чтобы она содержала 
такой ненулевой минор р-го порядка, что все содержащие его миноры 
(p+1)-ro порядка равны нулю. [Показать, что каждый столбец 
матрицы Х будет линейной комбинацией тех р столбцов, которым 
принадлежат элементы указанного минора.] 

*2) Пусть Е — модуль над коммутативным кольцом С, имеющий 
конечный базис, состоящий из п элементов. 

a) Для того чтобы р элементов. x; (1 <i< р) модуля Е образо- 
вывали зависимую систему, необходимо и достаточно, чтобы μαι A... 


... Лр=0О для некоторого скаляра и-=0. [Для установления доста- 


точности условия рассмотреть матрицу А из п строк и р столбцов, 
образованную компонентами элементов х;; свести к случаю, когда 
произведение некоторого минора (р — 1)-го порядка матрицы A 
на ц не равно нулю; далее, записать, что произведение Ha U каждого 
из миноров р-го порядка, содержащих этот минор (р — 1)-го порядка, 
равно нулю, и воспользоваться формулой (12) $ 6.] 

В частности, если р > п, элементы x; всегда образуют зависимую 
систему. 

6) Показать, что если (х;) — свободная система р элементов моду- 
ля Е, то при 4 < р 4-векторы #,,, где Н пробегает множество всех 


подмножеств интервала [1, р], состоящих из 4 элементов, образуют 


A 
свободную систему в ΛΕ. |Использовать а).] 
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в) Вывести из a), что если столбцы квадратной матрицы п-го 
порядка над С линейно независимы, то также строки этой матрицы 
линейно независимы. [См. гл. II, § 6, упражнение 3.] 

3) Пусть Е и F — С-модули, обладающие конечными базисами, 
состоящими соответственно из т и п элементов. Для того чтобы линей- 
ное отображение и модуля E 8 F было изоморфизмом Е в F, необходимо 
и достаточно, чтобы т < и и для матрицы À этого отображения отно- 
сительно произвольных базисов в E и F не существовало бы скаляра 
1-0, произведения которого на все ее миноры т-го порядка равня- 
лись нулю. [Использовать упражнение 2.] При выполнении этих усло- 

р D р 
вий, Λ для каждого р < т есть изоморфизм A EB AF. 
4) Пусть 
=. 
У чл; =Вв (A<i<m) 
1=1 
— система т уравнений с п неизвестными на коммутативном коль- 
це С. Пусть, далее, x; (1<]=<лп) — столбцы матрицы A=(a;;) этой 
системы и у=(В;); предположим, что в A все миноры порядка > p 
равны нулю, но 7. À ... A®%p=0. Для того чтобы система имела pe- 


шение, необходимо, чтобы 2. Л... Ля,» Л у=0. 


Обратно, если это условие выполнено, то в С существуют n+! 
элементов &; (1 <7 <n-+1) таких, что &,,,0 и 
nr 
У 9438; =В Е, ‘И <i<m). 
j=1 
*5) Пусть E и F — модули над коммутативным кольцом A, обла- 
дающие конечными базисами, состоящими соответственно из т и п 
элементов, и — линейное отображение E в Ги X — его матрица отно- 
сительно произвольных базисов BE и F. 
а) Если m > п и существует обратимый минор п-го порядка 
матрицы X, то и есть отображение E на F. 
6) Показать, что если, обратно, и есть отображение E на F, то 
m > пив À существует ненулевой минор n-ro порядка. Если, кроме 
того, идеал кольца 4, порождаемый необратимыми элементами этого 


кольца, отличен от A, тов À существует обратимый минор п-го порядка. 
Γ | 
[Рассмотреть внешнюю степень A u.] 


в) Пусть В — коммутативное кольцо с единицей и À — кольцо 
BXB (гл. I, $8, n° 10). Привести пример такого линейного отобра- 
жения Α-ΜΟΠΥΠΗ A? на модуль A, чтобы все элементы его матрицы 
(относительно канонических базисов модулей A? и A) были делителями 
нуля. . a 
6) Пусть u и v — разложимые р-векторы над векторным про- 
странством Е. Для разложимости р-вектора u-+-v необходимо и доста- 

28’ 
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точно, чтобы пересечение подпространств, определяемых COOTBET- 
ственно р-векторами и и v, имело размерность >p — 1. 


7) Пусть z= У! анен — ненулевой разложимый р-вектор над 
H 


векторным прос ранством FE, выраженный через свои компоненты 


относительно произвольного базиса (e;);—;—, этого пространства; 
= 


G — множество р элементов интервала [1, п] такое, что ас-=0; 
(ih) <, <р-— Последовательность, полученная путем расположения 
SU = 


индексов из С в возрастающем порядке, и (7x)4 <k<n—p — Последова- 
eg 


тельность, полученная путем расположения в возрастающем порядке 
индексов дополнения С’ к С относительно [1, п]. Пусть, далее, Вл» 
для любой пары (1, k) индексов таких, что 1 < А <р, 1 < К<п-р, 
есть компонента @,, р-вектора 2, соответствующая множеству 
НС 11, п], образованному р — 1 индексами из С, отличными OT in, 
и индексом 7, и À — матрица (rx) из р строк и п — р столбцов. 
Пусть, наконец, Г, — произвольное множество р элементов интервала 
И, п] такое, что Г, (| CG содержит 4 > 1 элементов. Показать, что 
(ag)? Тат, равно минору 4-го порядка матрицы Х, образованному 
строками с индексами À, для которых in€eG[) СГ, и столбцами 
с индексами К, для которых Jp EL [|] CG. [Записать, что z имеет вид 
AGY1 À ..: ЛУр, THe векторы у; таковы, что в матрице У из п строк 


и р столбцов, столбцы которой образованы компонентами этих век- 
торов, подматрица, составленная из строк, индексы которых принад- 
лежат С, является единичной матрицей р-го порядка.] 

8) Показать, что коммутант линейной группы GL, (К) обратимых 
квадратных матриц n-TO порядка над полем К совпадает с группой 
матриц, определитель которых равен 1, за исключением того случая, 
когда n—2, а К есть поле Z/(2) из двух элементов. [См. гл. II, $ 6, 
упражнение 9.] 


$ 8. Двойственноеть для внешней алгебры 


Всюду, где не оговорено противное, модули, рассматриваемые 
в настоящем параграфе, — это унитарные модули (над комму- 
тативным кольцом), имеющие конечный базис. 


1. Знакопеременные линейные формы и антисимме- 
трированиые ковариантиные тензоры 


Пусть E — унитарный А-модуль с конечным базисом. Как мы 


р 
видели ($1, nn’ 5 и 7), модуль, сопряженный к модулю ФЕ 
контравариантных тензоров р-го порядка над Ё, канонически 
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р eld 
отождествим с модулем &) Е* ковариантных тензоров р-го порядка 
над А, так что по отождествлении каноническая билинейная форма 


(2,2) (гл. IL, ἃ ап 4) ва (& E)x (& E*) определяется соотно- 
шением 

Шо... Ох. о. Фе, м). а Ш 
каковы бы ни были х, ЕЕ и т. Е Е*. Каждый ковариантный тен- 


ΡΝ 


Ῥ 
300 2’ € &) E* отождествляется так с линейной формой 2 — (2, 2’) 


на (X) Е. 


р 
Исследуем, с какой линейной формой на &) Ё отождествляется 
тензор 02’ ($5, n° 1), где о — произвольная подстановка из ©,. 
Заметим для этого, что имеет место тождество 


(σα, 02’) = (2, 2); (2) 
по линейности достаточно доказать его для разложимых тензоров 
2=41,©...©@я, и 2--α),ς... © тр; HO в этом случае левая 

р 


часть формулы (2), по определению, равна [| (2σ-ι()» Хо-ца)); B CMY - 


i=1 
же коммутативности А, это выражение равно правой части 
формулы (1) и тем самым равно (5, 2’). 
Заменив теперь в (2) 2 на в 12, получим 

(ое. | (3) 
Иными словами, в силу формулы (4) $ 5, линейная форма, с кото- 
рой отождествляется тензор 02’, получается путем применения 
к линейной форме, отождествляемой с 2’, оператора σ в соответ- 


р 
ствии с определением внешнего закона (0, 5) —> σρ на £ (69 Е. F) 
SH 11 
Из тождества (3), умножая обе его части на ἔς = Eg-1 и суммируя 
по о, получаем 
(2,02 } = (68, 2). (4) 


р 

Иными словами, линейная форма на GE, отождествляемая 
с результатом антисимметрирования ковариантного тензора 2’, 
есть не что иное, как результат антисимметрирования линейной 
формы, отождествляемой с Ζ΄. 
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2. Модуль, сопряженный в внешней степени 
Найдем теперь модуль, сопряженный к р-й внешней степени 


yp 
ЛЕ. Как мы знаем ($ 5, n° 5), существует (каноническое) взаимно 


р 
однозначное соответствие между линейными формами на ΛΕ 


р 
и знакопеременными линейными формами на © E. Так как E обла- 


р 
дает базисом, то знакопеременные линейные формы на СЕ совпадают 
с антисимметрированными ($35, теорема 1). Но поскольку E 
обладает конечным базисом, антисимметрированные линейные 


р 
формы на ОЕ отождествимы (канонически) с антисимметриро- 
ванными ковариантными тензорами р-го порядка над E (n° 1). 
Наконец, так как Ё* обладает базисом, то существует канониче- 


ский изоморфизм модуля антисимметрированных ковариантных 


| р 
тензоров р-го порядка над Ё на р-ю внешнюю степень | E* ($5. 


предложение 6). 
Таким образом, в силу этих замечаний, можно установить 


р 
канонический изоморфизм модуля, сопряженного к Л Ё, на модуль 


р 
ЛЕ*. Для точного определения этого изоморфизма достаточно 


р 
указать линейную форму ] на ЛА, которой соответствует раз- 
ложимый р-вектор & Л... A Lp на E* ($5, n°5, схолия); с дру- 


гой стороны, значения f будут известны для каждого р-вектора 
ад Ё, если они известны для каждого разложимого р-вектора 
Л... At, ($5, n° 5, схолия). Но, согласно предыдущему. 
{ канонически соответствует ковариантному тензору 


’ ’ à / / 
α(α; Ὁ... Qi) = Ува) ® ...® σσ). 
σ 


р 
Этот последний отождествим с линейной формой на QE , значе- 
нием которой для тензора 2, ©... & %,, принимая во внима- 
ние (4), служит 


ба όριο, Рано Όθων, Lp). (5) 
σ 
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Так как x, À ... AZ, есть канонический образ 2.6... ®т, 


р 
в ЛЕ (§ 5,n° 5), то выражение (5) и есть искомое значение 
f(t, Л... Az,); согласно формуле (5) $ 6, это выражение есть 
не что иное, как определитель матрицы ((х,, т;)). Иными словами, 
справедлива следующая теорема: 


ТЕОРЕМА 1. Пусть E — модуль над коммутативным кольцом 
р 
A, имеюииий конечный базис. Линейное отображение модуля N Е*в 
р 
модуль, сопряженный к N ЕЁ, относящее каждому разложимому р-век- 
р 
mopy x, Л... A x над E* линейную форму f na A Е такую, что 


(ai Л... Лт») = 96% ((x;, z;)) 


Эля каждого разложимого р-вектора над EH, есть изоморфизм модуля 
р р 
ЛЕ* на модуль, сопряженный в ЛЕ (называемый, как и изомор- 


физм, обратный ему, каноническим). 


р 
ВБеюду в дальнейшем модуль, сопряженный к A EL, будет 
D 
отождествляться с N Е* посредством установленного нами кано- 


нического изоморфизма; каноническая билинейная форма (гл. II, 


р р 
S 4, n° 1) на (ЛЕ) х(ЛЕ*) будет определяться тогда фупда- 
ментальной формулой 


(1 А... À Tps А... Аль) = det ((%,, αγ). (6) 
р 
Элементы модуля A E* (р-векторы над E*), отождествленные 
| p 


так с линейными формами на ЛЕ (и канонически соответствую- 
щие знакопеременным полилинейным формам Ha Ё?), будут назы- 
ваться также р-формами на Е. 

Пусть (e,)ı<i<n — базис модуля E и (ei)ı<si<n — сопряженный 
базис в Ё*; формула (6) показывает, что 


(Л... Ле: ел А... À ej.) = det ((€i, ej,))- 


Ho если существует индекс ],, отличный OT всех i,, TO опреде- 
литель, стоящий в правой части, имеет нулевой столбец; другими 
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словами, в обозначениях из n° 6 $ 5 имеем 
(ен, ex) =0, если ΗΞ-ΕΚ, ) 
1 с 
(ен, ен) = J 
для каждого множества HC 1, п], состоящего из р элементов. 


р 
Мы видим, таким образом, что базис (ен) модуля Л Е имеет своим 


(7) 


сопряженным базисом (ен). Для любого р-вектора х= У анен 
H 


и любой р-формы σ΄ = Уанен ma Е имеем 
Н 
ία, a’) = Soni, (8) 


где Н пробегает множество всех подмножеств интервала [1,п], 
состоящих из р элементов. 


Следствие. Пусть X u X’ — Öse матрицы из п строк u p 


столбцов над кольцом A. Для каждого множества HC [1, п], состоя- 
щего из р элементов, обозначим через Ky (соответственно ΧΗ) 
минор матрицы Х (соответственно Х’), множеством индексов 
строк которого служит Н (а множеством индексов столбцов — 
интервал [1, р]). Тогда 

det ((X)X)= 2: XaXx, (9) 


где Н пробегает множество ecex подмножеств интервала [1,n], 
состоящих из р элементов. 

Действительно, эта формула вытекает из формулы (6), приме- 
ненной к столбцам д; (1 < {< р) матрицы Х и столбцам zz; (1< 7 <p) 
матрицы Х’, и формулы (8), примененной K x = 2 Л... AL, 
uz’ =д Л... A tn (см. $6, упражнение 6). 


В частности, при X’ =X, получаем соотношение 


ἀοι((Χ}Χ) = 2 (Xx)°, (10) 


называемое тождеством Лагранжа. 


ПрЕдложЕНИЕ 1. Пусть Е u Е — А-модули с конечным базисом 


и и — линейное отображение Е в F. Отображение, сопряженное 
р 
к р-й внешней степени /\ и отображения и, совпадает с р-й внешней 
р 
степенью f\ (fu) отображения, сопряженного к и. 
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Действительно, пусть L — отображение, сопряженное к ма 
Для каждого разложимого р-вектора Zi Л... Az, над Е и каж- 
ΠΟΙ͂ разложимой р-формы У, Л... A Yp на F, по определению, 
имеем 

(ti Л... Λας, U(Y: À ... А ¥p)) = 
= (и (2,) Л... AU(Zp), УЛ... A р), 
откуда, согласно (6), 
(aA. Ap, OYA + Ay) = 
= det’((u (2), y;))=det ((x;, ‘и (уу) = 
= (2, Л... Ах, (и) Л... Aulyp)). 
а это и показывает, что | 
(Au) = AC) и» 
Следствие. Ёсли u — автоморфизм модуля Е, то автоморфизм 


р р 
модуля ^\Е*, контрагредиентный к автоморфизму Ли, совпа- 


D 
дает с р-й внешней степенью Au автоморфизма u, контрагре- 
диентного ки. 
Это сразу следует из установленной только что формулы (11) 
и формулы (8) $5. 


р р 
Таким образом, для всех хЕЛЁ их ΕΛ E* имеем 


(A и (x), Ai (x')) = (2, 2’). (12) 


3. Модуль, сопряжениый в ЛЕ 


В дальнейшем в множествах ЛЕ и A E*, определенных в n° 9 
$ 9, будут одновременно рассматриваться, с одной стороны, 
их структура А-модуля, а с другой, их структура кольца — две 
структуры, которые надо будет тщательно различать. 

А-модуль A Е есть, по определению, прямая сумма n +1 моду- 


р . 
лей ЛЁ (O<p<n), где п — число элементов базиса модуля ЕЁ; 
следовательно (гл. Il, § 4, предложение 5), модуль, сопряженный 


K Е, есть А-модуль, изоморфный прямой сумме модулей, 
, ΠΥΡ, р р 
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р 
сопряженных к модулям ΛΙ, τ. е. (теорема 1) — прямой сумме 


р i 
n +1 модулей Л Е* (0<р< п), или А-модулю \E*. Говоря точно 


(гл. П, $4, n° 3), мы будем канонически отождествлять ΛΕ 
Ὁ модулем, сопряженным к ЛА, так, что каноническая билинейная 


форма (x, x) на (ЛЕ) х(ЛЕ*) будет определяться формулой 


ры u nr | р | | р 
2 Up 2 ος; a 2 (Zp, Lp) (5 € A E, Тр € A Е*). (13) 


Если (e,)ı<i<n — базис модуля E и (e&)ı<i<n — сонряженный 
базис в Ё*, то из формул (7) и (13) следует, что (ен) и (ен) являются 
сопряженными базисами соответственно для AE u AE*, где Н 
пробегает теперь множество всех подмножеств интервала [1, п]. 
Можно также сказать, что первая из формул (7) справедлива и 
без предположения, что Я и К имеют одинаковое число элементов. 


Для каждого линейного отображения и модуля Ё в модуль F 


мы определили ($ 5, n° 9) его каноническое продолжение и на AE 
р р 
{как отображение, совпадающее на каждом ЛЕс Ли). Фор- 


мула (11) показывает, что отображение, сопряженное к и, есть не 


что иное, как каноническое продолжение отображения 'и на À E*. 


4. Внутренние произведения р-вектора и 9-формы 


Для каждого элемента ΖΕΛ δ отображение 2 —> 2 A x есть 


эндоморфизм структуры А-модуля в Л ЕЁ (правая гомотетия кольца 
ЛЕ). Поэтому сопряженное отображение есть эндоморфизм MO- 


дуля.Л E*. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Левым внутренним произведением x _jx эле- 


мента ХЕЛЕ и элемента 2΄ΕΛ Κ᾽ называется значение, при- 
нимаемое в x отображением, сопряженным в эндоморфизму 


2 —> z Лт модуля NE. 


Согласно определению сопряженного линейного отображения 
drm. II, $4, формула (12)), для всех rE AL, хЕЛЕ* и ЕЛЕ 


имеем 


(LS κ}-ίελα, 8 (14) 
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Предложение 2. Сложение и внешний закон композиции (x, x’) — 
— x Ια’ на ΛΕ определяют в этом множестве структуру 


левого модуля относительно кольца NE. 
Действительно, из (14) следует, что отображение (x, x’) — 


— x |x билинейно (относительно структур А-модуля в AE 
u A #*); тем самым все сводится к доказательству тождества 

(cA y) 12 = 1 (у 1x") (15) 
относительно LEN ELE, yEA#, x ЕЛЕ*. Но в правой его части 
стоит значение, принимаемое в 2’ композицией эндоморфизма, 
сопряженного к Z—>ZAX, и эндоморфизма, сопряженного 
BZ —> Z À y; эта композиция есть не что иное (гл. II, $ 4, фор- 
мула (15)), как отображение, сопряженное к композиции 
5-> (2 A x) Ay этих эндоморфизмов, т.е., вследствие ассоциа- 
тивности умножения в кольце ЛЁ, —к эндоморфизму 2 —> z A(x AY): 
а отсюда и вытекает формула (15). 


Пусть (e,)ı<i<n — базис модуля δ; как билинейная функция от 
(x, x’), произведение x |2’ для любых ЕЛЕ их ΕΛ опреде- 
ляется значениями произведений ен ет, где Н и L— произволь- 
ные подмножества интервала [1, п]. Но согласно формулам (14) 
$5, матрица (Up, к) эндоморфизма 2 —> 2 Лен модуля AZ относитель- 
но базиса (ex) задается соотношениями иг, к=0, если АПН == @ 
или А []Н=@ и L£K|LJH, и м, к=ок x, если КГ] Н=б@ 
и L=K|)JH (напомним, что ок. н = (—1)", где у— число тех пар (i,j). 
в которых (ЕК, j€H и j<i). Tak как матрица эндоморфизма 
x — ep x есть матрица, транспонированная к (Ur κ), TO мы 
видим, что 
ен der -- 0, если Н Œ Г, 
ен | ет, = ок, Hex, ели НС Г, oe 
где К означает дополнение к Н относительно L. 


Эти формулы показывают, в частности, что если X есть р-вектор 
р м 
(элемент из AE), a x’ — 49-форма (элемент из A E*), то внутрен- 
нее произведение 2x равно нулю при р>4 и является 
(4— р)-формой при р< а. При р=а, как показывает сравнение 
формул (16) и (7), хх = (x, 2’). 


444 | ПОЛИЛИНЕЙНАЯ АЛГЕБРА Ss Se HT 58 


ПрЕДлЛОЖЕНИЕ 3. Пусть и — автоморфизм модуля Е и u—eeo 
каноническое продолжение на NE. Каковы бы ни были ЕЛЕ 
μα ΕΛ Εν, 


u(x x") = u(x) Ju (2’). (17) 


Покажем прежде всего, что для канонического продолжения и 
любого линейного отображения и модуля E в модуль F имеет 
место равенство 


x Ми (2") = ‘и (и (x) 12’). (18) 
Действительно, отображение æ —>x_l'u(x') есть композиция 
отображений "u иу’—> д у’, сопряженных соответственно к отобра- 
жениям ии Z—>ZA 2, и, значит, является сопряженным к отобра- 
жению z—u(zA x) (гл. Il, 5 4, формула (15)); но так как u есть 
представление кольца A E в кольцо A F ($5, n° 9), то и (2 À x) = 
=и (2) Ли(1); вновь применяя формулу, дающую сопряженное 
к композиции двух линейных отображений, получаем (18). В слу- 
чае, когда и есть автоморфизм модуля Ё, заменяя в (18) х’ на 


и (х’), получим требуемую формулу (17). 


Рассмотрим теперь для произвольного элемента x’ Е A E* эндо- 
морфизм 2'—>х’Л2’ модуля A Е* (левую гомотетию кольца Л E*). 


Сопряженное к нему отображение есть эндоморфизм модуля À Е. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Правым внутренним произведением «lx 


элемента хЕЛЕ и элемента x'E NA E* называется значение, 
принимаемое в х отображением, сопряженным κ эндоморфизму 


zx" À 2 модуля ΛΕ". 


Таким образом, имеем тождественно 
р A 
(LYS = АЕ». (19) 


Так же, как при доказательстве предложения 2, устанавли- 


вается, что сложение и внешний закон (5'’, α) —xLx на AF опре- 
деляют в этом множестве структуру правого модуля относительно 


кольца ΝΕ; иными словами, имеет место тождество 
ве (αλγ)-(!.α)ι.γ'. (20) 
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Для любого базиса (e,)ı<i<n модуля Е имеем 
ег ен =), если Н СЁ, 


21 
ep Ley =он, кек, если HCL, р 


где К означает дополнение к Н относительно L. Отсюда, в част- 
ности, следует, что если x — р-вектор их’ — 4-форма, ох х’=0 
при р < ди есть (р — а4)-вектор при p> 4; при р=4 снова имеем 
ЖЕ. = (а, 

Наконец, если и— линейное отображение Е в F uu-ero 


каноническое продолжение Ha Л Ё, то тождественно 
и (α)!..α΄ =u(xl ‘u(z’)), (22) 
и, в частности, если и — автоморфизм модуля E, то 


и (т) u(x’) = а (те 2’). (23) 


5. Kanonuuecrue изоморфизмы р-векторов и (n— p)- 
форм 


Пусть Ё — модуль, обладающий базисом, состоящим из п эле- 
τι 
ментов; как мы знаем ($5, теорема 2), внешняя степень ЛЁ имеет 


базис, образованный единственным элементом. 
; т 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Пусть е— элемент us \ Е, образующий базис 
Τι 
этого модуля, и е’ — элемент из | E*, образующий базис, 
сопряженный к е. Тогда отображение x —> x -} 6’ есть изоморфизм φ 
р n—p 

модуля ΛΕ на модуль | E*, отображающий NE на N E* для 
каждого р (O<p<n); изоморфизмом, обратным в @, является 
отображение 1’—>е т’. 

ВЕ имеется базис (е;)1 <<" такой , что е=е Л...Ле,, откуда 


е’=еЛ...Ле, где (е;) — базис, сопряженный к (е;); поэтому, 
согласно формулам (16), для каждого HC [1, п] имеем 
ф (ен) = он’,нён’, (24) 


где Н’— дополнение к Н в [1, п]. Эти формулы показывают, что @ 
р n—p 
есть изоморфизм Л Ё на Л Е* и отображает ЛЁна Л E* (ra. 11, 


$ 2, n° 3). Точно так же, если ф означает отображение Ζ΄ --» εἰ. x", 
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формулы (21) дают 
u (er) = Oır nen; (25) 


откуда явствует, что ф есть изоморфизм, обратный к ф (поскольку 
он’,н равно 1 или —1); мы будем в дальнейшем обозначать его @. 
р р 
Сужение ф Ha подмодуль AZ, являющееся изоморфизмом ЛЕ 
n—p 

на Л E*, мы обозначим @,, а изоморфизм, обратный к @,, будет 

1 
обозначаться Ф,. 

Τι 


Изоморфизм @ зависит от выбранного в A E базиса 6; но вся- 
кий другой базис этого модуля получается умножением е на 


обратимый элемент кольца А; следовательно, изоморфизмы ф. 
n 


соответствующие различным базисам для ЛЕ, совпадают с точ- 
ностью до обратимого множителя. При заданном базисе е модуля 


{7 


ЛЕ мы будем называть изоморфизм ф (соответственно каждое 


A — 
из его сужений @,) и обратный изоморфизм ф (соответственно фр) 


каноническими изоморфизмами AE на AE* ΛΕ на ЛЕ (соот- 
р n—p n—p p 
ветственно ЛЁ на AE* и ΛΕ на ЛЕ), соответствующими 


базису е. 


Можно показать (упражнение 8), что вообще не существует изо- 
морфизма, который зависел бы лишь от структуры модуля в ЕЁ (Теор. 
MH., гл. IV, Приложение) (см. упражнение 12). В главе IX будут pac- 

р n—p 
смотрены некоторые изоморфизмы Λ Е на Л Е, связанные с теорией 


билинейных форм. 
Формула (14) при xz’ =e’ дает 
(2,9 (2)) = (z À %, €). 


Если х—р-вектор и 2— (n— р)-вектор, то 3 Дх=Ае, где A— 
скаляр, откуда (2Лх,е’) =А и, следовательно, 


(7, QD, (5) е=2Д т. (26) 


5 ДВОЙСТВЕННОСТЬ ДЛЯ ВНЕШНЕЙ АЛГЕБРЫ 447 


Таким же образом для р-формы x u (п -р)-формы Ζ’ получаем 
из (19) формулу 
| 
( Фир (2), 2 )e =H Az. (27) 
Заменим теперь в тождестве (15) х’ Ha e’; мы получим 
P(TAY)= x 1φ(1) 
или, заменяя (y) Ha X, 
α1α΄--φ(α A @(2’)). (28) 


Таким же образом из (20) получим 


La = @(@ (DAT) (29) 


Формулы (28) и (29) сводят с помощью изоморфизма ф внутренние 
произведения к внешним. 


Отображение, сопряженное к @,, являющееся изоморфизмом 
n—p p 
Л ЕнаЛЕ*, для каждого р (0<p<n) равно ( а: 
в самом деле, для каждого р-вектора 2 и каждого (п — р)-вектора 2 
имеем (гл. II, $4, формула (12)) (x, ‘p, (2)) = (2, p, (2)); поэтому, 
в силу (26) и формулы (12) $5, 


(x, tp, (2))е=Лх=(— 1)?" Рад (—1)Р (2, Qn» (2)), 


откуда 


ο. yr! 


'φ, = ‘cn Ην... 


Заметим, что для каждого целого р число — р? имеет ту же чет. 
ность, что и р; поэтому 


(PR?) —(_1)P ee EEE | u 0 mt) 


Каждое линейное отображение υ модуля ЛЕ в модуль С может 
n р 
быть записано в виде v== У Up, The гр — сужение v на Л Е (O<p<n); 
p=0 
γι 
положим о = κ; (—1)Pv,; η есть оператор на множестве L (A Е, С), 


p=0 
имеющий своим квадратом нейтральный оператор. При этих согла- 


шениях из предыдущего и формулы (13) вытекает, что отображение, 
сопряженное к каноническому изоморфизму @, задается формулой 


gang. 
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Наконец, имеет место следующее предложение: 


ПрЕдложеЕНИЕ 5. Пусть и — автоморфизм модуля E и и — его 
каноническое продолжение на \ Е. Автоморфизм, контрагредиент- 
ный к и, задается формулой 

> Е 
u=(detu)!-geuog. | (30) 

Предположим сначала лишь что и есть эндоморфизм модуля Ё, 
и применим формулу (18) с заменой x’ п-вектором Ε΄; по опреде- 
лению определителя, имеем ‘uw (e’) = (det ‘w)-e’ = (detu)-e’ ($ 6, 
предложение 4); это показывает, что | 


(det u)-@ (x) = "u (φ (и (2))), 


или 
(det и)-ф = ‘шофои, (31) 


откуда и следует (30), когда и — автоморфизм. 


Замечание. В случае, когда A=detu обратим, из (31) выте- 

—1 
кает, что V= À lp; о fun_ı ° Pı есть эндоморфизм модуля E такой, что 
о и— тождественное отображение FE на себя. С другой стороны, 


заменяя в (22) x нае, получаем для каждого эндоморфизма и модуля Е 
формулу, аналогичную (31): 
—{ _-1 _ 
(det и)-ф=иофо Ш, 


откуда вытекает (в предположении обратимости A), что и ο итакже есть 
тождественное отображение Е на себя и, следовательно, и является 
автоморфизмом модуля Е. Иными словами, этим способом получается 
новое доказательство теоремы 2 $ 6, равно как и выражение для обрат- 
ной матрицы через транспонированную к взаимной матрице ($ 6, n° 5). 


6. Истолкование внутренних произведений над 
векторными пространствами 


Правое внутреннее произведение хх’ допускает простое 
истолкование в случае, когда Ё есть векторное пространство над 
полем С, а х— ненулевой разложимый р-вектор. Действительно, 
пусть И — р-мерное подпространство в Ё, определяемое р-векто- 
pom 2 ($ 7, n° 3); как мы видели ($ 5, n° 9), векторное простран- 


ство ЛИ канонически отождествимо с подпространством про- 
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странства ЛЁ, порожденным единичным элементом из С и 
г-векторами y, Л... Лу,, где г изменяется от 1 до п, ау, пробе- 


гают У. Тогда сужение на A V произвольной линейной формы 
2 ΕΛ E*, определенной на ЛЁ, есть линейная форма на AV, 
и каждая линейная форма на Л V может быть получена таким 


способом (гл. II, $4, предложение 5). Теперь, имеет место сле- 
дующее предложение: 


ПредложеЕНИЕ 6. Густь E — векторное пространство конеч- 
ной размерности п, 2 — ненулевой разложимый р-вектор над 
Е и У — определяемое им в Е р-мерное подпространство. Для каж- 


Jot определенной на Л Ё линейной формы x внутреннее произве- 
дение x L- x’ есть элемент подпространства \V пространства ΛΙ; 
при этом сужение на AV линейной формы x’ соответствует 


элементу хех’ при каноническом изоморфизме AV на f\ V* 


р 
(n° 5) относительно базиса x пространства ^ V. 


Действительно, выберем в Ё базис (e,) такой, что x—e, A... A &y; 
достаточно доказать справедливость предложения для х’=ен 
(где À — произвольное подмножество интервала [1, п]); но, так 
как х=е;, где L=[1, р], она непосредственно следует из фор- 


ΜΥ (21) и формулы (24), примененных к векторному простран- 
ству Г. 


Следствие 1. Для того чтобы сужение линейной формы x 


na NA V было тождественно нулевым, необходимо и достаточно, 
чтобы хе х’=0. 


Согласно (29), эквивалентным условием является ф (5) À x’ —0. 


Следствив 2. Пусть х— ненулевой разложимый р-вектор над Е, 
V — определяемое им в Е р-мерное подпространство, x — 
ненулевая разложимая 9-форма на E, И’ — определяемое ею в E* 
g-mepHoe подпространство и W — (n—q)-mepuoe подпространство 
в Е, ортогональное KW’. Тогда z\_x при η < р есть разложимый 
(p—q)-sermop, равный нулю, если dim (Г Г] И’) > p—q, и определяю- 
щий подпространство УГ] И’ в противном случае. 

Действительно, пусть U=V()W, и предположим, что U 
г-мерно; в таком случае всегда можно предполагать, что 6ι,..., €, 
29 н. Бурбаки 
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образуют его базис, ае,,1,...,@»+п-а_„-базис дополнения к U OTHO- 
сительно W; тогда x есть скалярное кратное ен, где Н — объеди- 
нение интервалов [r+1, ρ] и [p+r—g—r+1, п], и справедли- 


вость утверждения следствия вытекает из формул (21). 


Аналогичные предложения имеют место, если поменять роля- 
ми E и E* и заменить правое внутреннее произведение левым. 
Сформулировать их мы вообще предоставим читателю; частный 
случай аналога следствия 2 предложения 6, относящийся к про- 
изведению x Je'—=@(x), где x — разложимый р-вектор, дает сле- 
дующее предложение: 


ПрЕдложЕНИЕ 7. Пусть E — векторное пространство конеч- 
ной размерности п; если х — ненулевой разложимый р-вектор над Е, 
то φ (x) — ненулевая разложимая (п— р)-форма; если У — noo- 
пространство в Е, определяемое этим р-вектором x (ἃ 7, n° 3), 
mo подпространством в E*, определяемым (x), является подпро- 
странство, ортогональное к V. 


Следствие. Каждый (п —1)-вектор над п-мерным векторным 
пространством Е разложим. 
_ Достаточно применить предложение 7, поменяв в нем ролями 
Е и E* и приняв p=1 (см. упражнение 7). 


Пусть E — (п-|-1)-мерное векторное пространство над полем К, 
p+1 
Е* — сопряженное пространство, F — пространство N Eur — 
oun 
пространство Λ Е*; каноническое отображение P пространства F 
n+1 
на /' (относительно базиса е’в /\ E*) дает при факторизации проектив- 


ную биекцию ф пространства P(F) на Ρ(Ρ'), которая, на основании 
n+-1 

сказанного в N° 5, не зависит от выбора базиса 6’ Β ЛЕ* и называется 

канонической. Ее сужение Ha грассманиан G;,1 (Е) ($7) является ([биек- 

цией на G„_p (E*), относящей каждому р-мерному проективному линей- 


u | 
ному многообразию л (ТУ) из P(E) (гл. II, Приложение ΠΗ, n° ὃ) 


ν -1 
(n — p— 1)-мерное проективное линейное многообразие x (V0) в P(E*), 
где V0 означает подпространство пространства Е*, ортогональное 
к У (предложение 7). 


ЛВОЙСТВЕННОСТЬ ДЛЯ ВНЕШНЕЙ АЛГЕБРЫ 491 


Упражнения. 1) Пусть Е — модуль, обладающий конеч 
ным базисом, состоящим из п элементов, x — р-вектор над E их’ — 
(p+-g)-popma на E; x канонически отождествим ($5, предложение 6) 
с результатом ах, антисимметрирования контравариантного тензора x, 
р-го порядка, а 2’ — с антисимметрированным ковариантным тензо- 
ром (ρ-- 9)-го порядка. Показать, что если в смешанном тензоре xx’ 
для каждого А такого, что 1 < Ар, свернуть k-ii контравариант- 
ный индекс с (р--^)-м ковариантным, то полученный так ковариант- 
ный тензор 4-го порядка также будет антисимметрированным, и при- 
TOM канонически отождествимым с 4-формой х_|х’. 

2) Пусть =a, ЛД... A хр — разложимый р-вектор над конечно- 
мерным векторным пространством Ё, являющийся внешним произ- 
ведением р линейно независимых векторов х;; пусть, далее, у’ — 


9-форма (q << p) u =’ — произвольный элемент из ЛЕ*. Показать, что 


σι (А =) = 2 On. κῃ, у’) (tx L 2'), 
Е 


где И пробегает множество всех подмножеств интервала [1, р], состоя- 
щих из 4 элементов, а К означает дополнение к Н относительно 
И, pl. [Взять в E базис, р элементами которого служат x; .] 

3) Пусть Е — конечномерное векторное пространство и x — 


произвольный элемент пространства Λ Е. Множество V’ тех линей- 


ных форм у’ на Ё, для которых элемент x |_ у’ пространства Λ Ё равен. 


нулю, образует в Ё* подпространство. Показать, что подпространство 
Ув Е, ортогональное к V’, есть наименьшее из подпространств W 


пространства Ё, для которых x принадлежит ДИ’. 
A) Пусть E — модуль, обладающий конечным базисом, состоя- 


щим из n элементов. Обратным произведением Ὁ V у элементов хи y 
N | 


из ΛΘ относительно базиса е модуля A Е называется элемент 


© (p(x) À @(y)), где ф— изоморфизм, соответствующий базису е. Это 
произведение определено лишь с точностью до обратимого множи- 
теля, зависящего от выбранного базиса e. Показать, что если 
х — р-вектор и у — {-ΒΘΚΤΟΡ, то при p+-qg<n будем иметь x \/ y = 0, 
в противном же случае х\Уу есть (p--g — п)-вектор такой, что 
у\ ==(—1" 7 nd) χ ν у. Обратвое произведение ассоциативно 
и дистрибутивно относительно сложения и определяет в /\ E алге- 


браическую структуру, изоморфную структуре внешней алгебры. 
Выразить компоненты х\/у через компоненты х и у. 

5) Пусть E — п-мерное векторное пространство, x — разложимый 
р-вектор, у — разложимый 4-вектор и V (соответственно И’) — под- 
пространство в E, определяемое р-вектором x (соответетвенно д-век- 


29” 
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тором у). Для того чтобы У--И’=Е, необходимо и достаточно, чтобы 


«Му == 0; тогда (p+q— п)-вектор «Vy разложим и определяет 
векторное подпространство ИПУУ. 

*6) Для того чтобы р-вектор z над п-мерным векторным простран- 
ством Е был разложимым, необходимо и достаточно, чтобы 2 V (2 Л x) =0 
для каждого разложимого (п — р — Т)-вектора x. [Для установ- 
ления достаточности условия применить его, взяв в качестве х внеш- 
ние произведения п — р — 1 векторов базиса, и вывести существо- 
вание п — р линейно независимых линейных форм и; (1<i<n—p) 
на Е таких, что @(z) Л ui—0.] 

7) а) Дать прямое доказательство (без использования изоморфиз- 
мов фр) разложимости каждого (п — 1)-вектора над п-мерным вектор- 
ным пространством. 

6) Пусть A — коммутативная алгебра над полем К, обладающая 
базисом, образованным единичным элементом 1 и тремя элементами 
C1, Co; C3, все попарные произведения которых равны нулю. Пусть, 
далее, Е — А-модуль A* и (e;), <i<g ΘΤῸ канонический базис. Пока- 


зать, что бивектор 


= Cy (е› Л ез) с» (ез A е1) сз (41 A е5) 
неразложим. 
8) Пусть Е — А-модуль, обладающий конечным базисом, состоя- 
щим ΠΒ 71 > 1 элементов. Показать, что каждое линейное отображение 


p n—p n—p р 
Ÿ модуля ЛЕ Β NE такое, что (A и ) оф = фо (A и) для каждого 
автоморфизма и модуля Е с определителем, равным 1, является 
одним из изоморфизмов фу, определенных в n° 5, [Рассуждать, как 


в упражнении 12 $ 5.] Вывести отсюда, что если в А существуют 
р 


обратимые элементы — 1, то не существует изоморфизма ЛЕ на 
n—p 
Λ E*, который бы зависел лишь от структуры А-модуля BE. 

9) Πγοτ» Е — А-модуль, обладающий конечным базисом, состоя- 
щим из п элементов. Пусть, далее, и — изоморфизм Е на сопряжен- 
ный модуль E*, A — определитель матрицы и относительно базиса 
(εἰ) модуля Е и сопряженного базиса (οἱ) модуля E* и u— канониче- 
ское продолжение и до изоморфизма ЛЕ на A Е*. Доказать формулу 

ο) 


‘и= +1 -фоиоф, 


где ф— изоморфизм, соответствующий базису ει A ... Ле, моду- 
τι 

ΠΗ͂ АЕ. | 
10) Пусть X — квадратная матрица п-го порядка над коммута- 
n—1 


тивным кольцом и X=/\ X. Показать, что если X обратима, то 
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det X — (det X)r"1, и что каждый минор Le к P-TO порядка мат- 


рицы X ($6, п°3) задается формулой 


rie Н’и Κ΄ — соответственно дополнения к Н и К относительво 


11, n] («тождества Якоби»). [Воспользоваться соотношением (30).] 

11) Из каждого тождества Ф=0, связывающего миноры общей 
обратимой квадратной матрицы Х п-го порядка над коммутативным 
кольцом A, можно вывести новое тождество D—0, называемое допол- 


нительным к Ф=0, применяя тождество Ф = 0 к минорам матрицы À 
(упражнение 10) и далее заменяя эти последние их выражением через 
миноры матрицы Х посредством тождества (1) упражнения 10. Дока- 
зать этим способом следующее тождество: 
ХХ” — ХХ = (det _X)- Хи, hk, 

где XV," означает минор (п — 2)-го порядка матрицы À, получаю- 
щийся путем вычеркивания в ней строк с индексами i и 7:и столбцов 
с индексами hu k. 

*12) Пусть Ф=0 — тождество, связывающее миноры общей обра- 
тимой квадратной матрицы n-TO порядка над коммутативным коль- 


цом A, Ф=0— дополнительное тождество (упражнение 11), У — обра- 
тимая квадратная матрица (п + k)-To порядка, где к— целое > 0, 
и У, — подматрица матрицы У (см. упражнение 10), полученная путем 
вычеркивания в У строк и столбцов с индексами < k. Если предполо- 


жить, что У, обратима, и применить к ее минорам тождество Ф=0, 
далее заменить каждый минор, фигурирующий в этом тождестве (рас- 


сматриваемый как минор матрицы У), его выражением через миноры 
матрицы У посредством тождества (1) упражнения 10, то получится 
тождество Ф, =0 для миноров матрицы У (справедливое, когда У 
и У. обратимы), называемое распространением k-20 порядка тожде- 
ства Ф=0. 

В частности, пусть А = (4;;) — обратимая квадратная матрица 
(n-+- k)-ro порядка, В — ее подматрица k-ro порядка, полученная путем 
вычеркивания в A строк и столбцов с индексами > k, Δι; — опреде- 
литель матрицы (k-+1)-ro порядка, полученной путем вычеркивания 
в A строк с индексами > К, за исключением (k--i)-ü, и столбцов с ин- 
дексами > k, за исключением (k--7)-ro, и С — матрица (Δ;;) п-го 
порядка. Доказать, что если матрица В обратима, то 


det С =(det A) (det Ργη-1͵ 


[Показать, что это тождество есть распространение k-ro порядка 
полного разложения определителя n-To порядка.] 

Указать тождества, получающиеся путем распространения лап- 
ласовского разложения ($ 6, n° 4), а также тождества упражнения 2 § 6. 
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*13) Пусть α--(ξι}) — обратимая квадратная матрица п-го 110- 
рядка над полем К, Н — подмножество интервала [1, п], состоящее 
из р элементов, и H’ — дополнение к Н относительно [1, п]. Пред- 
положим, что для каждой пары индексов РЕН, КЕН’ имеет место 
равенство 


à Ein&in ==0. 


Показать, что для любых двух подмножеств L, M интервала [1, п], 
состоящих из р элементов, выполняется равенство 


ом, Μ’ ΧΙ. Hu. HT OL. Lu, πχ, gr =. 


[Рассматривая столбцы x, матрицы X с индексами h ЕН как векторы 
пространства E=K", а столбцы x, с индексами ΚΕ ΗΠ’ как векторы 
сопряженного пространства Ё*, показать, что (п — р)-форма хи, про- 
порциональна φρ(ζῃ).] 

14) Пусть Ги A — обратимые определители n-TO порядка над 


коммутативным кольцом и Г;, — определитель, получающийся путем 


замены в Г его 1-го столбца 7-м столбцом определителя Л. Показать, 
что 
det (T;)=T""1A. 


{Разложить Г;; по i-my столбцу и использовать упражнение 10.] 


ПРИЛОЖЕНИЕ 1 
К ГЛАВЕ Ш 


БЕСКОНЕЧНЫЕ ТЕНЗОРНЫЕ ПРОИЗВЕДЕНИЯ 
1. Тензорные произведения модулей 


Определение 4 $ 1 без труда распространяется на тот случай, 
когда рассматривается любое (не обязательно конечное) семей- 
ство унитарных А-модулей Æ, (LEI). Тензорное произведение 


ОЕ, определяется аналогично как фактормодуль модуля фор- 
ЕТ 


мальных линейных комбинаций (с коэффициентами из А) элемен- 


тов произведения I] Е, по подмодулю, порожденному элементами 
vel 


следующих типов: 

1° (a) + (y) — (4), где хх» + Yx = Zx для некоторого (произволь- 
ного) индекса хи Li — Yi — Z для всех 6-х; 

2° (αι)--α(ψι), где х„=оау»х для некоторого (произвольного) 
индекса % U u =Y, для всех t= xX. 

Существует каноническое — полилинейное отображение 
(m) > Q x произведения ИЕ. В QE, такое, что QE порож- 

LE LE LE LE 


дается образом I] Ё, при этом отображении. Кроме того, для каж- 
vel 


дого полилинейного отображения } произведения I Е, в произ- 
vel 


вольный А-модуль F существует, и притом единственное, линейное 


отображение 8 модуля GE, BF такое, что тождественно 
vel 


Fa) = 8 (@ a). 
Каково бы ни было разбиение ([λ)λει, множества индексов /, 


тензорное произведение X) FE, канонически изоморфно тензорному 
ЕТ 
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произведению 6 F,, где Fy = &) FE, (ассоциативность тензорного 
ЛЕГ, ЕТ), 


произведения). 


> Предложения 6 и 7 $1 не распространяются Ha тензорные произ- 
ведения бесконечных семейств модулей. 


2. Тензорные произведения алгебр 


Пусть (Ё,),сг — произвольное (конечное или бесконечное) семей- 
ство алгебр над одним и тем же коммутативным кольцом А 


(с единицей). Введение на модуле GE, ассоциативного умножения 
vel 


(© x.) (CS y) = © (ay) 


L 


по формуле 


определяет в ОЕ, структуру алгебры относительно А. 
ЕТ 


Наиболее интересен тот случай, когда каждая из алгебр Κι 
обладает единичным элементом €. Тогда для каждого ΧΕΙ суще- 
ствуют канонический гомоморфизм фх кольца A в Ky, и канониче- 


ский гомоморфизм fx алгебры Е» в GE, наделенное структурой 
ЕТ 


алгебры, определяемые формулами 
фх (4) = ae, для всех аЕА, 


/и (2) = Qu ге и=е для LAM и Yx=1CE. 
L 


Подалгебры f,(Æ,) попарно коммутируют (ἃ 3, n° 3), и порож- 


денная ими подалгебра алгебры ОЕ, состоит из (конечных) сумм 
ЕТ 


элементов вида X αι, где Zi =е, для всех кроме конечного числа 
L 


индексов. Вследствие ее употребительности именно этой под- 


алгебре (а не всему СЕ, присвоено наименование тензорного 
vel 


произведения алгебр E,. Она обозначается ОЕ, и вообще отлична 
(Г) 


от алгебры CE, когда / бесконечно. 
vel 


Предложение 1 $ 3 распространяется Ha тензорное произведе- 
ние любого семейства алгебр, обладающих каждая единичным 
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элементом. Это уже не верно ни для предложения 7 $ 1, ни для 

предложения 2 $3. | | 
Предположим, однако, что каждая алгебра EL, обладает бази- 

сом B,, в который входит единичный элемент е, (что всегда имеет 


место, когда кольцо A eCTb поле). Тогда элементы Ga, В KOTO- 
ЕТ 


рых 1, Е В, для каждого LEI и x, —e для всех кроме конечного 

числа индексов ι, образуют базис В тензорного произведения 

&X E.. Действительно, то, что эти элементы порождают © Εν, 
(Г) 


(Г) | 
очевидно, и нужно только доказать, что они образуют свободную 


систему. Для этого достаточно, согласно п” 1, доказать, что для 


каждого элемента а=бО ЕВ существует полилинейное ото- 


vel 

бражение g произведения || Е, в А такое, что g((a,)) =1 и g((b,)) = 
ЕТ 

— 0 для всех элементов b = © Ь, из В, отличных от а. Но пуеть и, 


vel 
для каждого LE / — координатная форма Ha Κι, относящая каж- 
дому zEE, коэффициент при а, в выражении 2, в виде линей- 
ной комбинации элементов 2, € B,. Для каждого элемента 2 = 


= (2) || Е, положим 
«ЕТ 


о (2) =0, если 2, # е для бесконечного множества 
индексов ΙΕ; 


в (2) = | и, (αι) в противном случае. 
ЕТ 


Последняя формула имеет смысл, поскольку а, = & для всех кроме 
конечного числа индексов; и следовательно, если 2, =е, для всех 
кроме конечного числа индексов, то и, (2) =1 для всех кроме 
конечного числа индексов. Непосредственно проверяется, что 
определенное так отображение g полилинейно и отвечает постав- 
ленным условиям. 

Отсюда сразу следует, что в рассматриваемом случае гомо- 
морфизмы f, и @,, определенные в начале этого N’, инъективны; 
они позволяют отождествить алгебры Κι с коммутирующими 


подалгебрами тензорного произведения 6ὸ Ει, a A—c общим 
(Г) 
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подкольцом всех этих подалгебр. Кроме того, каково бы ни было 


непустое множество ЛСГ, SE, канонически отождествимо 


с некоторой подалгеброй тензорного произведения © E,; по усло- 
(Г) 


MIO, S Ё, означает кольцо À. 
(5) 


Тензорное произведение < Е, можно определить также как «индук- 
(Г) 
тивный предел» тензорных произведений © E,, где J пробегает мно- 
LET 
жество всех конечных подмножеств множества /. 


ПРИЛОЖЕНИЕ П 
К ГЛАВЕ Ш 


ТЕНЗОРНЫЕ ПРОИЗВЕДЕНИЯ 
НАД НЕКОММУТАТИВНЫМ КОЛЬЦОМ 


Все кольца операторов, встречающиеся в этом приложении, 
предполагаются имеющими единичный элемент (но не обязательно 
коммутативными), а все модули над этими кольцами — унитар- 
ными. Так же, как в $2, одно и то же множество сможет наде- 
ляться структурами модуля относительно различных колец 
операторов. В случае, когда оба множества E и F наделены cmpyk- 
турой левого (или правого) А-модуля, коммутативная группа 
всет А-линейных отображений E в Ё, во избежание всякой пута- 
ницы, обозначается «6 α(Ε, F). Аналогично Æ A (EF) означает кольцо 
всет А-эндоморфизмов модуля Е. 


1. Тензорное произведение двух модулей 


Пусть А — кольцо, Ё — правый А-модуль и F — левый А-мо- 
дуль. Рассмотрим #-модуль С = в формальных линейных ком- 
бинаций элементов произведения (ΧΡ с коэффициентами из 
кольца Z рациональных целых чисел (гл. Il, $1, n° 8); таким 
образом, модуль С имеет базис, образованный всевозможными 
парами (x, y), где хЕЁЕ и yEF. Пусть D — подгруппа комму- 
тативной группы С, порожденная элементами следующих типов: 


(ti + Las У) — (αι, У) — (La y), 
(2, Yi + Ya) — (5, Ya) — (8; νῷ, (1) 
(αλ, у) — (x, Ay), 


где х, Ty Lo принадлежат Ё, у, и, у. принадлежат Ри AEA. 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Гензорным произведением правого А-модуля E 
и левого А-модуля Е называют коммутативную группу C/D 
(факторгруппу группы формальных линейных комбинаций эле- 
ментов произведения Ex F с целыми коэффициентами по ee под- 
группе, порожденной элементами типов (1)). Это тензорное про- 
изведение обозначается Е © Е или E@aF (или просто Е ® Е, если 


нет опасности. смешения). Для любых хЕЁ и yEF элемент тензор- 
ного произведения Е © Е, являющийся каноническим образом эле- 
мента (x, y)EC в C/D, обозначается x © y. 


Отображение (x, y) —x®y произведения ΧΡ в EQF 
называется каноническим отображением E XF в Е РЁ. 

Очевидно, Æ @AF канонически изоморфно факторгруппе 
группы Ё @®zF по ее подгруппе, порожденной всевозможными 
элементами вида (αλ) @ y — x © (Ay), где AEA. | 


Как мы увидим (n° 3), в случае, когда À — коммутативное кольцо, 

это определение и определение 3 $ 1 действительно приводят к одной 

И той же коммутативной группе Е СГ. Однако в смысле теперешнего 

определения Е 600 не наделено структурой А-модуля; в n° 3 мы уви- 
дим, что это расхождение двух определений несущественно. 


ΗΡΕΠΠΟΆΚΕΗΜΕ 1. а) Пусть g — Х-линейное отображение группы 
E@AuF в коммутативную группу G. Тогда отображение (x, у) — 
—f(z, y)=g(x@ y) произведения Е ХЕ в С удовлетворяет cae- 
дующим условиям: 

} (21-20, у) = (та, у) + 1 (1, У), 
(т, Yi Yo) =F (4, у1) Е la, у»), (2) 
Τίαλ, y) =F (a, Ay). 

6) Обратно, пусть f — отображение произведения E X F в kom- 
мутативную группу С, удовлетворяющее условиям (2). Тогда суще- 
ствует, и притом единственное, Z-nuneünoe отображение g epyn- 
пы ЕФАЁЕ в С такое, umo f(x, у) =Е(х © у) для всех LEE, YEF. 

По определению тензорного произведения Ё @,4F, имеем 


0 = (2, + 2.) бу @®у-я.®у= 
=2@ (уу) -—2@ 1-2 @ Ya = (24) Фу-=® (dy), 


откуда следует a). Для доказательства 6) заметим, что, в обозна- 
чениях определения À, f продолжается до Й-линейного отобра- 


1 ПРИЛОЖЕНИЕ II К ГЛАВЕ III 461 


жения f группы С в С (гл. II, $2, замечание после следствия 2 


предложения 3). В силу соотношений (2), } аннулируется на всех 
элементах типа (1), а значит, и на D. Следовательно, существует 
7-линейное отображение g факторгруппы C/D = FE @aF в С такое, 


что f=gog, где P— каноническое отображение С на C/D (ra. II, 
$2, предложение 1); единственность 8 очевидна, поскольку LH ФАР 
порождается (как Й-модуль) элементами вида 2 Ὁ у. 

Таким образом, предложение 1 определяет канонический изо- 
морфизм коммутативной группы всех отображений f произведе- 
ния ExXF BG, удовлетворяющих условиям (2), на коммутатив- 
ную группу £z(E@AaF, G) 7-линейных отображений EQaF BG. 


Следствие. Пусть Н — коммутативная группа u h—omo- 
бражение ЕХЕв В, удовлетворяющее условиям (2) и такое, что H 
порождается множеством h(EXF). Предположим, что для каж- 
дой коммутативной группы G и каждого отображения f произ- 
ведения EXF в С, удовлетворяющего условиям (2), существует 
Z-nuneünoe отображение g группы Н в @ такое, umo f= вой. Тогда 
существует, и притом единственный, изоморфизм W группы Е Sak 
на Н такой, что й =фоб, где 9 означает каноническое отображе- 
ние HXF в Е ФАЕ. 

Согласно предложению 1, существует, и притом единственное, 
/-линейное отображение 4 группы Ё Q@AF 8 H такое, что h= об. 
С другой стороны, если принять за G коммутативную группу 
H@af, а за f— отображение 0, TO из предположений, сделан- 
ных относительно À и Н, будет следовать существование #-линей- 
ного отображения 1р, группы Н в Ё®АЁ такого, что 9=ф ой. Для 
завершения доказательства остается показать, что Wor, и р оф — 
тождественные отображения соответственно Н и HE QuF на себя. 
Но так как ф; офоб = ой = 0, To р оф есть тождественное отобра- 
жение E&afF на себя, поскольку 9 (δ X F) порождает группу 
Е ФАР. Точно так же, ро ой = од =, и потому por, есть тожде- 
ственное отображение Н на себя, поскольку h(E X F), по пред- 
положению, порождает Η. 

Отметим, что, в силу предложения 1, пара (Е Сол F, 0) является 
решением следующей проблемы универсального отображения (Теор. 


ΜΗ., гл. IV, $3): род структуры À есть род структуры коммутативной 
группы, морфизмами являются Й-линейные отображения, а а-отобра- 
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жения — это отображения Е XF в коммутативную группу, удовлетво- 
ряющие условиям (2). Таким образом, свойство единственности, 
установленное в следствии, есть не что иное, как общее свойство един- 
ственности решения проблемы универсального отображения (там же). 


Предложение 2. Пусть Е и Е, — правые А-модули, Ки F,— 
левые А-модули, G — коммутативная группа и |-- Г-полилиней- 
ное отображение ЕХЕХЕ, XF, в G такое, что 


FX, у, αι, Yi) =H (XL, №, χι, У1),. 
| f(x, y, TA, y) = f(x, Y, Ly, Ayı) 

для любых LEK, tr EE, УЕЁ, y, EF, и ЛЕА. Тогда существует, 
u. притом единственное, Z-Öununeünoe отображение g произведе- 
ния (HE @aF)X (Е ФАР!) в G такое, umo f(x, y, χι, и) = 
= (т © и, tx Фу.) для любых хЕЁ, yEF, x EE,, y, EF. 

Единственность © явствует из того, что элементы вида х®у 
(соответственно 1,6) у.) порождают Ё © АЁ (соответственно £,@ af). 
Докажем его существование. Для каждой пары (x,, у) ЕЁ ХЕ, 
существует, и притом единственное, /-линейное отображение hx, νι. 
группы АС) _Ёв С такое, что hx. , и (c@y)=f (x, у, ху, у). Отображение 
(71, У.) > Rx, y, произведения L, ХР, в Lz (Е @aF, 0) /-билинейно, 
u Γαλ, νι = x ‚ли, для всех K€ A. Поэтому существует Й-линейное 
отображение À группы Ё, АЕ, в Æz(E @QuF, G) такое, что 
h (x, 6 Ya) = Rx y,- В силу предложения 1 $ 1, тогда существует 
7-билинейное отображение © произведения (Е бо af) x (ЕЁ © АЕ) 
в С такое, что 


$ (Фу, LOY) = (й (XY) (TOY) = hx, νιον) =Т(х, у, da, 1). 


и предложение доказано. 


2. Тензорное произведение двух линеиных отобра- 

жении 

Пусть А — кольцо, E и Е’ — правые А-модули, F и F’ — ле- 
вые А-модули, и: Е > Е’ио: F— F’ — А-линейные отображения. 
Непосредственная проверка показывает, что отображение (X, y) — 
—>u(x)®v(y) произведения EXFB E'Q@AF" удовлетворяет усло- 
виям (2). Поэтому существует, и притом единственное, #-линей- 
ное отображение Ὁ ER af BE’ @aF’ такое, что 


® (169 у) =и (х)® 9 (у) . (3) 
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для всех ЕЁ, ИЕР. Это отображение обозначается иФи и на- 
зывается тензорным произведением линейных отображений u u Ὁ. 

Если и, u,, u, принадлежат #А(Ё, Е’) n v, v,, Vo принадлежат 
La(F, Г’), то, в силу (3), 


(u, и.)бч = (u,@v) - (из), 1 


UB (и, + Vg) = (ибо) + (UV). } “ 


Пусть Е” — правый А-модуль, Ё” -- левый А-модуль и и’: 
Е’— Е", v': F'— F" — А-линейные отображения. В силу (3), 


(u’ oU)®@(v' ov) = (α΄ бб’) о (и @ v). (5) 

| Î 
Более общим образом, пусть A и A’ — два кольца, Ё — пра- 
вый А-модуль, Е’ — правый А’-модуль, F — левый А-модуль 


и Р’— левый А’-модуль. Пусть, далее, ф: A —>A’ — гомоморфизм 
относительно кольцевых структур, а и: Е—> Е’ u v: FoF— 
1-линейные отображения такие, что ὑ(αλ) = и (x) φ(λ) ид (Ay) = 
—=ф (Л) э(у) для всех хЕЁ, yEF, AEA. Отображение (x, y) — 
—u(z)®v(y) произведения EXF в Ё’САЁ’ по-прежнему удо- 
влетворяет условиям (2), ибо, в частности, 

и (αλ) © о (y) = (u (x) φ (^)) 695 (y) =и (2) © (ф (A) v (y)) =и (2) @v (Ay). 
Поэтому существует, и притом единственное, /-линейное ото- 
бражение w EQ1AF BE’ @y4F’ такое, что w(xQy)=u(r)@Sv(y). Если 
нет опасности смешения, иногда и это отображение обозначают 
и699; очевидно, оно обладает свойствами, аналогичными (4) и (5). 


3. Операторы на EQaf 


Пусть и — эндоморфизм правого А-модуля Ё. Если 1 означает 
тождественный автоморфизм левого А-модуля А, то u@1 есть 
эндоморфизм коммутативной группы ÆQAF (n° 2). При этом, 
согласно (4) и (5), для любых эндоморфизмов μι, и. А-модуля Е 
имеем (и,--и,)©1= (и. ©1)-Е(и.©1) и (μι °и,)©1= (и. © 1) ‹ (и, 1. 
Отсюда, в частности, следует, что если В — кольцо и Ё наделено 
структурой левого (соответственно правого) В-модуля, внешний 
закон которого перестановочен (гл. |, $ 5, определение 5) с внеш- 
ним законом структуры А-модуля в E, то тензорное произ- 
ведение ЁСАЁ канонически наделимо структурой левого 


464 ПРИЛОЖЕНИЕ II К ГЛАВЕ ΠῚ 


{соответственно правого) В-модуля, при которой 
В: (ту) = (Bx) @y 
(соответственно (ходу) .В = (xB) @y) 
для всех BEB, Εξ, yEF. 

Точно так же, если F наделено структурой левого (соответ- 
ственно правого) С-модуля, внешний закон которого перестаново- 
“eH с внешним законом структуры А-модуля в РЁ, то Ё©АЁ кано- 
нически наделимо структурой левого (соответственно прав го) 
(-модуля, при которой 


у: (2699) = 2@ (у) 
(соответственно (699). у == (у\)) 


для всех yEC, хЕЁ, yEF. При этом, если Ё СЁ одновременно 
наделено структурой В-модуля и структурой С-модуля, то, вслед- 
ствие предыдущих формул, внешние законы этих двух структур 
перестановочны. 


Пусть Е’—правый А-модуль, Ё’—левый А-модуль, и: E—E 
и о: #—>F’ — А-линейные отображения. Если Ё и EL’ наделены 
структурами (скажем, левого) В-модуля, внешние законы которых 
перестановочны с внешними законами структур А-модуля, и если 
и В-линейно, то uQv В-линейно, ибо 

(ибо) (р (299)) = (ибо) ((βα) Wy) = и (Px) Bo (у) = 
= (Ри (x))@v (y) =В: (и (x) Wo (y)) 

для всех BEB, хЕЁ, yEF. Точно так же, если F u F’ наделены 
структурами С-модуля, внешние законы которых перестановочны 
с внешними законами структур А-модуля, и если о С-линейно, 
то ибо С-линейно. 


Пусть Г — центр кольца A. Гомотетии, определяемые в Ё 
(соответственно в F) элементами из Г, являются эндоморфизмами 
структуры А-модуля BE (соответственно в А). Тем самым, соглас- 
но предыдущему, это определяет в £QAF две структуры Г-мо- 
дуля с внешними законами (у, 569 у)—>(1\)б3у и (у, хФу) — 10 (уу; 
по определению ЕЁ®АЁ, эти две структуры совпадают. Если Е” — 
правый А-модуль, Ё’— левый А-модуль, а и: E—E" ив: Е—>Е'— 
А-линейные отображения, то иФо есть Г-линейное отображение 
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ÉGQAF в E’@aF’. Отображение (u,v)—>u®Qv произведения 

LialE,E)xZı(F,F) в £r(E®aF, FE’ @aF’) определяет тогда 

(называемое каноническим) отображение L4 (EH, Е”) г Ал (ЕЁ, Е’) 
в Lp(H@alf, ELE’ © Е’), которое, очевидно, Г-линейно. 

Заметим, что, так же как в n° A § 1, обозначение и © о может 

повлечь смешение элемента u®v из А(Е, Е’) СЭг-ВА (Е, Е’) 

с его образом в =. (ЕСЭАЕ, E’@aF’) при упомянутом отображении, 
который мы в n° 2 также условились обозначать и С υ. 


В случае, когда А коммутативно, H® af, согласно предыду- 
щему, наделено структурой А-модуля, при которой & (х® у) = 
= (хи) у = © (му) для всех “ЕЛА, хЕЁ, yEF. Для любого 
А-билинейного отображения f произведения £ XF в произвольный 
А-модуль М существует -линейное отображение g модуля Е.Р 
в N такое, что }(5, у) =#(х ©) для всех хЕЁ, yEF; так как 
при этом для всех «Е А имеем 

$ (а (x@y)) = 8 ((7a)@y) = f (wa, у) = а} (x, y) = ag (αυ), 
то g А-линейно. Поэтому существует (ἃ 1, предложение 3) 
А-изоморфизм модуля EQ αἱ! на А-модуль, обозначенный в опре- 
делении 3 $ 1 через E&QF, преобразующий x@y (в смысле опре- 
деления 1) в хОу (в смысле, установленном в n° 2 $ 1). В дальней- 
шем эти два А-модуля будут посредством указанного изомор- 
физма отождествляться. 


4. Тензорное произведение с основным кольцом 


Пусть Е — правый А-модуль. Так как внешние законы А-мо- 
дулей A, u A, перестановочны, то тензорное произведение EG AA, 
канонически наделимо структурой правого А-модуля, при кото- 
рой (х®^) и=х@© (Au) для всех TEL, YEA, μΕΑ. Так как отобра- 
жение (x, ^)—>х^, произведения ЁХА, в E удовлетворяет условиям 
(2), то существует (называемое каноническим) /-линейное отобра- 
жение g модуля ЕФАА, BE такое, что g(x@À)—xÀ для всех ЕЁ, 
ЛЕА; ясно, что © А-линейно. 

ПрЕдложЕНИЕ 3. Отображение h: x — 1671 правого А-модуля Е 


в EX 4A, есть изоморфизм правого А-модуля Е на правый А-модуль 
ΕΘΑΛΑ.; изоморфизм g, обратный в h, определяется условием 


g(xQh) = αλ. 


30 H. Бурбаки 
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Действительно, очевидно, бой и hog — соответственно тожде- 
ственные отображения Ё и Ё®АА, на себя; поэтому, в силу 
своей А-линейности, g и A являются взаимно обратными изомор- 
физмами. 


Заметим, что если ЕЁ наделено структурой (левого или правого) 
В-модуля, внешний закон которой перестановочен с внешним 
законом структуры А-модуля BL, то gu h являются также взаим- 
но обратными изоморфизмами структур В-модуля в Е и EQAA.. 


Пусть теперь À — левый А-модуль. Аналогичным образом 
определяются структура левого А-модуля в A,®aFf и канониче- 
ский А-изоморфизм А Wal на F. 

В частности, существует канонический изоморфизм А ©АА. 
на А (для структур левого и правого А-модулей), преобразую- 
щий AQU B Au. 


5. Свойства EGQ4F по отношению x подмодулям и 
PAKMOPMOOYAAM 


Пусть E — правый А-модуль, F — левый А-модуль, M — 
подмодуль BE и N — подмодуль в F. Рассмотрим канонические 
отображения 


i D DONS 
M—E- E/MuN-o-F- FIN. 
Отображение 16} (называемое каноническим) вообще не инъек- 
тивно, так что вообще MAN He отождествимо с подгруппой груп- 


пы H@aF (см., однако, n° 6). Но имеет место следующий резуль- 
тат, доказываемый совершенно так же, как предложение 6 $ 1: 


ПредложЕНИЕ 4. Отображение p®g группы Е®АЕ в 
(6/4) Θα (Е/М№) сюръевтивно, и его ядром служит сумма обра- 
308 групп E®aN и М®АЕ соответственно при отображениях 


1007 w 101. 


Следствие. Лусть F — левый А-модуль и а — правый идеал 
кольца А. Тензорное произведение (A,/a)& af канонически изоморфно 
факторгруппе F/(aF), где мы nod аЁ (допуская вольность) пони- 


маем подгруппу в Е, образованную конечными суммами рт 
i 


в которых À, Eau y,EF. 


6 ПРИЛОЖЕНИЕ II К ГЛАВЕ 111 467 


Действительно, в силу предложения 4, (A,/a)®&af канони- 
чески изоморфно факторгруппе группы A, QAF по каноническому 
образу группы а ФР. Поэтому достаточно, на основании пред- 
ложения 3, канонически отождествить A, QAF с F и заметить, 


что канонический образ группы A@&AaF отождествится тогда 
c ar. 


6. Своиства E GaF поотношению в прямым суммам 
и произведениям | 


ПрЕДЛОЖЕНИЕ 9. Пусть E — правый А-модуль, являющийся 
прямой суммой семейства (En)1er своих подмодулей, и Е — левый 
А-модуль, являющийся прямой суммой семейства (Fiuem своих 
подмодулей. Тогда для любой пары (A, μ) Е Ё ХМ каноническое ото- 
бражение Ελς АЕ в ЕФАЁЕ есть изоморфизм на некоторую под- 
группу Gry группы ÉQAF, и EGAF есть прямая сумма этих под- 
групп Gay. 


Это предложение доказывается совершенно так же, как пред- 
ложение 7 $1. 


В условиях предложения 5, В© АЁ) отождествляется © Gay, 
посредством канонического отображения. Если элементы 21€ Er 


и У. ЕР, равны нулю для всех кроме конечного числа индексов, 
_ имеем тогда 


Aa) Уже Ἢ (6) 
λ μ A, 


Следствие. Если F обладает, базисом (bu)uem, то группа E@aF 
изоморфна группе ET и каждый элемент из ΕΦ ΑΕ представим, 


и притом единственным образом, в виде > (tu & bu), 20 
μ 


элементы χμ EE для всех кроме конечного числа индексов равны 
нулю. 

Это доказывается, как следствие 1 предложения 7 ἃ 1, с уче- 
том установленного выше предложения 3. 


В условиях следствия предложения 9, допустим, что модуль E 
также обладает конечным базисом (ал)лег. Тогда каждое 2Ε ER AF 
представимо, и притом единственным образом, в виде 


30* 
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D ((anfau) ® bu), где Cy, принадлежат A, и отображение 
A, в 


2— (и), weLxMm есть изоморфизм Ё Q4F на АХ) относительно 
групповых структур (и даже относительно структур модуля над 


центром кольца A). 


Пусть (Ιζλ)λει, — семейство правых А-модулей и (Fu)uem — семей- 


ство левых А-модулей; рассмотрим модули Ё = [| Ελα k= | Fy. 
KEL NEM 


Отображение ((αχ), (Yu))—> (xx © Yu) произведения EX FB комму- 


| (E,®aF,u) удовлетворяет условиям (2) 
λ.μ)ε ΧΜ 
предложения 1; поэтому существует, и притом единственное, 


7-линейное отображение f группы EQaF» [| (Е, @aFy) (назы- 
A, μ 


ваемое каноническим) такое, что f ((xx) © (Yu)) = (La © Yu). 


тативную группу 
( 


ПреЕдложЕНИЕ 6. Ecau (Κλ)λει,-- семейство правых векторных 
пространств над телом A u (Fu)uem — семейство левых вектор- 
ных пространств над А, то каноническое отображение 


| ПЕ,,) @ a ( [ Ри) в [ (Ex @a Fy) инъективно. 
ЛЕГ, WEM 


(A, WELXM 
Обозначим через g каноническое отображение H@ «FB |] (£,@ АЕ) 
| ЛЕГ, 


и через hy, (для каждого ЛЕГ.) — каноническое отображение 
Ey, @ ak B II (Er af u); очевидно, f есть композиция отображения g 
μεΜ 


и отображения (Πλ) произведения || (Е. QF) в ПОП (Ел АЕ, }} 
ЛЕГ, ЛЕГ, μεΜ 


тем самым всё сводится к случаю, когда каждое из множеств Ι,, М 
состоит ‘из одного элемента. Покажем, например, что © инъек- 
тивно; пусть (bo) — базис левого векторного пространства F; 
тогда каждый элемент из £QAË может быть однозначно пред- 


ставлен в виде z= У ((2°)©); если g(z)=0, то У (x @ be) =0 
Q 0 


для каждого ACL, значит, 1 —0, каковы бы ни были A и о 


(следствие предложения 5), и предложение доказано. 


При выполнении условий предложения 6 тензорное произведе- 
ние ([[Z,)@a([| Fa) часто отождествляется с его каноническим 
À μ 
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образом в I (£1@ aFu). В частности, если F — левое векторное 
А, U 
пространство над телом A, А.С)АЁР канонически отождествляется 


L 

c F (n° 4), значит, Aga®AF канонически отождествляется с вектор- 
L 

ным подпространством в А’ путем отождествления элемента 

>! (и; 66,), где 6, ЕР u u, — отображение L в А, с отображением 


1 


À — 2 и; (A) 6; множества LB F. Точно так же ΕΘΑΑΐ΄, гдеЕ—пра- 


вое векторное пространство над А, отождествляется с подпро- 
странством в ЕМ. Еще специальней, Α76 AA для любого 
тела А отождествляется с подпространством в ALXM (рассматри- 
ваемом одновременно и как левое и как правое векторное про- 


странство над А) путем отождествления каждого элемента >) (и, 65;), 


где u, — отображение L в А и v, — отображение М в A, 
с отображением (A, и) —> Хи, (A) v,(u) множества LXM в A. 


7. Дополнения относительно LalE,F) 


Пусть E и F — два левых или два правых А-модуля. (В даль- 
нейшем для краткости будет предполагаться, что Ё и F — левые 
А-модули.) Мы дополним в некоторых отношениях свойства 
La(H, Е), установленные в главе ШП. Читатель отметит опреде- 
ленную аналогию между свойствами (Е, Е) и EQaf. 

Пусть Ё’, F’ — левые А-модули ии: Е-> Е’, v: FF — 
А-линейныеотображения. Отнесение каждому элементу f€ £4(L,F) 
элемента vofoufgZu(E,F') устанавливает Й-линейное отобра- 
жение LA(E, μ) B£a(E', F'). Мы будем обозначать его (и, υ). 

Каковы бы ни были и, и, и. из В А(Е’, В) ио, и, изА (Е, Е”), 
имеем 

L (и + us, υ) = «ὁ (и, v) + LH (в., υ), 


«6 (U, u, +0,)=# (и, v1) + «6 (u, v,). (1) 


Если Ё”, ЕР” — левые А-модули и и’: EE", р: F’ —>F"— 
А-линейные отображения, то 
& пой’, по =, 0] (u,v), (8) 


Пусть и — эндоморфизм А-модуля Е. Если 1 — тождествен- 
ный автоморфизм модуля À, то S(u, 1) есть эндоморфизм 
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коммутативной группы LZA(E,F). При этом для любых двух эндо- 
морфизмов U,, U, модуля Е, согласно (7) u (8), имеем £ (u, +u,, 1) — 
= & (uy, 1) +8 (uz, 1) и (и1ои., 1)= (u,,1)o£ (u,, 1). Отсюда, 
в частности, следует, что если В — кольцо и Ё наделено структу- 
рой левого (соответственно правого) В-модуля, внешний закон 
которого перестановочен с внешним законом структуры А-модуля 
BH, то ÆA(E, F) наделимо структурой правого (соответственно 
левого) В-модуля, при которой 


(7: ϱ) (x) = f (x) 


(соответственно (В.Л) (x) = /(αβ)) 


для всех BEB, FEZA(E,F), хЕЕ. 

Точно так же, если F наделено структурой левого (соответ- 
ственно правого) С-модуля, внешний закон которого перестано- 
вочен с внешним законом структуры А-модуля в РЁ, то LA(E, δ) 
канонически наделимо структурой левого (соответственно пра- 
вого) С-модуля, при которой 


(v- À) (x) = vf (2) 


(соответственно (7:γ) (x) =f (x) у) 


πππγΕες,]Ε-«ἑα(Ε,Ε),χΕ E.Ilpu atom, ecau £2, (Е, Е) одновременно 
наделено так структурами В-модуля и С-модуля, то внешние 
законы этих двух структур, в силу предыдущих формул, пере- 
становочны. В частности, если Г — центр кольца А, мы вновь 
получаем так, двумя различными способами, структуру Г-модуля 
B £a4(E, Е), определенную 8 n° 1 $2 главы 11. 


Пусть E’ u Ё’— левые А-модули, и: E—Euv F— F"— 
А-линейные отображения. Если E u E’ наделены структурами 
(скажем, левого) В-модуля, внешние законы которых соответ- 
ственно перестановочны с внешними законами структур А-модуля, 
и если и В-линейно, το £ (u, и) В-линейно. Действительно, если 
hu Й означают эндоморфизмы модулей E u E’, порожденные 
одним и тем же элементом PES, то, в силу предположения, 
hou=uoh’ и, значит, 


& (и, υ)ο (Е, 1.) = (hou, 9) = (uch, v) = L(h', 1p-)oF (u, ο), 


где 17 M 17 означают соответственно тождественные автоморфизмы 
модулей Ги F’. Так как «ὁ (h,1r) и £ (h’, 1p) — эндоморфизмы, 
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порожденные элементом В соответственнов Zu (HL, F) u £4 (Е’, Г’), 
то наше утверждение тем самым доказано. Точно так же, если 
F u F’ наделены структурами С-модуля, внешние законы кото- 
рых перестановочны © внешними законами структур А-модуля, 
и если v С-линейно, то £ (и, в) С-линейно. 


Рассмотрим группу Za(A,F), где Е — левый А-модуль. 
Так как правые умножения & —> EQ являются эндоморфизмами 
левого А-модуля Α., то, согласно предыдущему, «6 À (A,, Е) канони- 
чески наделимо структурой левого А-модуля такой, что (af) (ἕ)-- 
= (5%) для всех f€ 4(A,, К) и всех à n Ё из А. Пусть 0, для каж- 
moro z ЕР — элемент из Z 4 (А., F), определяемый формулой 0, (A) = 
—=Ах. Тогда отображениес : x — 0, модуля PBL 4(A,, F), называемое 
каноническим, А-линейно. 


ПрЕдложеЕНИЕ 7. Каноническое отображение 2: x—>0, левого 
А-модуля Ев La(A,, Е) есть изоморфизм А-модуля Е на А-мо- 
дуль LA (А., Е); обратным ему изоморфизмом служит h: f — f (1). 

Действительно, А-линейность h непосредственно проверяется; 
так как очевидно бой и hog являются соответственно тождествен- 
ными отображениями 59 (А., К) и F на себя, то тем самым предло- 
жение доказано. 


Заметим, что если À наделено, кроме того, структурой Б-мо- 
дуля, внешний закон которого перестановочен с внешним зако- 
ном структуры А-модуля, то канонический изоморфизм х—>0, 
также Б-линеен. 


Предыдущие свойства являются аналогами свойств ЕСАР, 
рассмотренных в n°n° 2, 3 u 4; свойства же, рассмотренные в ΠΠ’ 5 иб, 
имеют своими аналогами свойства ΘΑ (Е, Е), доказанные в n°n° 2, 3 
и 4 § 2 главы II. 


5. Два ваноничесвих изоморфизма 


Пусть Е — правый А-модуль, F — левый А-модуль, G — ком- 
мутативная группа и Н — коммутативная группа всех отобра- 
жений f: EXF—G, удовлетворяющих условиям (2). Как мы видели 
(n° 1), существует канонический изоморфизм Н на Sz (Е®АЕ, С). 

С другой стороны, в #2 (Е, G) существует каноническая струк- 
тура левого А-модуля, ав €z(F,G) — каноническая структура 
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правого А-модуля (n° 7). Поэтому можно рассматривать группы 
LalE,£z(F, @)) и LaA(F, 92 (Е, G)). Отображение f произведе- 
ния £ XF 8 G канонически отождествимо с отображением А в MHO- 
жество С” всех отображений Ё в С (Теор. мн., Рез., $ 4, п°14); выра- 
кая, что это последнее отображение принадлежит LA(E,Lz(F,G)), 
получаем как раз условия (2). Тем самым имеем канонический 
изоморфизм Н на Zu(E, Lz(F,G)). Аналогично определяется 
канонический изоморфизм Н на LA(F, £z(E,G)). Эти изомор- 
физмы позволяют отождествлять группы À, Lz(EQAF,G). 
LA(E, £z(F,G)), Za(F, £z(E,G@)). 

Предположим теперь, что Ё и G являются, кроме того, левыми 
(соответственно правыми) В-модулями и что внешний закон 
В-модулязв E перестановочен с внешним законом А-модуля. Тогда 
ÉQAF канонически наделимо структурой левого (соответственно 
правого) В-модуля (см. n° ὃ), а #в(ЁЕ, @) канонически наделимо 
структурой левого А-модуля (n° 7). Поэтому можно рассматри- 
вать группы Lp (Е бАЕ, <) ий (ЕЁ, вв (Е, G)). Они являются coor- 
ветственно подгруппами групп Æz(EQAF,G) ив (Е, (Е, Ц)). 
Разыскивая условие, при котором отображение f: EX F—>G, удовле- 
творяющее условиям (2), соответствует элементу из Lp(L@aF, G) 
или элементу из Zu (HL, LB(E, G)), в каждом из этих двух случаев 
находим одно и то же условие 


(соответственно 7 (xp, y) = f(x, у) В) 


тождественно относительно BEB, хЕЁ, yEF. 

Аналогично, предположим, что F и С — левые (соответственно 
правые) С-модули и что внешний закон С-модуля в Ё перестано- 
вочен с внешним законом А-модуля. Тогда для того, чтобы отобра- 
жение]: Ex —> G, удовлетворяющее условиям (2), соответствовало 
элементу из Lc(ERıF,Q@) или элементу из LA(E, Lc(F,G)), 
необходимо и достаточно, чтобы } удовлетворяло одному и тому же 
условию 

f(x, vy) = vf (x, y) 
(соответственно ia, me, DV 


тождественно относительно YEC, σεξ, yer. 
Таким образом, установлен следующий результат: 
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ПредложениЕ 8. а) Пусть g’ для каждого ΕΕ Фв(Е®АЕ, С) 
есть отображение Е в в (Е, G), определяемое требованием, чтобы 
(σ’ (y)) (1)=# (х<у) для всех ce E,yEF. Тогда g —> 8’ есть изомор- 
физм коммутативной группы ÆBp(E QAF,G) на epynny 
ЖА (Е, #в(Ё, G)). | 

6) Пусть й' для каждого ВЕ Lc (ЕЛЕ, G) есть отображение Е 
в Lc (Е, С), определяемое требованием, чтобы (h (α)) (y)=h (ху) 
для всех ХЕЁ, yEF. Тогда h->h' есть изоморфизм группы 
Lc(EQAF,G) на группу В А(Е, Lc(F, G)). 


9. Воммутативность и ассоциативность теинзор- 
11000 произведения 


Пусть E — правый и F — левый А-модуль. F можно paccMa- 
тривать также как правый 49-модуль, ἃ Ё — как левый А9-модуль, 
где A® — кольцо, противоположное А. 


ПрЕдложеЕНИЕ 9. Существует, и притом единственный, изо- 
морфизм в коммутативной группы ЕСАЁ на коммутативную 
группу Е©лоЁ такой, что в (хбоу)=у@х для всех ЕЁ и yer 
(«коммутативность» тензорного произведения). | 

Действительно, отображение (x, у) —> ух произведения E XF 
в АХ ло Е удовлетворяет условиям (2), если вспомнить, что произ- 
ведение Ax (соответственно YA) при структуре левого (соответ- 
ственно правого) 49-модуля в Ё (соответственно в А) есть, по опре 
делению, произведение ZA (соответственно Ay) при структуре пра- 
вого (соответственно левого) А-модуля в E (соответственно в F). 
Поэтому (предложение 1) мы получаем Й-линейное отображение с 
группы EQAF в FQ aE такое, что o(xQy)=—y@x. Так же опре- 
деляется Х-линейное отображение т группы F@~k в ЕЗАЕ 
такое, что т(у6х)=х@у, и ясно, что O и т— взаимно обратные 
изоморфизмы. 


Изоморфизм 0 и обратный изоморфизм т называются канониче- 
CHUMU; в случае, когда Е (соответственно А) наделено структурой 
В-модуля (соответственно С-модуля), внешний закон которой 
перестановочен с внешним законом структуры А-модуля, эти 
изоморфизмы очевидно являются также изоморфизмами струк- 
тур В-модуля (соответственно С-модуля), канонически опреде- 
ляёмых в EQAF и F@ak (n° 3). 
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Пусть теперь A u В — кольца, Ё — правый А-модуль, F — ком- 
мутативная группа, наделенная структурами левого А-модуля 
и правого Б-модуля с перестановочными внешними законами 
и G — левый В-модуль. 

Пусть C— коммутативная группа ΖΙΕΧΕΧΟ) и D — ее πο]- 
группа, порожденная элементами следующих типов: 

(2, 2», У, 2) — (1, Ys 2) — (La, У, 2), } 
(2, Ya t+ Yor 2) — (2, Ул, 2) — (Ls Ye, 2), | 


CE 21 + 20) - Eu a (2, 9, 25), Г (9) 
(ЖА, y, 2) — (x, Ay, 2), | 
(x, ур, 2) --(α, у, μα) ) 


со всевозможными X, Ti, Lo из EL, У, γι, Yo 180, 2, 21, 2, M3G, ЛЕА 
и μΕβ. Коммутативная группа C/D обозначается EQ4F@rG 
или просто ERF&G, если это не может повлечь путаницы. KaHo- 
нический образ (т, у, 2) ЕС в C/D обозначается cQy 2. 

Если g — /-линейное отображение Ро РЭ в коммутатив- 
ную группу H, то отображение (5, у, 2) —> f(x, у, z)=g(x@uy@z) 
очевидно удовлетворяет условиям 

f(t +2, 9, 2) = | (2, у, 2) + f (La, у, 2), } 
P(X, Yi + У», 2) = }(α, γι, 2) +P (Ls Yor 2), 


| 

f(x, у, +2) =F (т, у, 21) + 7(х, У, 2) } (10) 
(ek, у, 2) = f(x, Ay, 2), | 
f(x, ур, 2) = f(x, y, μα). J 


Обратно, пусть | — отображение EXFXG в H, удовлетворяю- 
щее условиям (10); рассуждая тогда, как при доказательстве 
предложения 1, заключаем, что существует, и притом единст- 
венное, /-линейное отображение g группы Κ66 ΑΡ ва в Н такое, 
что f(z, у, z)=g(tQyQz) для всех ЕЁ, νεξ, zEG. 

Тем же рассуждением, что и при выводе следствия предложе- 
ния 4, устанавливается следующее свойство единственности. 
Пусть Я — коммутативная группа и ἦν — отображение EXF XG 
в Н, удовлетворяющее условиям (10) и такое, что h(EXFXG) 
порождает Н; предположим, что для каждой коммутативной 
группы L и каждого отображения f произведения EXFXG 8 L, 
удовлетворяющего условиям (10), существует 7-линейное ото- 
бражение g группы Н в L такое, что } = бой. Тогда существует, 
и притом единственный, -изоморфизм ф группы Е®АЁ®в@ 
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на Н такой, что h=Wod, где 0 означает каноническое отображе- 
ние (x, у, 2) —>х°у6 2 произведения EXFXG в ЕФАЁ О ва. 


Построим снова коммутативные группы Н, обладающие ука- 
занными свойствами. Поскольку внешние законы структур А-мо- 
дуля и В-модуля в F перестановочны, можно (n° 3) канонически 
определить в E&AfF структуру правого В-модуля и, следова- 
тельно, образовать группу H=(EQA1F)@rG. Пусть À — отобра- 
жение (X, у, 2) —> (x@y)®z произведения EXFXG 8 HA; оно оче- 
видным образом удовлетворяет условиям (10), и группа Н поро- 
ждается множеством K(EXFXG). Наконец, пусть f — отображе- 
ние EXFXG в коммутативную группу L, удовлетворяющее усло- 
виям (10). Для каждого ΖΕ отображение (x, у) —> f(z, у, 2) удовле- 
творяет условиям (2), а потому (предложение1) существует 7-ли- 
нейное отображение g, группы ER af BL такое, что 2, (< у) = 
=f (x,y,z), каковы бы ни были хЕЁ и yEF. Рассмотрим отобра- 
жение (и, 2) —> 5, (и) произведения (Е ФАЕР) X G 8 Г. Имеем 


82, +2, (и) = 82, (и) + 5:,(и), Bz (из + Ug) = 8, (Uy) + 8; (Up) 


8, (un) = Buz (и) 


{первое и третье из этих соотношений очевидны, когда и имеет 
вид 2&y, и распространяются на общий случай по линей- 
ности). Поэтому существует Й-линейное отображение g группы 
(Е ФАР) Ова в L такое, что g((x © y) © 2) =f (x, y, 2) для всех 
x€ EL, ye F, z€G. Аналогичное рассуждение можно провести для 
E®Qa(F ©в(), так что нами установлено следующее предло- 
жение: 


ПрЕдложЕНИЕ 10. Существует, и притом единственный, 
130морфизм 


ф: Е ФАР ®в@ —> (Е @aF) 856 
такой, что (x © y © 2) = (x © y) © Z, и однозначно определенный 
изоморфизм 

р: Е ФАР ва — Е Qa(F 856) 


такой, что b(xQy@ 2) = x (УФ 2) Е тензор- 
ного произведения). 
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Эти изоморфизмы, а также обратные им изоморфизмы и компо- 
зиции ob 1 итроф 1 называются каноническими. Если, например, 
К наделено структурой С-модуля, внешний закон которой пере- 
становочен с внешними законами структур А-модуля и В-модуля 
BF, то, как в п° 3, устанавливается, что E ФАЁ QBG канонические 
наделимо структурой С-модуля и что предыдущие канонические 
изоморфизмы С-линейны; аналогично, когда Ё (соответственно (1) 
наделено структурой модуля, внешний закон которой переста- 
новочен с внешним законом А-модуля (соответственно В-модуля} 
в Ё (соответственно G). 


Сказанное выше допускает обобщение на случай п—1 колек 
А, (1<1:<п—Т1) и п модулей #,,£,,...,#,. Предположим, что 
E, есть правый А\-модуль, Ё,— левый А„1-модуль и Ё; при 
1 <i<{n наделено структурами левого А; --модуля и правого 
А,-модуля, внешние законы которых перестановочны. Тогда 
тензорное произведение LE, Эд, Во ΘΑ»... DAn-aEn-ı DAn-ı Ln, ИЛИ 
просто δι © Е. ©... © Е„, определяется таким образом, что Х-линей- 
ные отображения этой группы в коммутативную группу Ё взаимно 
однозначно соответствуют отображениям ЁЖЁЕ.х...ХЁ BL, 
удовлетворяющим условиям, которые обобщают условия (10) 
и формулирование которых мы предоставим читателю. И здесь 
имеются изоморфизмы «ассоциативности», которые читатель опре- 
делит по приведенному выше образцу. В случае, когда все’ A; 
совпадают с одним и тем же коммутативным кольцом А, мы вновь. 
получаем тензорное произведение L, @ Ё. ©... Ὁ E,, определен- 
ное в n° 7 $1 (без его структуры А-модуля). 


10. Изменение основного волъца 


Пусть A и В— кольца и о— гомоморфизм А в В, преобра- 
зующий единичный элемент в единичный элемент. Каждый левый 
(соответственно правый) В-модуль N может рассматриваться 
как левый (соответственно правый) А-модуль, если считать. 
и. т=0(&) т (соответственно х:@ = хо (&)) для всех TEN παΕΑ; 
выполнение аксиом унитарного модуля при этом очевидно. Каж- 
дый гомоморфизм В-модуля, М в В-модуль N будет также 
гомоморфизмом относительно соответствующих структур А-мо- 
дуля в Ми N. 


10 ПРИЛОЖЕНИЕ II К ГЛАВЕ III 477 


В частности, В, наделенное структурой правого В-модуля 
(т. е. структурой Ва), может также рассматриваться как правый 
А-модуль; поэтому, если Ё — левый А-модуль, можно образовать 
тензорное произведение B QAË (где подразумевается, что В наде- 
лено структурой, определяемой гомоморфизмом 0). Так как В 
наделено также структурой левого В-модуля (структурой B,), 
а внешние законы в 5b, и Б. перестановочны, ВБ СФАЁ канони- 
чески наделимо структурой левого В-модуля (n° 3). Мы говорим, 
что этот Б-модуль получен из E путем расширения кольца 
скаляров посредством ϱ 00 В, и обозначаем его E(p,g или 
просто EB), если можно не опасаться путаницы. В случае, 
когда А есть подкольцо центра кольца В, содержащее единич- 
ный элемент, а ϱ-- каноническая инъекция А в В, мы вновь 
получаем модуль ЁР(в), определенный в n°1 $ 2. 

Возвращаясь к общему случаю, будем называть Й-линейное 
отображение ф: x—1@x модуля Е в В®АЕ=Е(в) канони- 
ческим. Для всех GEA и хЕЁЕ имеем 


ф (ax) =1 © (ax) = о (а) @ х=о(а) (1 ® x) =e (а) φ(α), 


иными словами, ф А-линейно (относительно структуры левого 
А-модуля в Ё(в)», получающейся из его структуры В-модуля, 
как описано в начале этого n°). Канонический образ @(E) 
модуля Ё в Ё(в) порождает В-модуль Ep). 


ПредложеЕНИЕ 11. Для каждого А-линейного отображения f 
модуля E в левый Б-модуль Е существует, и притом единствен- 
ное, Б-линейное отображение Е модуля Ep) в F такое, что 
{ (2) =} 66 x) для всех ЕЕ. 

Это доказывается так же, как предложение 2 ὃ 2, с использова- 
нием предложения 1, установленного в n° 1. 


_ Согласно n° 3, для каждого А-линейного отображения 5 модуля Ё 
в левый А-модуль Е’ отображение g—1 © g модуля Ев) в Evy 
В-линейно; при этом, обозначая через ф’ каноническое отобра- 
жение E’ в Ein), имеем ($ (a))—(1 ® 8) (1 @ 2) =188@®)-=$Ф (в) 
для каждого rE HL, τ. е. go~—q’ og. Очевидно, # есть единственное 
В-линейное отображение Ав) в Ев) такое, что & (1 © α)--1 ® σία). 
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Пусть теперь С — кольцо и о — гомоморфизм В в С, преобра- 
зующий единичный элемент в единичный элемент. Тогда можно 
рассматривать, с одной стороны, С-модуль (Ё(в,о))‹с, а), а © дру- 
гой — С-модуль Ee, σερ); Которые мы будем для упрощения обозна- 
чать (ЁЕ(в))с) и Ес). Коммутативными группами этих модулей 
служат соответственно C®p(B@ ak) и C@ ak. Ho С-модуль 
Сов(В @AË) канонически отождествим с С-модулем (С @pB) QAE 
(предложение 10); с другой стороны, С-модуль C@rB 
отождествим с С-модулем С, посредством изоморфизма γίβ--» 
--»γσ(β) (предложение 3), и этот изоморфизм есть также изомор- 
физм относительно структуры правого А-модуля в С ©вВ, onpe- 
деляемой гомоморфизмом 0, и структуры правого А-модуля BC; 
определяемой гомоморфизмом 0 00. В итоге мы получаем изоморфизм 
9 С-модуля (ἔκ) Ha С-модуль Ё(с), называемый, как и изо- 
морфизм, обратный ему, каноническим, такой, что 


0 (у® В @ z)) = (ус (B)) ® 2 
для всех EL, BEB, yEC. Если фи φ’ означают соответственно 


канонические отображения Ё в Κο и Κα в (E(B)kc)y, изомор- 
физм 9 отождествляет ф’оф с 1. 


Пусть Ё — А-модуль, обладающий базисом (άλ)λει,, и ф — кано- 
ническое отображение 2 — 1 © x этого модуляв EB, о); Из следствия 
предложения 5 вытекает, что (ф (αλ))λει, есть базис В-модуля E(8. ο). 
Для того чтобы ф было инъективным, необходимо и достаточно, 


чтобы ϱ было инъективным, ибо @(>) Е а») = У ϱ (Ex) (1 6 ал). 
ЛЕГ ЛЕГ, 


Аналогичные определения и свойства получим, отправляясь 
от правого А-модуля E. 


11. Применение: размерность модуля 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 12. Пусть А — кольцо и Е — свободный левый 
А-модуль. Если существует гомоморфизм кольца А в тело D, nepe- 
водящий единичный элемент в единичный элемент, то любые два 
базиса E над А равномощны. 

Действительно, пусть о — гомоморфизм А в À) x ® — канони- 
ческое отображение модуля Е в векторное пространство (ο, 0); 
как мы видели в n° 10, для каждого базиса (ал) модуля Æ (ф (ar)) 
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есть базис в Ep, о); мы видим таким образом, что если Е обладает 
конечным базисом над А, то каждый другой базис конечен и состоит 
из такого же числа элементов (гл. II, $ 3, теорема 3). 
Предположим теперь, что Ё обладает бесконечным базисом 
(ay)aen, и пусть (du)uem — другой базис этого модуля. Пусть 
С (u) для каждого WEM — конечное множество тех ЛЕГ, для 
которых компонента В, с индексом À относительно базиса (a) 


отлична от нуля, и c=U С (и). Имеем Card (С) < Card (М) *) 
НЕМ 

(Теор. мн., гл. ПТ, $6, следствие 4 теоремы 2); HO так как ἔμ для каж- 

дого UE M принадлежит подмодулю в E, порожденному теми ал, 

для которых AE С, откуда следует, что C=L, то Card (L) < Card (М); 

так же устанавливается, что Сага (74) < Сага (L), и предложение 

доказано. 


Заметим, что вторая часть этого доказательства имеет силу 
независимо от каких бы то ни было предположений о кольце А. 


В случае, когда А удовлетворяет условиям предложения 12, 
кардинальное число произвольного базиса свободного А-модуля E 
называется также размерностью E и обозначается dim, E или dim£. 


Замечания. 1) В случае, когда A — тело и Е обладает конеч- 
ным базисом, предыдущее определение совпадает с данным в n° 2 
$ 3 главы 11. 

2) Условия предложения 12 выполнены, в частности, для каждо- 
го коммутативного кольца А (с единицей), ибо, в силу теоремы Круля 
(гл. Г, $ 8, теорема 2), существует гомоморфизм кольца A на поле 
(гл. I, $ 9, теорема 2); в случае, когда Е обладает конечным базисом, 
мы так другим способом вновь получаем следствие 2 теоремы 2 $5. 

3) Большинство свойств конечномерных векторных пространств 
уже не распространяется на конечномерные А-модули над коммута- 
тивным кольцом A. Например, идеал в A не обязательно обладает 
базисом (см. главу II, $ 1, n° 6, замечание 1 после определения 8, 
и главу УП, $1, упражнения 1 и 12); подмодуль F свободного модуля Ё 
может быть свободным, отличным от E и иметьту же размерность, что 
и Е, как показывает пример главных идеалов в A; TOT же пример 
(в случае, когда A есть кольцо целостности) показывает, ITO 


*) Сага (Е) означает мощность (кардинальное число) множества Ё. — 
Перев. 
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свободный подмодуль свободного -модуля не обязательно обладает 
дополнением. 


Упражнения. 1) Пусть Е — правый А-модуль и F — левый 
А-модуль. Пусть, далее, } — функция, определенная на множестве 5 
всех конечных последовательностей ((αι, Yi), (т, Yo); +++, (хи, Yn)) 
(п произвольно) элементов из EX F, со значениями в множестве G, такая, 


что 


L 1 ((т1, γι), es νη (Ln, Уп)) =f (say Yor)» μμ. (Zo(nys Ys(n))) 

AIA каждой подстановки 0 = S,: 
2° f (a+ 24, Yi); “3 (2ῃ, Yn)) =f ((αι, Y1) (11, 1), ng (Zn, Yn)); 
3° (an Yr Yi), + Am Yn)) =F (us νι)» (21, Yi), +, (и, Yn)); 
45 1 ((x4A, Yyı)» ++.) (Zn: y= fF ey, hy); ыы. (Zn; Yn))- 


Показать, что существует, и притом единственное, отображение g 
τι 

группы Е QaF в С такое, что {((σι, νι)» +, (ns Yn))=8 (2 (αι @ yi). 
i= 

| Заметить, что если > (x; Qyi)= D (x; ©у:), то разность > (ti, Yi) — 

i j i 
>: (α’, у!) в модуле Z(ÜXF) есть линейная комбинация с целыми 
7 


коэффициентами элементов одного из типов (1).] 

2) а) Пусть Е — коммутативная группа, наделенная структура- 
ми правого и левого векторных пространств над полем К, внешние 
законы которых перестановочны. Предположим, кроме того, что раз- 
мерности Е как правого и левого векторных пространств над К 
обе равны одному и тому же конечному числу п. Показать, что BE 
существует семейство (а;), ‚<„ элементов, являющееся базисом Е 


для каждой из этих двух структур векторного пространства над К. 
[Заметить, что если (5,;), —‚_и„ — семейство т < п элементов из E, 
свободное при каждой из двух структур векторного пространства BE, 
и У — правое, а W — левое векторные подпространства, порожден- 
ные элементами b;, то либо У-ЕИ’ == Е, либо V NA СИи ИП CV 
не пусты; в этом последнем случае показать, что y+z, где УЕ УГ] СУ 
и ze W [| CV, образует вместе с элементами 6; семейство m + 1 эле- 
ментов, свободное при каждой из двух структур векторного простран- 
ства в /.] 

6) Пусть Р — коммутативная подгруппа в E, являющаяся его 
векторным подпространством при каждой из двух структур векторного 
пространства в E и такая, что обе индуцированные структуры вектор- 
ного пространства в F обладают одинаковой размерностью р « п 
(см. упражнение 36). Показать, что существует семейство (а;)| cn 


п элементов из Ё, являющееся базисом для каждой из двух структур 
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векторного пространства в E, первые р элементов которого образуют 
базис для двух структур векторного пространства в ГР. [Тот же 
метод. | 

в) Пусть (5;), <;<„_1 — семейство п — 1 элементов из Е, свобод- 


ное при каждой из двух структур векторного пространства в Ё. Пусть, 
далее, У — левая и И’ — правая гиперплоскости, порожденные этим 
семейством. Показать, что если УС W (соответственно W € V), то 
V=W. [Используя соотношение У CW, показать, что если а EW, 
то множество тех À € K, для которых λα € W, есть идеал.] 

53) а) Пусть K=K, (X)!— поле рациональных дробей над полем 
Ко (гл. ТУ, § 3). В К определены: 1° структура левого векторного про- 
странства над К, в которой произведением Z-u элемента и € К на опе- 
ратор ЕЕК является рациональная дробь #(Х) и (Х); 2° структура 
правого векторного пространства над К, в которой произведением u-t 
элемента u€K на оператор ЕЕ К является рациональная дробь 
и (Х) 1(Х?). Показать, что внешние законы этих двух структур пере- 
становочны, структура левого векторного пространства имеет раз- 
мерность 1, а структура правого векторного пространства — размер- 
ность 2. Получить отсюда примеры коммутативных групп Е, наделен- 
ных структурами левого и правого векторных пространств над К, 
внешние законы которых перестановочны, а размерностями являются 
произвольные целые числа. 


6) Получить из а) пример коммутативной группы Æ, наделенной 
структурами левого и правого векторных пространств над К, внешние 
законы которых перестановочны и которые имеют одинаковую конеч- 
ную размерность, но при этом Ё содержит подгруппу К, устойчивую 
относительно обоих внешних законов на Ё и такую, что две индуци- 
рованные в F структуры векторного пространства имеют различные 
размерности. , 

4) Пусть К — тело, Г, — его подтело, Kr — тело К, paccma- 
триваемое как правое векторное пространство над Г, и В = Ly, (Kp) — 
кольцо эндоморфизмов этого векторного пространства. Вследствие 
того, что левые умножения определяют в К структуру левого вектор- 
ного пространства над К, внешний закон которого перестановочен 
с внешним законом пространства KL, Е оказывается канонически 
наделимым структурами левого и правого векторных пространств 
над К, внешние законы которых перестановочны (n° 7; см. главу II, 
$5, n°5 и упражнение 4). Сопряженное (Кт,)* к KL содержится 
в Е; это — правое векторное подпространство над K и левое вектор- 
ное подпространство над Г, (относительно структуры, получающейся 
путем сужения тела скаляров К структуры левого векторного про- 
странства в E до Г,). В случае, когда Г, содержится в центре тела К, 
структуры векторного Г-пространства в FE, получающиеся путем суже- 
ния до L тела скаляров двух структур векторного К-пространства 
в Ё, совпадают. 


31 H. Бурбаки 
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Далее предполагается, что Г, содержится в центре тела А, а раз- 
мерность Кт, конечна и равна п. 

а) Показать, что (Кт,)* имеет размерность 1. при структуре пра- 
вого векторного пространства над К. [Заметить, что (Кт,)* имеет 
размерность п при структуре векторного пространства над L.] 

6) Вывести, что в этом случае EK есть n-MepHoe правое векторное 
пространство над К. [Показать, что если (a;) — базис пространства 
Кг относительно Г, и u, — ненулевая линейная форма на Кг, то 
элементы а; и, образуют в Е базис для структуры правого векторного 
пространства над К.] 

в) Пусть F — правое векторное пространство конечной размер- 
ности над К и FL — векторное пространство над L, получающееся 
путем сужения его тела скаляров до L. Показать, что если и, — нену- 
левая линейная форма на Ky, то отображение x’ -» Uyo x’ простран- 
ства F*, сопряженного к Ё (рассматриваемого как векторное простран- 
ство над L), на пространство (Ёт,)*, сопряженное к FL), является изо- 
морфизмом F* на (Ρῃ)᾽. [При доказательстве инъективности этого 
отображения использовать а).] 

5) Пусть К — тело конечного ранга над своим центром Zu L — 
подтело этого тела, содержащее Ζ. 

а) Показать, что структуры левого и правого векторных про- 
странств в К относительно Г, имеют одинаковую размерность. 

6) Показать, что свойства a), 6) и в) из упражнения 4 еще сохра- 
няются в этом случае. [Заметить, что если и, — ненулевая линейная 
форма на Lz и vy — ненулевая линейная форма Ha Ky, то (Uy о Vo): A= 
--ἱρο(υῃ-λ) описывает (Kz)*, когда À описывает К, и воспользоваться 
упражнением 4в.] 

6) Пусть A — кольцо, Г — его центр, Ё — правый А-модуль, 
Е — левый А-модуль, а E* и Е*— их сопряженные модули. Отображе- 
ние f модуля E* ©)-.Е* в А называется двояко линейным, если | (aw)— 


= af(w) и (wa) = f(w)a для всех wEE*GLF* иа € A. Пока- 
зать, что существует, и притом единственное, Г-линейное отображе- 
ние ф модуля Ё С). Ев Г-модуль L всех двояко линейных отображений 
Е* GF* в А такое, что 


(ф (© у)) (1'Фу’)=(т', 2) (y, у’). 


При этом, если каждый из А-модулей Е и F обладает конечным бази- 
COM, то @ есть биекция Е 60; F mal. 


ИСТОРИЧЕСКИЙ ОЧЕРК 
К ГЛАВАМ II u III 


(Римские цифры относятся к библиографии, помещенной 
в конце настоящего очерка.) 


Линейная алгебра является одновременно и одной из древнейших, 
и одной из новейших отраслей математики. С одной стороны, еще у истоков 
математики мы находим задачи, решающиеся одним умножением или деле- 
нием, т. €. вычислением одного из значений функции вида f(x) = ах или 
нахождением решения уравнения вида ах = 6; но это — типичные задачи 
линейной алгебры, и их невозможно ни рассматривать, ни даже корректно 
ставить, не «мысля линейно». 

С другой стороны, не только эти вопросы, но почти BCC касающееся урав- 
нений первой степени уже давно отошло в область элементарного преподава- 
ния, когда современное развитие понятий тела, кольца, топологического век- 
торного пространства и т. д. выявило все значение основных понятий линей- 
ной алгебры (например, двойственности); именно тогда был подмечен суще- 
ственно линейный характер почти всей современной алгебры, одной из отли- 
чительных черт которой и является эта «линеаризация», и линейной алгебре 
было отведено подобающее ей место. Поэтому проследить историю ее разви- 
тия с точки зрения, на которой мы стоим, было бы задачей столь же важной, 
сколь и трудной; и мы вынуждены будем ограничиться здесь замечаниями 
довольно общего характера. u 

Из предыдущего видно, что возникновение линейной алгебры, ΠΘΟΟΜΗΘΗ- 
но, было вызвано нуждами вычислителей-практиков. Так, например, во 
всех практических руководствах по арифметике, начиная с египетского папи- 
руса Райнда, через Ариабхатту, арабов, Леонардо Пизанского, неисчисли- 
мые «вычислительные книги» средних веков и эпохи Возрождения и вплоть 
до почитаемых в наших начальных школах, важную роль играют более или 
менее ясно высказанные тройное правило и правило ложного положения *); 
но они, быть может, никогда не были чем-либо иным, как извлечением для 
нужд практиков из более развитых научных теорий. 


‚ *) См. J. Tropfke, Geschichte der Elementar-Mathematik, т. 1; 
2-е изд., Berlin — Leipzig (W. de Gruyter), 1921, стр. 150-155. 


au” 
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Что касается математиков в собственном смысле, характер их исследова- 
ний по линейной алгебре является функцией общей структуры их науки. 
В древнегреческой математике, как она изложена в «Началах» Евклида, были 
развиты две абстрактные теории линейного характера, а именно, с одной 
стороны, теория величин ((II), Книга У; см. Исторический очерк к главе IV 
«Общей топологии»), с другой — теория целых чисел ((11), Книга УП). 
У вавилонян мы находим методы, значительно более близкие к нашей элемен- 
гарной алгебре; они умели решать, и притом весьма изящно ((Т), стр. 181— 
183), системы уравнений первой степени. Тем не менее в течение весьма долго- 
го времени прогресс линейной алгебры зависит главным образом от прогресса 
алгебраической техники, и в этом аспекте, чуждом настоящему очерку, его 
а следовало бы рассматривать; так, для сведения линейной системы к урав- 
вению вида ах = ὦ достаточно, если речь идет лишь 00 одном неизвестном, 
внать правила (по существу, сформулированные уже Диофантом) перенесе- 
AHA членов уравнения из одной его части в другую и приведения подобных 
членов; имея же дело с несколькими неизвестными, достаточно, сверх того, 
уметь последовательно исключать их, пока не останется только одно. Поэтому 
в руководствах по алгебре вплоть до X VIII века, в том, что относится к первой 
степени, цель считалась достигнутой, как только изложены эти правила; 
что же касается системы с одинаковым числом уравнений и неизвестных 
(а другие системы и не рассматриваются), левые части которой не являются 
линейно независимыми формами, то неизменно довольствовались беглым заме- 
чанием, что это указывает на плохо поставленную задачу. В руководствах 
XIX века и даже некоторых более поздних эта точка зрения сохраняется и 
прогресс наблюдается лишь в обозначениях, позволивших записывать 
системы п уравнений с п неизвестными, и введении определителей, позволив- 
шем давать явные формулы решения этих систем в «общем случае»; этим про- 
грессом, честь которого принадлежала бы Лейбницу ((VII), стр. 239), если бы 
OH развил и опубликовал свои идеи по этому поводу, мы обязаны главным 
образом математикам XVIII и начала XIX веков. 

Но нам следует прежде рассмотреть различные идейные течения, гораздо 
более способствовавшие развитию линейной алгебры в том смысле, как мы 
ее понимаем, чем изучение систем линейных уравнений. Вдохновленный изу- 
чением Аполлония, Ферма (IVa), даже до Декарта (У), приходит к принци- 
daM аналитической геометрии, к идее классификации плоских кривых 
10 их порядку (идее, которая, становясь постепенно привычной для всех 
математиков, может считаться окончательно усвоенной к концу ХУП века) 
я выдвигает фундаментальный принцип, что уравнение первой степени пред- 
ставляет на плоскости прямую, а уравнение второй степени — коническое 
‹ечение, — принцип, из которого он сразу выводит «весьма красивые» 
следствия, относящиеся к геометрическим местам. В то же время он пред- 
лагает (ТУб) классификацию задач на задачи определенные, задачи, сводя- 
«иеся к уравнению с двумя неизвестными, уравнению с тремя неизвестными 
а т. д., и добавляет: первые состоят в определении точки, вторые — 
линии или плоского места, следующие — поверхности, и т. д. (...«такая 
гадача состоит в разыскании не одной лишь точки или линии, но целой связан- 
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ной с вопросом поверхности; отсюда и возникают пространственные места 
и так же для последующих», там же, стр. 186; здесь уже виден зародыш 
п-мерной геометрии). Этот отрывок, выдвигая принцип размерности ь 
алгебре и алгебраической геометрии, намечает слияние алгебры и геоме?. 
рии, целиком согласующееся с современными идеями, хотя, как известно. 
понадобилось более двух веков, прежде чем оно овладело умами. 

Βοῦ же эти идеи привели скоро к расцвету аналитической геометрии. 
достигшему всей своей полноты в X VIII веке в трудах Клеро, Эйлера, Краме- 
ра, Лагранжа и многих других. Линейный характер формул преобразования 
координат на плоскости и в пространстве, который не мог не заметить уже 
Ферма, отчетливо выступает, например, у Эйлера ((УПТа), гл. II—III, в 
Append., гл. IV), основывающего на нем классификацию плоских кривых, 8 
также поверхностей по их порядку (инвариантному именно вследствие линей- 
ности этих формул); это Эйлер ((УПТа), гл. XVIII) вводит также слово «а 
nitas» («родство» *)) для обозначения отношения между кривыми, которые 
могут быть получены одна из другой преобразованием вида х’= ах, у’= by 
(не замечая, однако, ничего геометрически инвариантного в этом определе- 
нии, остающемся связанным со специальным выбором косрдинатных осей). 
Несколько позже мы видим Лагранжа (Ха), посвящающего целый мемуар, 
долгое время пользовавшийся заслуженной известностью, типично линейным 
и полилинейным задачам трехмерной аналитической геометрии. К этому 
же времени в связи с линейной задачей, состоящей в разыскании плоской 
кривой, проходящей через заданные точки, оформляется, сначала несколько 
эмпирическим путем, понятие определителя у Крамера (X) и Безу (XI): 
развитое затем различными авторами, это понятие с его основными свойст: 
вами получает окончательный вид у Коши (XIII) и Якоби (XVIa). 

С другой стороны, в то время как математики проявляли тенденцию 
несколько пренебрежительного отношения к уравнениям первой степени, pe- 
шение дифференциальных уравнений представляло, напротив, главную зада- 
чу; естественно, что среди этих уравнений уже очень рано выделили линейные 
уравнения с постоянными или переменными коэффициентами и что их из- 
учение способствовало выявлению значения линейности и всего.с ней связанно- 
го. Это заметно уже у Лагранжа (1Х6) и Эйлера (VIIIG), по крайней мере 
в том, что касается однородных уравнений; ибо эти авторы не считают нуж- 
ным сказать, что общее решение неоднородного уравнения есть сумма частно- 
го решения и общего решения соответствующего однородного уравнения, и не 
делают из этого принципа никакого употребления; отметим также, что, 
утверждая, что общее решение однородного линейного уравнения n-TO порял- 
ка есть линейная комбинация n частных решений, они не добавляют, что эти 
решения должны быть линейно независимыми, и не делают никаких попыток 
к выяснению этого последнего понятия; ясность в эти вопросы, как и в ряд 
других, внесли, по-видимому, лишь лекции Коши в Политехнической 
школе ((ХТУ), стр. 573—574). Но уже Лагранж (там же) вводит также (правда, 
лишь для вычислительных целей и без наименования) уравнение L*(y) = 0. 


*) В русской литературе — аффинность.— Перев. 
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сопряженное к линейному дифференциальному уравнению L(y) = 0,— типич- 
ный пример двойственности в силу соотношения 


\ aL(y) ἆε-- \ 2-9 y dx, 


e 


справедливого для у и <, обращающихся в нуль на концах интервала интегри- 
рования; еще точнее, мы видим здесь, за 30 лет до того, как Гаусс явно опре- 
делил подстановку, сопряженную к линейной подстановке трех переменных, 
несомненно первый пример «функционального оператора» L*, «сопряженного» 
к оператору L, заданного посредством билинейной функции (здесь интеграла 
\yz dz). 

В то же время, и снова с Лагранжем (1X8), линейные подстановки, преж- 
де всего двух и трех переменных, сумели завоевать арифметику. Ясно, что 
множество значений функции F (x, у), гдех и у принимают все целые значения, 
не изменяется, когда х и у подвергаются произвольной линейной подстанов- 
ке с целыми коэффициентами и определителем, равным 1; на этом фундамен- 
тальном замечании Лагранж основывает теорию ‘представления чисел форма- 
ми и приведения форм, а Гаусс одним шагом, всю дерзость которого нам стало 
трудно теперь оценить, выделяет понятия эквивалентности и класса форм 
(см. Исторический очерк к главе Г); в этой связи он уясняет необходимость 
некоторых элементарных принципов, относящихся к линейным подстановкам, 
и, в частности, вводит понятие транспонированной, или сопряженной под- 
становки ((Х Па), стр. 304). Начиная с этого момента арифметическое и алгеб- 
раическое исследование квадратичных форм от двух, трех, а позже n перемен- 
ных, тесно связанных с ними билинейных форм, а в более близкий нам период 
обобщение этих понятий на бесконечное число переменных образуют, вплоть 
до нашего времени, один из наиболее плодотворных источников прогресса 
линейной алгебры (см. Исторический очерк к главе IX). 

Но, что является, быть может, еще более решительным прогрессом, в тех 
_ же «Исследованиях» (см. Исторический очерк к главе Г) Гаусс создает теорию 
конечных коммутативных групп, встречающихся там в четырех различных 
видах, а именно: аддитивной группы целых чисел по (целому) модулю т, 
мультипликативной группы чисел, взаимно простых с m, по модулю т, груп- 
пы классов бинарных квадратичных форм и, наконец, мультипликативной 
группы корней т-й степени из единицы; причем, как мы уже отмечали, Гаусс 
явно трактует все эти группы как коммутативные группы, или, лучше 
сказать, модули над Z, изучает их строение, их отношения изоморфизма и т. д. 
На модуле «целых комплексных чисел» a -- bi он исследует позже бесконеч- 
ный модуль над Z, изоморфизм которого с (открытым. им же в комплексной 
области) модулем периодов эллиптических функций, несомненно, не остался 
для него незамеченным; во всяком случае, эта идея уже явно появляется 
у Якоби, например в его знаменитом доказательстве невозможности функции 
с тремя периодами и в его взглядах на задачу обращения абелевых интегра- 
лов (ХУ[б), и вскоре приводит к теоремам Кронекера (см. Исторический очерк 
к главе УП «Общей топологии»). 
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Здесь к течениям, трассы, а иногда и извилины которых мы пытались 
проследить, примешалось еще одно, долгое время остававшееся подспудным. 
Как будет подробнее изложено в другом месте (см. Исторический очерк к главе 
ΙΧ), «чистая» геометрия в том смысле, как ее понимали в течение прошлого 
века, т. е. в основном проективная геометрия плоскости и пространства без 
использования координат, была создана в XVII веке Дезаргом (VI), идеи 
которого, оцененные в их истинном значении самим Ферма и использованные 
самим Паскалем, были затем забыты, отодвинутые в тень блестящими успе-_ 
хами аналитической геометрии; она вновь попала в честь к концу XVIII века 
стараниями Монжа, а затем Понселе и его соперников Шаля и Брианшона 
иногда умышленно и полностью очищенная от аналитических методов, иногда 
(особенно в Германии) тесно переплетенная с ними. Но, с какой бы точки 
зрения их ни рассматривать (синтетической или аналитической), проективные 
преобразования все же являются просто линейными подстановками проектив- 
ных или «барицентрических» координат; конические сечения (в ХУП веке), 
а позже поверхности второго порядка, проективная теория которых долгое 
время составляла основной предмет исследований этой школы, являются 
просто квадратичными формами, на тесную связь которых с линейной алгеб- 
рой мы уже выше указывали. К этим понятиям присоединяется понятие по- 
лярности; теория полюсов и поляр, также созданная Дезаргом, становится 
в руках Монжа и его последователей, вскоре под наименованием принципа 
двойственности, мощным инструментом преобразования геометрических 
теорем; если и не брать на себя смелость утверждать, что были замечены ее 
связи с сопряженными дифференциальными уравнениями, — это было сделано 
с опозданием (они были указаны Пинкерле в конце XIX Beka),— все же от 
математиков не укрылось — тому свидетель Шаль (ХУП) — ее родство 
с понятием полярных сферических треугольников, введенным в сфериче- 
скую геометрию Brera ((ПТ), стр. 418) и Снеллием в XVI веке. Ho двой- 
‚ ственность в проективной геометрии есть лишь один из аспектов двойственно- 
сти векторных пространств с учетом модификаций, накладываемых переходом 
от аффинного пространства к проективному (являющемуся его факторпрост- 
ранством по отношению «скалярного умножения»). 

XIX век, более чем какой-либо другой период нашей истории, был богат 
первоклассными математиками, и трудно на нескольких страницах, даже 
только в главных чертах, описать всё, что создало их руками слияние этих 
идейных течений. Между чисто синтетическими методами, с одной стороны, 
— этим родом Прокрустова ложа, на котором сами предавали себя пыткам их 
ортодоксальные адепты,— и аналитическими методами, связанными C про- 
извольно навязанной пространству системой координат, скоро ощутили 
потребность в чем-то вроде геометрического исчисления, задуманного, 
но не созданного Лейбницем и в несовершенном виде намеченного Карно; 
сперва появляется сложение векторов, в неявной форме у Гаусса в его гео- 
метрическом представлении мнимых чисел и применении их к элементарной 
геометрии (см. Исторический очерк к главе УПТ «Общей топологии»), 
далее развитое Беллавитисом UO названием «метода эквиполленций» 
и принявшее свой окончательный вид у Грассмана, Мёбиуса и Гамильтона: 
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одновременно Мёбиус предлагает его вариант под названием «барицентри- 
ческого исчисления», приспособленный к нуждам проективной геометрии 
(XVIII). 

К тому времени, и теми же людьми, совершается возвещенный, как мы 
видели, еще Ферма переход от «обычных» плоскости и пространства к про- 
странству п измерений, столь естественный (раз уж вступили на этот путь) 
и даже неизбежный, поскольку алгебраические факты, которые для двух 
или трех переменных, как и сами эти переменные, истолковываются в гео- 
метрических терминах, остаются такими же для любого числа переменных: 
поэтому налагать на употребление геометрического языка ограничение двумя 
или тремя измерениями было бы для математиков этого времени столь же 
стеснительным ярмом, как и то, которое всегда мешало грекам распространить 
понятие числа на отношения несоизмеримых величин. Поэтому язык и идеи, 
относящиеся к пространству п измерений, почти одновременно появляются по- 
всеместно, неявно у Гаусса и отчетливо у математиков следующего поколения, 
а их большая или меньшая смелость в пользовании этим языком, быть может, 
определяется не столько их математическими склонностями, сколько фило- 
софскими или даже чисто практическими соображениями. Во всяком случае, 
Кэли и Грассман к 1846 г. обращаются с этими понятиями с весьма большой 
непринужденностью (и притом, говорит Roux в отличие от Грассмана ((ХХ Па), 
стр. 321), «не прибегая ни к каким метафизическим понятиям»); Кэли по- 
стоянно держится весьма близко к аналитическому истолкованию и коорди- 
натам, тогда как у Грассмана уже с самого начала, со сложения векторов 
в п-мерном пространстве, одерживает верх геометрический аспект, что при- 
водит его к рассмотрениям, на которых мы позже остановимся. 

Тем временем импульс, полученный от Гаусса, двумя разными путями 
побуждал математиков к изучению алгебр и гиперкомплексных систем. 
С одной стороны, не могли не появиться попытки расширить область вещест- 
венных чисел иным путем, чем введением «мнимой единицы» i—V —1, и, быть 
может, открыть так области, более обширные, чем область комплексных чисел, 
и столь же плодотворные. Сам Гаусс был убежден ((X Пб), стр. 178) в невозмож- 
ности такого расширения, по крайней мере если пытаться сохранить основные 
свойства комплексных чисел, т. Θ., на современном языке, те свойства, кото- 
рые делают множество этих чисел коммутативным телом; и под его влиянием 
или независимо современники Гаусса, по-видимому, разделяли это убежде- 
ние, обоснованное лишь значительно позднее в виде точной теоремы Вейер- 
штрассом (XXIII). Но раз только умножение комплексных чисел интерпре- 
тируется вращениями в плоскости, желание распространить эту идею на 
пространство неизбежно ведет к рассмотрению некоммутативных умножений 
(поскольку вращения в пространстве образуют некоммутативную группу); 
это и является одной из идей, которыми руководствовался Гамильтон*) в своем 
открытии кватернионов (ХХ), первого примера некоммутативного тела. 


*) См. интересное предисловие к его «Лекциям о кватернионах» (ΧΧ), 
где он излагает всю историю своего открытия. 
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Своеобразие этого примера (единственного, который — как показал позже. 
Фробениус — можно было построить над полем вещественных чисел) несколь- 
ко ограничило сферу его влияния, вопреки или, быть может, даже благодаря’ 
образованию школы фанатичных «кватернионистов» — странному явле- 
нию, повторившемуся позже вокруг творения Грассмана,— а затем популя- 
ризаторов, извлекших у Гамильтона и Грассмана то, что было названо «век- 
торным исчислением». Отказ от ассоциативности несколько позже у Грейвса 
и Кэли, построивших «числа Кэли», не открывает интересных путей. Но после: 
того, как Сильвестр ввел матрицы и (не давая ему наименования) явно опре- 
делил ранг (XXI), тот же Kanu (ХХПб) создает матричное исчисление, 
не преминув заметить (существенный факт, впоследствии часто упускавшийся` 
из виду), что матрица есть просто сокращенное обозначение линейной под- 
становки, такое же, в сущности, как гауссовское обозначение (а, 6, с) формы 
aX?+ 2bXY + cY?. Впрочем, это было лишь одним из, несомненно наиболее: 
интересных для нас, аспектов относящейся к определителям и всему с ними 
связанному обильной продукции Сильвестра и Kanu, ощетинившейся замысло- 
ватыми тождествами и внушительными вычислениями. 

Грассман открывает также (среди прочего) одну алгебру над полем веще- 
ственных чисел, а именно внешнюю алгебру, за которой закрепилось его. 
имя. Его творение, даже более раннее, чем творение Гамильтона (ΧΙ Χα), 
и созданное в почти полном духовном одиночестве, долгое время оставалось. 
мало известным, несомненно вследствие своей оригинальности, а также фило- 
софского тумана, окутывающего его начало и сперва оттолкнувшего, напри- 
мер, Мёбиуса. Побуждаемый замыслами, аналогичными имевшимся у Гамиль- 
тона, но более широкими (и, как он скоро заметил, совпадавшими Ὁ замыслами 
Лейбница), Грассман строит обширное алгебраико-геометрическое здание, 
покоящееся на геометрической, или «внутренней» (уже почти аксиоматизиро- 
ванной), концепции п-мерного векторного пространства; из наиболее элемен- 
тарных результатов, к которым он приходит, упомянем, например, опре- 
деление линейной независимости векторов, размерности и основное соотно- 
шение dim V + dim W = dim (V+ W) + dim (V NW) (там же, стр. 209; см. 
(XIX6), стр. 21). Но главным образом внешнее, а затем внутреннее умножение: 
поливекторов доставляют ему средства, с помощью которых он легко справ- 
ляется сначала с задачами собственно линейной алгебры, а затем относящи- 
MUCH к евклидовой структуре, т. е. ортогональности векторов (где он находит 
недостающий ему эквивалент двойственности). 

Другой путь изучения гиперкомплексных систем, открытый Гауссом, 
имеет своим отправным пунктом целые комплексные числа а + bi; вполне: 
естествен переход от них к более общим алгебрам или гиперкомплексным: 
системам над кольцом целых чисел Z или полем рациональных чисел ©, преж- 
де всего к тем, уже рассмотренным Гауссом, которые порождаются корнями» 
из единицы, и далее к полям алгебраических чисел и модулям целых алгеб- 
раических чисел. Указанные поля составляют главный предмет работ Кум- 
мера, а модулям целых алгебраических чисел посвящают свои исследования: 
Дирихле, Эрмит, Кронекер, Дедекинд. В противоположность тому, что имеет 
место для алгебр над полем вещественных чисел, здесь не нужно отказываться» 
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ни от каких характерных свойств коммутативных тел; этим и ограничиваются 
в течение всего XIX века. Но линейные свойства, например разыскание бази- 
ca целых чисел поля (необходимое для общего определения дискриминанта), 
играют во многих вопросах существенную роль, и, во всяком случае, y Деде. 
кинда, методы принимают типично «гиперкомплексную» окраску; при этом 
сам Дедекинд, не ставя перед собой в общем виде проблему алгебр, осознает 
этот характер своих работ и то, что роднит их, например, с результатами Вейер- 
штрасса, относящимися к гиперкомплексным системам над полем веществен- 
ных чисел ((XXIV), в частности том 2, стр. 1). В то же время определение 
строения мультипликативной группы единиц поля алгебраических чисел, 
осуществленное в знаменитых сообщениях Дирихле (ХУ) и почти одновремен- 
но также Эрмитом, оказалось в высшей степени подходящим для прояснения 
представлений о модулях над Z, их системах образующих и их базисах, когда 
последние существуют. Затем понятие идеала, определенное Дедекиндом 
в полях алгебраических чисел (как модуля над кольцом целых чисел поля), 
в то время как эквивалентное понятие в кольцах полиномов (под наименова- 
нием «систем модулей») вводит Кронекер, дает первые примеры модулей 
над кольцами более общими, чем Z; и теми же авторами, а затем Гильбертом 
постепенно на частных случаях выкристаллизовывается понятие группы 
Ὁ операторами с возможностью всегда построить, исходя из такой группы, 
модуль над надлежаще определенным кольцом. 

В то же время арифметико-алгебраическое исследование квадратичных 
и билинейных форм и их «приведения» (или, что то же самое, матриц и их 
«инвариантов») приводит к открытию общих принципов решения систем ли- 
нейных уравнений, принципов, которые из-за отсутствия понятия ранга ус- 
кользнули от Якоби *). Задачу решения системы линейных уравнений с це- 
лыми коэффициентами в целых числах рассматривает и разрешает сначала 
в частном случае Эрмит и затем во всей общности Смит (XXV); результаты 
последнего вновь получает лишь в 1878 г. Фробениус, в рамках обширной про- 
граммы исследований, намеченной Кронекером, в которой принимает участие 
также Вейерштрасс; лишь попутно, в ходе этой работы, Кронекер придает 
окончательный вид теоремам о линейных системах с вещественными (или 
комплексными) коэффициентами, излагаемым также в одном малоизвестном 
руководстве, с характерной для него скрупулезной аккуратностью, знамени- 
тым автором «Алисы в стране чудес»; Кронекер же не снисходит до публикации 
этих результатов, оставляя это своим коллегам и учечикам; само слово «ранг» 
ввел лишь Фробениус. В своих лекциях в Берлинском университете 
Кронекер (X XVI) и Вейерштрасс вводят также «аксиоматическое» определе- 
ние определителя (как знакопеременной полилинейной функции n векторов 
п-мерного пространства, нормированной так, чтобы для единичной матрицы 
она принимала значение 1); оно равносильно определению, получающемуся 


. 


*) О классификации систем п уравнений с п неизвестными, определитель 
которых равен нулю, он говорит ((ХУТа), стр. 370): «paullo prolixum videtur 
negotium» (ее разъяснение не было бы кретким). 
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из грассмановского исчисления, равно как и принятому в настоящем трактате; 
в своих лекциях Кронекер, не ощущая нужды в наименовании и в форме еще 
не внутренней, вводит тензорное произведение пространств и «кронекеровское» 
произведение матриц (линейную подстановку, индуцированную в тензорном 
произведении заданными линейными подстановками в его сомножителях). 

Эти изыскания не следовало бы также отделять от теории инвариантов, 
созданной Кэли, Эрмитом и Сильвестром («инвариантивистской троицей», как 
говорил позже в своих письмах Эрмит) и являющейся с современной точки 
зрения прежде всего теорией представлений линейной группы. Здесь появля- 
ется, в качестве алгебраического эквивалента двойственности в проективной 
геометрии, различение между сериями когредиентных и контрагредиентных пе- 
ременных, т.е. между векторами пространства и векторами сопряженного про- 
странства; и тогда как раньше внимание обращалось в первую очередь на фор- 
мы низких, а затем и произвольных степеней от двух и трех переменных, теперь 
не мешкая переходят к рассмотрению билинейных форм, а затем и полили- 
нейных форм от нескольких серий «когредиентных» или «контрагредиентных» 
переменных, что равносильно введению тензоров; это осознается и становится 
общим достоянием, когда в 1900 г. под влиянием теории инвариантов Риччи 
и Леви-Чивита вводят в дифференциальную геометрию «тензорное исчисление» 
(XXVIII), приобретшее позже большую известность благодаря его исполь- 
зованию физиками-«релятивистами». Уже прогрессирующее взаимопроник- 
новение теории инвариантов, дифференциальной геометрии и теории уравне- 
ний с частными производными (особенно так называемой проблемы Пфаффа 
й ее обобщений) постепенно приводит геометров сначала к рассмотрению зна- 
копеременных билинейных дифференциальных форм, в частности «билиней- 
ного коварианта» формы первой степени (введенного в 1870 τ. Липшпицем и за- 
тем изученного Фробениусом), а в завершение к созданию 9. Картаном (XXIX) 
и Пуанкаре (ХХХ) исчисления внешних дифференциальных форм. Пуанкаре 
вводит их, имея в виду образование интегральных инвариантов, как выраже- 
ния, фигурирующие в кратных интегралах, тогда как Картан, несомненно 
руководствуясь своими исследованиями по алгебрам, вводит их более фор- 
мальным способом, но также не упуская заметить, что. алгебраическая часть 
его исчисления тождественна с грассмановским внешним умножением (отку- 
да и принятое им наименование указанных форм), и тем самым окончательно 
определяя истинное место творения Грассмана. Перевод внешних дифферен- 
циальных форм на язык тензорного исчисления непосредственно обна- 
руживает при этом их связь с антисимметрическими тензорами, что, если 
оставаться на чисто алгебраической точке зрения, показывает, что они так же 
относятся к знакопеременным полилинейным формам, как ковариантные тен- 
зоры — к произвольным полилинейным формам; эта сторона дела еще более 
проясняется современной теорией представлений линейной группы; ею обна- 
руживается, например, существенная тождественность определения опреде- 
лителей, данного Вейерштрассом и Кронекером, и определения, вытекающего 
из грассмановского исчисления. | 

Мы подходим так к современному периоду, когда аксиоматический метод 
и понятие структуры (вначале только чувствуемое, определенное же лишь 
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совсем недавно) позволяют разделить понятия, до того безнадежно перепле- 
тенные, формулировать то, что было неотчетливым или неосознанным, и дока- 
зать в присущей им общности теоремы, которые были известны лишь для 
частных случаев. Пеано, один из создателей аксиоматического метода и так- 
же один из первых математиков, оценивших значение творения Грассмана, 
дает в 1888 τ. ((ХХУП), гл. ΙΧ) аксиоматическое определение векторных 
пространств (конечной или бесконечной размерности) над полем веществен- 
ных чисел и, с вполне современным обозначением, — линейных отображений 
одного такого пространства в другое; несколько позже Пинкерле пытается 
развить применения так понимаемой линейной алгебры к теории функций, 
правда, в направлении, оказавшемся мало плодотворным; BCC же его точка 
зрения позволяет ему усмотреть в «лагранжевском сопряженном» частный 
случай сопряженного линейного отображения — то, что вскоре еще более 
выявляется, притом не только для обыкновенных дифференциальных урав- 
нений, но также для уравнений в частных производных, по мере выхода 
памятных работ Гильберта и его школы по гильбертовым пространствам и их 
применениям к анализу. В связи с этими последними исследованиями Теплиц 
(ΧΧΧΙ), тоже вводя (но посредством координат) наиболее общее векторное 
пространство над полем вещественных чисел, делает фундаментальное заме- 
чание, что для доказательства основных теорем линейной алгебры не нужна 
теория определителей, что позволяет без труда распространить их на про- 
странства бесконечной размерности; он отмечает также, что так понимае- 
мая линейная алгебра естественно применима при любом основном поле. 

С другой стороны, с введением Банахом в 1922 г. пространств, носящих 
теперь его имя *), встретились, правда в проблеме столь же топологической, 
сколь и алгебраической, пространства, не изоморфные своему сопряженному. 
Уже между конечномерным векторным пространством и его сопряженным нет 
«канонического» изоморфизма, т. е. определяемого его структурой, что давно 
нашло свое отражение в различении когредиентного и контрагредиентного. 
Тем не менее представляется несомненным, что различение пространства от 
его сопряженного окончательно утвердилось лишь после работ Банаха 
и его школы; в этих же работах была обнаружена важность понятия фактор- 
размерности. Что касается двойственности, или «ортогональности», между 
векторными подпространствами пространства и его сопряженного, то спо- 
соб, которым ее формулируют ныне, представляет не только внешнюю ана- 
логию с современной формулировкой основной теоремы теории Галуа (см. 
гл. У) или с понтрягинской двойственностью локально компактных коммута- 
тивных групп; последняя восходит к Веберу, которыйв 1886 г. в связи с ариф- 
метическими исследованиями заложил ее основы для конечных групп; «двой- 
ственность» между подгруппами и подполями в теории Галуа выявляется 
Дедекиндом и Гильбертом; а ортогональность векторных подпространств, 
очевидно, имеет своим источником прежде всего двойственность линейных 


*) А именно полных нормированных векторных пространств над полем 
вещественных или комплексных чисел. 
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многообразий в проективной геометрии, а также понятие и свойства ортого- 
нальных многообразий в евклидовом или гильбертовом пространстве 
(откуда и ее наименование). В наше время все эти нити сплетаются воедино 
в руках таких алгебраистов, как 9. Нетер, Артин и Хассе, и таких 
топологов, как Понтрягин и Уитни (не без взаимных влияний, оказанных 
одними на других), и каждая из этих областей приобретает законченный 
вид, результаты чего изложены в настоящем трактате. 

В то же время производится критическая проверка, имеющая своей 
целью исключить в каждом пункте предположения, не являющиеся действи- 
тельно необходимыми и особенно те, которые преграждали бы путь тем 
или иным приложениям. Так подмечают возможность заменить в понятии 
векторного пространства тела кольцами и, создав общее понятие модуля, 
рассматривать сразу эти пространства, коммутативные группы, модули специ- 
ального вида, уже исследовавшиеся Кронекером, Вейерштрассом, Дедекин- 
дом, Штейницем, и даже группы с операторами и применять ко всем HM, 
например, теорему Жордана — Гёльдера; в то же время посредством различе- 
ния правых и левых модулей осуществляется переход к некоммутативно- 
му случаю, к чему вело современное развитие теории алгебр американской 
(Веддерборн, Диксон) и, особенно, немецкой (9. Herep, Артин) школой. 

Наконец, в недавнее время проявляется последняя из тенденций, кото- 
рую мы здесь должны отметить: линеаризация теории Галуа, в зародыше 
содержащаяся в теореме Дедекинда ((XXIV), том 3, стр. 29) о линейной 
независимости любых автоморфизмов поля, завершается Артином (XX XII) 
и вскоре распространяется современной школой алгебраической геометрии 
на любые расширения полей, а затем некоммутативных тел; в $ 5 главы I] 
мы дали теоремы, лежащие в основе систематического изложения этих 
методов, которое в дальнейшем найдет свое место в этом трактате. 
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р D (F— 
То 2, (Е —модуль) 
ti... Хр ..- 2 (21 ЕЕ, 
ЕН sen. un. 
u) (u — автоморфизм 
модуля EF). + à : » « 
ху (x и у — тензоры) 
ci (2) (2 — смешанный 


тензор) 


Глава 8 
НЕ 1 
БЫ -1 
III II 
mi 4 
ην... à 
III 1 
ПЕ 1 
LIL 2 
Lit 4 
11.43 
И 4 
III II 


ΠΠ 
III 


ПТ 


III 
ΠΠ 
III 


ΠΠ 
ΠΠ 


ПТ 


IIl 
III 


32* 


200 


и (и — эндоморфизм мо- 
TUNG ΠΠ. .-α 

Tr (и) (и— эндоморфизм) 

Tr (0) (U — квадратная 
MATRA}; 2 4 ...; 

Т (Е) (Е — модуль) 

σα; (x=(x;) — элемент 
из EP, 6 €@,) 

of (f — отображение ЕР 
в Ὁ, ЕЕ ..... 

og (г — линейное ото- 


р 
бражение СЕ BF, 


σΕέ΄Οῃ) 


p 
92(zE(X)E, 5 ES) ; 


az (2 — элемент А-моду- 
ля, связанного с Θῃ) 


χι Λ ... A Фр (x; CE) 
тн (21) <icn — после- 
довательность элемен- 
тов из KH, A — под- 
множество интервала 


Au (u — линейное ото- 
бражение) 


иЛь (и—р-вектор, v— 
4-вектор) 


ЛЕ (Е — модуль) .. 

Oy x (Ни К — непе- 
ресекающиеся подмно- 
жества интервала 
[1, np 


det u (и — эндоморфизм) 


det X, x | (Х — квад- 


ратная матрица) . . 


oe Ὁ . D «+ + «4 


а 


« Ш 


IH 


. ПТ 


ν 1Η 


‚ МЕ 


Глава 8 
ПТ 4 
ПТ 4 
ПТ 4 
„Е ἃ 
5 
ИТ 5 
a 
7 
5 
ΠΗ 3 
5 
9 
[LT 3 
Ш 5 
5 
LEE 5 
III 6 
III 6 
144.6 


n° 


σι & 


— 


— 


— 


er 


=e 


Qt οι 


> © 


Ne 


УКАЗАТЕЛЬ ОБОЗНАЧЕНИЙ 


Eu ξι» Ein 
Gar S22 Ean 
En1 бп -- Enn 
A AS, 
а А... A в 


Хн. к (X — матрица из m 
строк и п столбцов 
Н — множество из р 
элементов интервала 
[1, πι], К — мвоже- 
ство из р элементов 
интервала [1, πὶ) 


AX (X — матрица) . 
Xi (X — квадратная 
матрица) 
x Ir (ЕЛЕ, ЕЛЕ*) 
2х’ (хЕЛЕ, x’ ЕЛЕ*) 
СОЕ, (Е, ст — семей- 
uel 
ство модулей) 
Coa, (x, €F,, (Er oe 


Ler 
семейство модулей) 


ФЕ, (Eier — семей- 
T 


ство алгебр). - - - 
&) 5, (Е) ep семейст- 
ae eo 
во алгебр с единицей) 
(Е и Е — А-модули) 
E@4F (Е—правый, a — 
левый модуль над A) 
ἀξία. в Ши υ--ἃμ- 
нейные отображения) 
Е QaF @8 G 
Ει Da, Era, ee 
eee Wan n-1 Wann 


‚ 4} 


: 1} 
‚ TEE 


III 
III 


III 


. ПИ 


ΠΠ] 


. III 


ΠΠ 


Глава $ n° 


6 1 
6 1 
6 3 
6 3 
6 4 
8 4 
8 4 
I 1 

| Ὁ. 

173 

| 
| ee 
3 
И + 
п 9 

Il 9 

IT 10 


УКАЗАТЕЛЬ ТЕРМИНОВ 


Глава 8 n° 


Абелева группа | 
Абсолютное значение ра- 
ционального числа... |] 
Автоморфизм — алгебраи- 
ческой структуры | 
— внешний (группы). I 
— внутренний (группы) I 
— модуля I 
Аддитивная группа ра- 
циональных целых чисел 1 
— — — — HO модулю а | 


Аддитивное обозначение 


закона композиции ‚1 
Алгебра кватернионов. II 
— моноидная pacuu- 

POHHGR 66 et ewe II 
— — (/зкая) II 
— над кольцом П 
— противоположная II 
— тензорная модуля . III 
Алгебраическая струк- 

ШИ соке I 
— — индуцированная . 1 
Алгебраические структуры 

гомологичные ...... | 
Алгебраическое дополне- 

ние элемента квад- 

ратной матрицы III 
А-линейное отображение III 
HO à» ь rss 1 IT 
Аннулятор левый (пра- 

Gy « enue ee KS I 
— множества элементов 
ШИН коек. II 


33 H. Бурбаки 


6 


9 


DO Sn 


bo 6» 


Глава 
Антиавтоморфизм алге- 

бры кватернионов. II 7 
Антилинейное отобра- 

ПЕНИЕ : к anne IT 1 
Антисимметрирование ПТ 5 
Антисимметрический 

элемент ....... ПТ 5 
Ассоциативность —внеш- 

него закона .. « . I 5 
— внутреннего закона. I 1 
— 0Овоякая | 5 
Ассоциативный внешний 

ЗЕНОН à ο es» nn I 5 
— внутренний закон ı i 
Accoyuuposannoe аффин- 

ное пространство (© 

векторным простран- 

ством) ον. Е ЕТ 
— взаимно однозначное 

представление A I 4 
— линейное отображение 

(с аффинным отображе- 

НИМ) à + © ee w ws Ii il 
— — — (с полулиней- 

ным отображением). II I 
— однородное линейное 

уравнение быль I DC 
— подтело (с множеством 

представлений) II 5 
— — (c подпростран- 

CTHOM) . «4 ss, II 5 
— проективное простран- 

ство (с векторным про- 

странством) . Ю.П Oi 


SRV 


v 


n? 


w 


[ο 


УКАЗАТЕЛЬ ТЕРМИНОВ 


CO m CO me ль 


bo ND το w 


—1 


502 
Глава 8 n° Глава 8 n° 
Аффинная eunepnaoc- ПИН: ох sam ns 1.3 
КОНЬ. &‹ aaa à II Il 3 | — ковариантный «+ HI 5 
— MINE баса II II 4 | — контравариантный .. Ш 4 
— плоскость ....... II II 1 | — направляющий IL 2 
IT Π 3 — ceododnvü κῶν ΦΚ 
<= 71.77, 7 4 64 4 à ow à II II 1 | Векторное подпростран- 
m & MO AS ea a ew II 4 
— PyHrRuyUR . . . . . . . II IT 4 | — пространство, accoyu- 
Аффинно зависимое ce- ированное с модулем над 
МЕНЕ .  : una LE 113 кольцом целостности Ш 2 
— независимые точки IT ΙΙ 3 | — — Gecxoneunomepnoe . II 3 
— свободная система. II II ὃ | — — конечномерное II 3 
— свободное семейство И II ὃ | — — левое (правое) | 
Аффинное линейное мно- — —, полученное приня- 
зообразие +. à es» « : IT II 3 тием точки аффинного 
— отображение 4 m 4 пространства за начало. II II 
— пространство. .П II 1 | — факторпространство II 
Внешнее — произведение 
Базис алгебры ..... u 7 2 р-вектора и qg-BeKTOpa . III 5 
— канонический алгебры Внешние законы компо- 
кватернионов on τα зиции перестановочные Го 
— — модуля am (соот- Внешний автоморфизм 
(1) ПРИ u een 1 1 
ветственно Ад’) HW 181 закон композиции 179 
— — — матриц из т — — —, ассоциативный 
строк и п столбцов. II 6 2 относительно внутрен- 
<-> МОДУЛЯ . , à 5 un 111% него закона 15 
— сопряженный II 4 4 | — — —, всюду опре- 
— Kama . . we ee. к деленный ........ I 3 
Базисы сопряженные II a 4] — — = , дистрибутивный 
Барицентрическая κοορ- относительно внутренне- 
μαμα à ss... 0 IT II 8 TO закона NUE DE. 
Бесконечно удаленная eu- — — — ,— — совокуп- 
перплоскость Ш ИТ 4 ности двух внутрен- 
— Удаленные точки . Il ПЕ 4 них законов . . 15 
Бесконечномерное —век- — — — ,— слева (спра- 
торное пространство II 3 2 т eee I 5 
Биавтоморфизм ose Г 4 t | — — — undyyuposan- 
Биизоморфизм ea ee EE '' ΟΝ re tad) ee т 3 
Билинейная форма ..Ш 1 1 | Внешняя алгебра моду- 
— — каноническая EE 4 4 ee ee ee tet OS Ill 5 
Билинейное отображение ПТ 1 1 | — гомотетия кольца опе- 
раторов т I 8 
Вандермонда определи- — степень линейного 
ола $ МЕ 4 отображения. т: Ὁ 


УКАЗАТЕЛЬ 


Глава $ n° 


Внешняя степень матри- 
ΠΡΙ 
— — модуля 
Внутреннее 
левое (правое) р-векто- 
pa и 4-формы . 
Внутренний закон ком- 
позиции 
— — — ассоциативный . 
— — —, всюду опреде- 
ленный . 
‚ двояко дис- 
трибутивный OTHOCH- 
тельно внутреннего за- 
кона 


произведение 


— — — индуцирован- 
ШИ сое 

— — — Kommymamue- 
В ке вене 

— — — противополож- 
MR «ενα 


Всюду определенный внеш- 
ний закон композиции 
— — внутренний закон 
композиции 
Второй сопряженный мо- 


дуль 


Вычеркивание строк 
(столбцов) матрицы 
Вычет целого числа по 
модулю а 


Гиперкомплексная οὐς- 


тема 


Гиперплоскость аффинная II II 


— бесконечно удаленная 

— в векторном простран- 
стве 

— проективная 

— —, принимаемая за 
бесконечно удаленную 

Главный идеал 

Гомологичные алгебраи- 

_ ческие структуры \ 

‘Гомоморфигм группы . 


III 6 
iu + 
« iil & 

a3 
рт 
Е 
Го 
14 
I 1 
| 
I 3 
Еа 
П 4 
п 6 
Г 4 
II 7 
ы 413 
Π 3 
a2 111 
И iil 
I 8 
I 4 
I 6 


3 
5 
6 


perde 


ТЕРМИНОВ 


Глава 


Гомоморфизм  ranonu- 
ческий — см. Каноничес- 
кий гомоморфизм 
— кольца... 
— множества,  наделен- 
ного алгебраической 
COPVREVDOR 1... i055 ἆ 
Гомотетия внешняя 
кольца операторов | 
— группы операторов I 
— левая (правая) кольца I 
— модуля I 
— — центральная о Ш 
Грассмановские коорди- 
наты p-BeKTOpa 
Группа 
— абелева 
— aemomoppusmoe струк- 
туры . 
— аддитивная рацио- 
нальных целых чисел I 
— — целых чисел по мо- 


дулю а 1 8.2 
— аффинная ...... Il IL 4 
— бесконечная а, 1 
-- знакопеременная 1 
— импримитивная ΕΤΕ. 
— интранзитивная i 3.3 
— коммутативная ‚ЗЕ. 
— ФОНЕННЯЯ αν = nur ΙΙ. 1 
— линейная модуля Il 2.5 
— моногенная И: ἕν. SO 
— мультипликативная те- 

еее zZ 
— подстановок ‘ я. & 
— преобразований ee oe Sed 
— примитивная a Br; 
— проективная lt iy νυν 
— производная I 6.8 
-— PO αν 6 x à Le 
— противоположная i & 4 
— с операторами .....- £...6.49 
— — — коммутативная Г. 6 9 
— — — простая Г 644 
— симметрическая Led 1 


903 


$ n° 
8 8 
4 4 
8 2 
6 9 
ἘΠ 
a 
2 5 
7 3 
6 1 
δ 7 
7 4 


or) 
— 


Ἔ 


504 


Глава 8 n° 


Группа транзитивная . 
— циклическая 7 
Групповая структура 


Двоякая ассоциативность 
— дистрибутивность 
Двусторонний идеал 
Делитель левый (правый) 
— — (—) ммя 
Диагональ квадратной 
МЕТ  «--.«5'« 
Диагональная клеточная 
матрица - à à «1««.: 
— матрица 
Диагональные элементы 
МАТИ - ; + 14s 44 
Дистрибутивность  deoa- 
И © 4 483 6 ur Ss 
— относительно внутрен- 
него закона 2 
— — совокупности двух 
внутренних законов 
— слева (справа) 
Дистрибутивный закон 
композиции ...... 
Длина группы с опера- 
ODOM . оао à 
-— ποπ. . « 4 + « « 
Дополнение подмодуля 
Дополнительные миноры 
— подмодули ...... 


Brite sis oa a ss 
Дуальные числа | 


Единица EEE 
Единичный элемент 
— — кольца 


Жордана-Гёльдера ряд 
— — теорема 


Зависимая система эле- 


ментов множества 
‘Зависимое множество эле- 
ментов модуля ... 


ыы ыыы 


Il 


7 


CO O0 00 ar 


—^ 


- απ Ἵν επ м © À 


14 
14 


УКАЗАТЕЛЬ ТЕРМИНОВ 


Глава § n° 


Зависимое семейство элемен- 
TOR MORTDE . 2. . «à à = «+ II 
Закон композиции внешний I 
— — —, ассоциативный 
относительно внутрен- 
него ВАНО . à « « - I 
— — —, всюду опреде- 
Г’. a aan I 
— — —, дистрибутив- 
ный относительно вну- 


треннего закона . .. I 
— — —, — -- совокуп- 

ности двух внутренних 

законов RP ET I 
— — —, — слева (справа) I 
— — — индуцированный I 


— — — иевый (правый), 
порожденный внутрен- 


ним законом ый 
— — внутренний ... 1 
— — — ассоциативный I 
— — —, всюду onpede- 

SEE с ss 64 à I 


— — —, 0в0яко дистри- 
бутивный относительно 


внутреннего закона . I 
— — — хоммутативный | 
— — — противополож- 

ИЕ « «ss &% oom . 4 
Законы композиции внеш- 

ние перестановочные . 1 
Знак рационального числа I 
Знакопеременная группа I 
Знакопеременное линейное 

отображение . . ... Ill 
— полилинейное отобра- 

WERE νώωώ5 Ш 
Знаменатель дроби I 
ας sau ee 40 I 
— главный ....... I 
— двусторонний I 
— левый (правый) I 
— максимальный I 
— нулевой ....... I 


be 


oon 


O0 00 00 O0 00 00 


© à 


— 


OU NI OT Or © σι 


‚Глава § n° 


Идеал, порожденный 
множеством . 

Идемпотент ...... 

Изоморфизм канониче- 


ский — см. Канонический 


изоформизм 
— контрагредиентный . 
— множества, наделен- 
ного алгебраической 
структурой, на такое 
же множество 
Импримитивнаягруппа . 
Инвариант группы one- 
| Ват à еее 
— — относительно пред- 
ставлений на группу 
преобразований 
Инвариантная подгруппа 
Инвариантное отображе- 


ние (относительно груп- 


пы преобразований) . 
Инвариантный элемент 
(относительно опера- 
тора) 
Индекс подгруппы 
Индуцированная алгеб- 
раическая структура 
Индуцированный закон 
внешний 
— — внутренний 
Интранзитивная группа 
Инъекция каноническая 
—cM. Каноническая 
инъекция 


Ran ническая билинейная 
форма 

— инъекция векторного 
пространства в ассоци- 
ированное проективное 
пространство 


2: Ὁ +, + νυ m 


— матрица ранга г из т 


строк и п столбцов . 
Канонические структуры 


модуля в E@ar... 


УКАЗАТЕЛЬ ТЕРМИНОВ 


905 


Глава $ n° 
Канонический базис алгеб- 


I 8 6 ры кватернионов II 7 8 
Γ 4 4) — — модуля AW (AM) IT 1 8 
— гомоморфизм алге- 
браической структуры 
IL 410 на факторструктуру ΙΓ 4 4 
— — группы на фактор- 
ОН ор. I 6 4 
— — кольца Ha фактор- 
τ 4 à ОН 4 6b 2 Leu. I 8 8 
17 7 | — 120морфивм двух. 
дополнений подмо- 
Е а ie PS a Ge ee es It 4 4 
— — Ффактормодуля на 
дополнительный мо- 
Ι 7 4 νοι ео П 1 4 
тез Ев в... Ш À à 
~~ == В πα ΡΟΣ... ΠῚ 1 δ 
— — [EBPJYTIM, М) πὰ 
174 (E/M)&(F/N) te 
Ill II 5 
— — (Æ1@QE:)* на ЕЕ Ш 1 5 
ig i = 2 
1 6 3| —-— СОЕ, на © (ФЕ) шит 
i=1 ВА jiel, 
14 21> —- Vee ™ 4m - - I 2 1 
III 2 10 
ı33|1—- — E*QF на (Е, В ПТ 4 4 
1 1 4 | —— ЕБАА, (А.Р) наЕ 
I 7 5 (соответственно на 0). . III II 4 
— — Γ(ΘΑΕ на FR) oF 1 {8 
— — Е д F BG на 
(Е СОА Е) Овб и на 
EIERN +, III ii À 
— — Е на Pa (A, F) . . ШП 7 
EE ». Ὁ πι 
(Е, L(F, G)) 11 
— — £7(EWaF, G) на 
И III 4 Gomer aussi ill 11 4% 
— — £p(EQsF, 6) πα 
II 610 АЕ, Sai, С), ШИ 8 
== -= РЕГ. GC) ma 
III II 3 LA(E, Zc(F, G)) se dE ΠΤ В 


506 


Глава 8 n° 


Канонический изофор- 


р р 
физм (AE) на A E* . . II 8 2 


р n—p 
nt WK AP cw NES ἢ 
ro AL mwa ΛΕΡ... «18 5 


Каноническое отоб ражение 
‚ модуля во второй сопря- 


ЖЕНЫ .: 42 i 2 a 4 TL 4 À 
= — Ев Ep) Ce а III 2 1 
III II 10 


— — LA(E,E)QOr£ A(F,F") 
в 2. (ЕбАР, E'QaF') . ШИ 3 


D 
— — ЛЕ в модуль ан- 
тисимметрированных 
тензоров 
— — МОМв EQF (Ми 
N — подмодули модулей 


д рее PE III 1 3 
- — (|| Е.С |] 4) 
ЛЕГ, UE M 
в || (E,@aF,). UI 6 


(A, WELXM 
— представление алге- 
браической структуры 
на факторструктуру . Г 4 4 
— — произведения групп 
преобразований в сим- 


метрическую группу . I 7 3 
— продолжение линей- 
ного отображения до 
представления .... III 4 6 
2159 
— — рациональной дроби ТТИ 5 
Квадратная матрица... II 6 5 


Квадратичное расширение 


ROMA aan 23 
Квадратные матрицы 

подобный . . au cas Il 611 
Кватернион сопряженны_ый II 7 8 
Класс umnpumumuenocmu I 7 7 
— интранзитивности . . I 7 5 


— левый (правый) no 
подгруппе 


УКАЗАТЕЛЬ ТЕРМИНОВ 


Глава $ n° 


Клеточная диагональная 


матрица « ..... «« : II 
— матрица ...... II 
HOUR Wan I 
Ковариантный вектор . ШП 
—= НОР “+ + à » uni III 
Кольцевая структура I 
HER... SS I 
— Opobeli . so. 54%. 1 
— коммутативное I 
— отношений а I 
— противоположное I 
— рациональных целых 

WEB скана I 
— с нулевым квадратом I 
— — операторами I 
— целостности I 
— эндоморфизмов ‘KOM- 

мутативной группы . I 
Комбинации линейные 

формальные ..... II 
Комбинация линейная 

элементов модуля. . I 
Коммутант . фа I 
Коммутативная группа I 
— — с операторами I 
Коммутативное кольцо I 
— MO . à «: es I 
Коммутативности meo- 

ΜΝ. « + 6 à + #3 I 
Коммутативность вну- 

треннего закона... I 
Коммутативный внут- 

ренний закон. ... I 
Коммутатор двух эле- 

MORTON дока I 
Коммутирующие под- 

ααρεθμα à a we ua III 
Композиционный pad . I 
Композиционные ряды 

эквивалентные .... I 
Композиция двух эле- 

МОТО 4 46 4 à « à I 
— конечного семейства 

элементов . . . .. I 
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УКАЗАТЕЛЬ ТЕРМИНОВ 


Глава 8 n° 


Композиция оператора и 


влеменга _ + + + + « » > I 
— прямая подколец .. | 
— пустого семейства. | 
— серии элементов I 
Компонента произведения 

MOVE, sise re IT 
— элемента в прямой сум- 

ме подмодулей ..... IT 
— — — прямом произведе- 

нии подгрупп ...... I 
— — модуля относительно 

a | | 
Компоненты тензора над E 

относительно базиса мо- 

BEN ne nen III 
Конечномерное векторное 

пространство IT 


Контравариантный вектор Ш 


-— ФенооР à «»:::':. III 
Контрагредиентная 

MOMpPUUG д. sc, II 
Контрагредиентный 

изоморфизм Il 
Координата барицентри- 

NER sue ee es Il 
— элемента модуля OT- 

носительно базиса. ... II 
Координатная форма II 
Координаты грассманов- 

ские р-вектора ..... III 
— однородные точки проек- 

тивного пространства IT 
Dove WEB κ à à + un » « I 
Коэффициенты линей- 

ного соотношения II 
— линейной комбинации II 
— системы линейных 

уравнений ee | 
Крамера формуль .... Ш 
Кратное левое (правое) I 
Кронекеровский символ II 


Кронекеровское произведение 
матриц . . III 
Круля meopema . .... I 


δ we & © 


> D 00 Co 
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Hs HS © 


IT 
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ΠΠ 


mM CO © η" 
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mn wor SI 
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Глава $ 

Лагранжа тождество ПГ 8 
Лапласовское разложение III 6 
— — πο столбцам (по 

ERPOREN) « » +» »« » » A 6 
Левая гомотетия кольца i δ 
Левое векторное простран- 

EB ea 9 ΚΚΕ; 
— внутреннее произведе- 

ние р-вектораи 4-формы ПТ 8 
— кратное + + ee го 
Левый аннулятор .... Г 8 
— внешний закон компо- 

зиции, порожденный внут- 

ренним законом .... Г 8 
— делитель + + + +. + +. I 8 
— — нуля . . .--.-.... I 8 
= Ме . к Bann I 8 
— класс по подгруппе I 6 
— модуль . . ...... IT 1 
— ПЕРЕНОС » . ar an.» I 2 
Лемма Цасенхауза ... I 6 
Линейная группа модуля П 2 
— комбинация семейства | 

элементов модуля ця 
— система à . .-.-... П 4 
— — однородная II 4 
— Форм + = ae eae « П 4 
— функция ....... 5 
Линейно зависимые эле- 

менты модуля Li 3 
— независимые элементы 

МОЕ 2.0 nee II 4 
— раздельные подалеебры III 3 
Линейное многообразие II II 
— — однородное ...... И IT 
— —, порожденное се- 

мейством точек . 11-31 
— — проективное LE 11} 
— отображение ll 2 
— —, ассоциированное с 

аффинным........ II IT 
— —, — -- noayaunel- 

μην. «να μαι li i 
— — проективное ПШ 
— — сопряженное П 4 
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Глава 8 
Линейное проективное ото- 
Dramas 2 «wy an II III 
— УРОЕНеНИе - . « « : «« П 4 
— — однородное П 4 
— — скалярное Π 4 
Линейные комбинации 
формальные . . ....Π 1 
— многообразия парал- 
μίας Lan II II 
Максимальный идеал I 8 
Матрица - « à 3 8 αα IT 6 
— Энагональная......П 6 


— ваноническая ранга г 


из т строк и п столбцов II 6 
— квадратная . . . . . . II 6 
— — o6pamuman . . . . . II 6 
— клеточная ....... 6 
— — диагональная....П 6 
— контрагредиентная...П 6 
— линейного отображения II 6 
— линейной системы . . . II 6 
— мономиальная ....П 6 
— перехода к новому базису II 6 
— подстановки ......ПИ 6 
— полулинейного отобра- 

ОНИ à « ἐν 5 «ὁ 2. li 4 
--- NOIR à à a 6 ο - II 6 
— транспонированная . . II 6 
— треугольная ν “κ Ἡ 
— унимодулярная III 6 
— эндоморфизма . . . . . IT 6 
Матрицы, отличающиеся 

лишь порядком строк 

(столбцае) = . 2. ss « II 6 
— подобные ....... II 6 
— эквивалентные ..... II 6 
Метод последовательных 

подстановок ....... II 6 
MUND 4 sus nn III 6 
— дополнительный III 6 
Многообразие линейное II II 

IT III 
II III 
— — аффинное....... ИП 


n° 


чо 


льз 


= 


σι «ο σι OO wo σιν O1 O1 © 


ea σι Ο5 — σι 


УКАЗАТЕЛЬ ТЕРМИНОВ 


Глава $ 
Многообразие линейное 
однородное . „И 
— —, порожденное се- 
мейством точек «sic Ἡ 
— — проективное » «11 МЕ 
Многообразия линейные 
параллельные ing ee El 


Множества ортогональные II 4 
Множество, наделенное груп- 


пой операторов |. . . I 7 
— операторов внешнего 

ιμπν с « 44 4 4 & ve i 3 
— симметризованное ... Ι 2 
Модуль второй сопря- 

ЭНН à ss. П 4 
— левый (правый)....П 1 
— линейных соотношений П 1 
— моногенный . . . . . . II 1 
— СВОбОбНЫЕ . . sa à Π 1 
—, связанный с симметри- ы 

ческой группой ..... Il 5 
— сопряженный .. . . . . ΙΙ 4 
— MORE à à nn «à in II 1 
— — aCcoyuupoeanHbü . .. . II 1 
— увитарный ‚ ..... М % 
— формальных линейных 

конбинациа. : ....tH 4 
Моногенная группа . . . Г 6 
Моногенный модуль . . . II 1 
Moni с. aa 2584. 4 
— свободный ...... I 1 
Моноидная алгебра. . . II 7 
— — расширенная . . . II 7 
Мономиальная матрица II 6 
Мультипликативная epyn- 

κα Ш : : ss. ig 
Мультипликативное обозна- 

чение закона компо- 

зиции MINS US as de RUE 
HOMO . Laos de Ι 8 
Наибольший общий дели- 

тель (н. 0. A.) двух 

целых MEER : « «es { 8 


9 


9 
9 


HN 


NO m 


m © © > = 


— 
wo © Ww Ww os) C 


==> 


УКАЗАТЕЛЬ ТЕРМИНОВ 


Глава $ n° 


Наименьшее общее крат- 
ное (н. о. к.) двух це- 


ἵμε ЗИ до... 1 
Направляющая линей- 

ного многообразия II 
Направляющее  no0npo- 

странство линейного 

многообразия .....П 


Направляющие параметры 


ПРИМИ «6 6 6 se KA 08 II 
Направляющий вектор 
ПРЯМОЙ ; ь see II 
Начало (в аффинном про- 
CTPAHCTBO) + + nur» II 
— (относительно адди- 
тивного закона ком- 
ПОИЩИ) .  :.::. I 
Неизвестные (системы ли- 
нейных уравнений)... П 
Нейтральный оператор I 
— элемент . . ..... I 
Нечетная подстановка I 
Норма кватерниона . . . II 
— элемента квадратичного 
расширения ...... II 
Нормальная подгруппа | 
Нулевое решение одно- 
родного линейного урав- 
HOMES sie sea x IT 
Нулевой udeaa . . . . . . I 
MAG 5 er su de I 


Область операторов 
внешнего закона . .. I 

Образ линейного много- 
образия при проектив- 


ном отображении .... II 
Образующих система 

ИНО & à» ска I 
— — подгруппы . . .. I 
Обратимая квадратная 

Ce Il 
Обратимый элемент ... I 


Обратный элемент .... I 


я чаров 


or) 


D 00 Mm 


[ 


OO > ььч 


σι 


Однородная система линей- 


ных уравнений ΗΠ ΜΕ΄ 
Однородное линейное 

многообразие ‚ ЯП 
— — уравнение ...., м A 
— — —, ассоциированное 

с линейным уравнением II 4 
— пространство 7 
— —, порожденное под- 

μυ Le er de ı 37 
Окаймление mampuuw . . . II 6 
Омер . « « «ites 13 
— нейтральный . . .. 13 
— симметрии „4 © 
Onepamopoe множество 

[Фелбть) . : сс... I 3 
Определитель Вандермонда ПЛ 6 
ΠΡ III 6 
— № ТОВ . 2 ss à III 6 
— эндоморфизма ....... Ш 6 
Ортогональные множества II 4 
— элементы . «1 ss ss» 11 4 
Ортогональный подмодуль. П 4 
— — полный ... :..... Ш ἆ 
Отношение . . ..... | 2 
— Geye Cpemopos . --.. Ш À 
— эквивалентности, согла- 

сующееся с алгебраической 

структурой «+ ..«.... I 4 
— —, — miesa (οπράθα) € 

внешним законом + + I 4 
— —, — — (—) — внутрен- 

ним законом Е Е 
Отношений кольцо .... 19 
ΗΘ 2 zart ты 
Отображение антилиней- 

ВОЙ ea и 1 
— аи ННОЕ . à + à à à ss IT IT 
— инвариантное  OMHO- | 

сительно группы преоб- 

puseean + + « « « ЕТ 
— каноническое — см. 

Каноническое  omo6pa- 

жение 
— φμνεῦμοε “nun nal] 2 
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Глава $ п° 
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Глава 8 n° 


Отображение линейное, ас- 


социированноесаффинным ИП II 4 
— —, — — полулинейным П 1 2 
— — сопряженное . . . . IT 4 9 
— полулинейное . . . . . « IT 1 1 
— проективное ITIII 6 
— симметрии группы .. 16 1 
— тенгорное ....... ПГ 4 2 
Отрицательные рационалъь- 

НЫЕ πᾶ «à 6 4 6 0 + à I 9 9 
— целые числа ....... L 23 
POCHNOD na na ПТ 55 
— разложимый ...... ПГ 5 5 
Параллельные линейные 

многообразия ...... II II 3 
Параметры — направляю- 

щие прямой ΠΠ 3 
Первичное решение ли- 

нейной системы. . .. 1153 
— соотношение между 

элементами семейства IT 5 4 
Первичный элемент BeK- 

торного пространства... I] 5 2 
Перенос аффинного про- 

СИИ °- kw ew 42 ss 11 3 
— левый (правый)..... ι 22 
Переносов пространство ПП 1 
Перестановочные внеш- 

ние законы композиции Г 5 3 
— элементы ....... I I 5 
Плоскость афинная.... ПП 1 
— в векторном простран- 

μα Е EZ 

II II 3 
— проективная ...... ΗΠΑ 3 
Hodanaeöpe » :.:-«--«:.«- TS 
Подалгебры коммутирую- 

щие .. ; Mig 3 
— линейно раздельные 5 5 
MOG à: + «+ à «+ « - κ θ 2 
— инвариантная...... I 6 3 
— нормальная ....... 163 
—, порожденная множе- 

ВТО 6 6 sous es à I 6 2 
— устойчивая ...... i 6 10 


УКАЗАТЕЛЬ ТЕРМИНОВ 


Глава 8 n° 


Подгруппа устойчивая, 
порожденная множе- 
N oS aed 

О о : «αν ss I 

—, порожденное множе- 
κων ua ma es 0 I 

Подматрица ...... И 

Подиодуяь = à: à « » : II 

— dononnumenvnuü . . . . II 

— ортогоналеный ..... IT 

— — полный . ... . . II 

Подобные квадратные 
NEBEN as «cs » # El 

— семейства элементов 

— серии элементов ... I 

Подпространство век- 

| ОрНое . pus a4 II 

—, определяемое разло- 

Р жимым р-вектором. . Ш 

Подстановка нечетная .. I 

— μας à 47 0 à à à = I 


Подстановок последова- 
тельных метод .... Il 

Подтело 

— , ассоциированное с мно- 
жеством представлений 1] 


—, — — nodnpocmpancmeom 11 
—, порожденное множе- 

μάθη 6 a en I 
Поклеточное вычисление 


произведения матриц... II 


i. ИЗ ee dec I 
— дробей кольца целост- 
HOUR ten dan I 
— отношений кольца цело- 
ПОНИ : san an I 
— рациональных чисел I 
Полиавтоморфизм I 
Полиизоморфизм . . .. I 
Полилинейная Форма . Ш 


Полилинейное отображение III 

Полное разложение опре- 
делителя . 

Полный ортогональный под- 
модуль . 


о ооо 


6 10 
8 4 
8 4 
G 4 
$. 3 
14 
4 2 
4 2 
6 11 
12 

2 
.. ἃ 
7 3 
7:8 
7 1 
6 10 
92 
9 6 
9 9 
92 
6 4 
9 A 
9 4 
9 4 
9 9 
4 1 
4 1 
Те 
+ 4 
6 2 
4:2 


УКАЗАТЕЛЬ ТЕРМИНОВ 


Глава $ n°. 


Положительные  payuo- 
нальные числа. =... I 
— целые числа. ..... I 
Полулинейное отображение П 
— — сопряженное .... Il 
Порядок группы .. . . I 
— квадратной матрицы II 
— тенгора .„...... ΠΠ 
— элемента группы .. i 
Правая гомотетия кольца | 
Правое векторное про- 
странство ...... Ii 


— внутреннее произведение 


р-вектора и 49-формы Ш 
— кратное ... к nenne À 
Правый аннулятор.... I 
— внешний закон ком- 

позиции, порожденный 

внутренним законом I 
— делитель .... ..... I 
— — HYAR . . ...... I 
— ЗОВ = «§ + hen te I 
— класс по подгруппе . I 
— 7 1710 177 7 .« % как II 
 BERENOE = = Les ua I 
Представление ...... I 
— GARCDPM nenn II 
— взаимно однозначное 

ассоциированное. .... I 
u ИЯ er I 
— — с операторами ... I 
— каноническое — см. 

Каноническое nped- 
ставление 
га: Е I 
Примитивная группа .. I 
Принцип продолжения 

линейных тождеств .. II 
— — по линейности .. II 
Приписывание последо- 

вательностей ..... 1 
Продолжение алгебраиче- 

ской структуры .... I 


— внутреннего закона 
по симметрии .... I 


Со Ο5 η DOD -5 — Poo 


I & D = ο) 00 00 00 Co 


ο» ο à 


FPP oe Re O1 επ 


DD 


σι © À 


HS αν δ »- © σι 65 65 ND 


SiS 


Продолжение каноническое 
— CM. Каноническое про- 
должение Ὃ. 

Проективная гиперпло- 


CROC. ws à» + à IT 
— —, принимаемая за бес- 

конечно удаленную II 
ΠΝ ΣΤ 
--πποεκοοπιο.. ...... IT 
— NORMES - es ce IT 
Проективно зависимое 

COMEHCMED ... à + + » « Ш 
— свободное семейство IT 
Проективное линейное 

многообразие ...... II 
— omo6pamenue...... Il 
— npocmpancmeo...... Il 

II 

— —, канонически ассо- 

циированное с вектор-. 

ным пространством IT 
— —, порожденное век- 

торным пространством IT 
nen Il 
Проектирование na под- 

модуль параллельно 

его дополнению... ΙΙ 
Произведение алгебр ... II 
— алгебраических структур I 
— векторных пространств II 


— внешнее р-вектора и 
g-BeKTopa 
— внешних законов KOM- 
позиции 
— внутреннее 
— — левое (правое) р-векто- 
pa и 4-формы 
— внутренних 
композиции I 
— epynn I 
— 0вух элементов . . I 
I 
I 


III 


ΠΙ 


законов 


— клеточных матриц I 
— колец 
— кронекеровское двух 

матриц 
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Глава $ n° 


п] 


п 
III 
Ill 
Ш 


III 
Ш 


III 
Ш 
III 
ΠΠ 
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Глава $ n° 


Произведение матриц... II 6 
== МООИ ν « ai II 1 
— прямое подгрупп . . I 6 
— свернутое двух тензоров ПЛ 4 
— серии элементов . . I 1 


— тензорное — см. 

Тензорное произведение 
Производная группа . . I 6 
Прообраз линейного 

многообразия относи- 

тельно проективного 


отображения ..... II III 
Простая группа . I 6 
— — с операторами I 6 


Пространство аффинне II II 
— векторное — см. 
Векторное пространство 


— однородное . . .... 17 
— —, порожденное под- 

у а Ет 
— переносов ....... II II 
— тензорное . . . . . . . . Ш 4 
Противоположная алгебра IT 7 
PM 5 es. I 6 
Противоположное xonbuo is 
— — с операторами .. I 8 


Прот ивоположные внутрен- 


ние законы композиции Г 1 
— целые числа ..... À 2 
Противоположный элемент 1 2 
Прямая аффинная.... ПП 

IT II 
— в векторном простран- 

Ce aaa a og eS τε 3 
— композиция подколец .. I 8 
~~ проективная ...... И Il 
— сумма аддитивных групп Т 6 
— — модулей ...... II 1 
-— — дона . . . Ш 7 
— — подмодулей ..... II 1 
Прямое произведение подгрупп Г 6 
Пустая матрица .... II 6 
РОЛИ: anna Ш 2 
Раздвоение внутреннего за- 

кона композиции ... 13 


— 


4 


D wo à 


(ep) 


De À À pF Ον 


— 
Coe CO σι = 


OO > ючмячоеоьнььо 


5ο 


УКАЗАТЕЛЬ ТЕРМИНОВ 


Глава 8 


n° 


Разложимый p-ermop... III 5 5 
— тензор « « ee + + . III 4 1 
Размерность аффинного 

пространства Ii Π 2 
— векторного пространства II 3 2 
— линейного многооб- 

ΜΕΘ En an nn s Mes 
— проективного про- 

странства . = HE EE 1 
— свободного модуля над 

коммутативным кольцом ПТ II 11 
Ранг алгебры над полем ПТ 2 
— аффинного отображения II II 4 
— линейного отображе- 

καν д & часа II 3 4 
— линейной системы урав- 

нений над телом .. П 4 8 
— матрицы над телом II 6 7 
— модуля над кольцом 

иелостности ses 273 
— подмножества вектор- 

ного пространства ΙΣ 5 2 
— полулинейного отоб- 

ражения _ II I 3 
— элемента алгебры 

AF (где F — вектор- 

ное подпространство) ПТ 5 9 
Распространение под- 

становки I73 
— представлений группы 

в группу преобразований Г 7 3 
— произведения групп 

преобразований .... 173 
Расширение кольца квад- 

pamwmewe à à +++ Ш ТЯ 
— — операторов алгебры ПТ 3 4 
— — — модуля III 2 1 
AGIR « д a eH Oe Е 89-2 
Расширенная моноидная 

ЯНОВ à a anna II 710 
Рациональные целые 

μες › = nu a I 2 5 
--μσκα À - «4 ss * 135 
Реализация группы в виде 

группы преобразований I 1.2 


УКАЗАТЕЛЬ ТЕРМИНОВ 


Глава $ 
Peanusayus группы тран- 

pumusnee a a ss + LÀ τ 
Регулярный элемент . . . 1 2 
Результат антисиммет- 

рирования элемента ... ПТ 5 
Решение линейной систе- 

мых EUREBDE .. » sun.» П 4 
— — — первичное ....П 5 
— — — тривиальное....П 4 
Ряд #Kopdana — Гёль- 

DDR Е nn nn I 6 
— композиционный ....Т 6 
Ряды композиционные 

эквивалентные ο 
Свернутое произведение ПТ 4 
Свертывание двух индек- 

сов смешанного тензора. ПТ 4 
Свободная система эле- 

ментов модуля ....П 1 


Свободное множество 
элементов модуля . . . II 1 
— семейство элементов 


МОДУЛЯ . à nun une m4 
Свободный вектор аффин- 

ного пространства 11 EI 
— μαθίμεν ν « ats se 0 à Π 1 
— MOHOUD . - ss. га 
— член уравнения.... II 4 
— элемент модуля . . . IT 1 
Семейства элементов 

ПОББОНИЕ = a una. 1 1 
Семейство аффинно зави- 

DB EL En a nee т i 
— — независимое.....П I 


— коэффициентов линейной 


комбинации . “sr 44 ἃ 
-- проективно зависимое ШИП 
— — свободное . ь IT III 
— элементов модуля за- 

GUCUMOE + à» «-«»«ν- Il 4 
— — — свободное.....П 1 
Серии элементов подобные I 1 
Серия элементов .....Г 1 
Сигнатура подстановки . I 7 


n° 


6 
2 


D NW = 


> DD © © 


Глава $ 
Символ кронекеровский . II 4 
Симметризации теорема а 
Симметризация внут- 

реннего закона KOMNOBU- 

"με к к сене i 2 
Симметризованное мно- 

EIN - Е «««««»: | 2 
Симметризуемый элемент I 2 
Симметрический элемент ПТ 5 
Симметричное подмно- 

жество группы ER: В 
Симметричные элементы га 
Симметрия группы . . .Г 6 
Система аффинно неза- 

ИВА Le 55 se IT II 
— гиперкомплексная . . . 11 7 
— левых (правых) скаляр- 

ных линейных уравнений П 4 
— линейная . + ee +. + IT 4 
— линейных уравнений П 4 
— — — однородная . . . IT 4 
— образующих векторного 

пространства . . . . . . II ὃ 
— — идеала а 8 
— — подгруппы ..... 16 
— — проективного линей- 

ного многообразия IT III 
— уравнений подпро- 

опранетев . . .-..- П 4 
В Рот. TE RTE 1 
С калярное линейное урав- 

νην. вето П 4 
След матрицы ...... ПТ 4 
— эндоморфизма . ПТ 4 
APT а. a 
Сложение à à à sus 0% 4 
— рациональных целых чисел 1 2 
— целых чисел по модулю а I 4 
Смешанный тензор . . . . ПТ 4 
Сомножители произве- 

DEREN u u es #0 «+. ae 
Сопряженное линейное omo- 

брожение . . : se tt IT 4 
— полулинейное отобра- 

ЖЕНИ  - - won an“ RATE 


DH 


to 


> CO OT m= & OT OT I] 


514 

Глава 8 
Сопряженные базисы.....П 4 
— элементы группы ... 17 
Сопряженный базис.....ИП 4 
— кватернион.......И 7 
a ПОВОДЫ + à «-- чан ll 4 
— элемент в квадратич- 

ном расширении......П 7 
Сравнение по модулю @ 

(а — двусторонний идеал) Т 8 
— — рациональному целому 

МОНА 5 + Auer I 4 
Степень ‘внешняя «ὐπεῖί- 
°— ного отображения ... ШГ 5 
— — матрицы....... Ш 6 
— — модуля + + + + ees Il 8 
— группы подстановок I 7 
Столбец матрицы . . . . II 6 
Строго отрицательные 
_ рациональные числа I 9 
— — целые числа .....1 2 
— положительные ρᾶ- 

циональные числа. .... i 2 
— — целые числа...... ı 2 
Строка матрицы ...... II 6 
Структура алгебраиче- 

CE 6) као на I 4 
— — индуцированная ... I 4 
--- РУНЫ « - -. ee ь L 6 
— HOUR + ss: I 8 
— проективного  NPO- 

EMpanemea ...:..- II III 
Структуры гомологичные I 4 
— гомоморфные . . ....1 4 
— канонические модуля 

BER есь Ш 
Сужение области опера- 

торов внешнего закона I 3 
Сумма двух элементов ...Г 1 
-- ul . ss: га 
— матриц. ....... LE ©: 
— подалгебр прямая . . . II 7 
-- прямая семейства адди- 

тивных групп x Ἡ 
— — — модулей ...... и 4 
— — — подколеиь .....Т 8 


= ом & 


~] 


σι м 


- Επ Cx 


УКАЗАТЕЛЬ ТЕРМИНОВ 


Глава 8 n° 


Сумма прямая семейства 


подмодулей ee ae Se. Ἡ 
— семейства подмодулей . II 1 
— — элементов модуля 

(равных нулю для всех 

кроме конечного числа 

κμπεκεσμ ое нь Π 1 
— серии элементов ..... I 1 
Таблица умножения 

базиса алгебры . . . . . II 7 
ια 2 se dus su) 1.9 
— кватернионов над по- 

лем вещественных чисел II 7 
— коммутативное......Г 9 
MOONE 5 aan 19 
— проективное ....... ПШ 
— 6 @Repamopamu .....1 8 
Tensop ковариантный . . ПТ 4 
— конт равариантный ПТ 4 
— нулевого порядка ПТ 4 
—, p раз контравариант- 

ный и 4 раз ковари- 

НЫЙ À 4 ss νὰ ΠΙ 4 
-- разложимый . . . ПТ 4 
— смешанный ....... Ш 4 
Tensopnas алгебра модуля {ΙΙ 4 
Тензорное отображение . III 4 
— произведение алгебр... ПТ 3 

121 3 

— — 0вух базисов Hi 1 
— — — линейных ото- 

бражений....... ΠΣ 1 

III II 

— — — матриц Mi. 4 

— — — модулей ПТ 1 

III II 

— — — элементов . III 1 

— -- семейства модулей III 1 

II I 

— пространство ..... Ш 4 

Теорема ассоциативности I 1 

— /Kopdana — Гёльдера I 6 

— коммутативности . « I 14 

A Saas I 8 


D Ne N ma -- ee оььо D or 


— 


УКАЗАТЕЛЬ ТЕРМИНОВ 


Глава 8 n° 


Теорема о гомоморфизмах. . Г 4 4 
ως... о. зы II 3 1 
— cummempusayuu . . . . . | 2 4 
oat), к au Г 614 
Теоремы об изоморфизме... T 4 4 
Тождество Лагранжа . в 2 
Точка аффинного про- 

EMPAHLMER . -««..:. i  ; 
— проективного простран- 

о РИ ΠΠ 1 
Точки аффинно независимые IT IT 3 
— бесконечно удаленные ... ПИТ 4 
Точный модуль ......П 1 9 
— —, ассоциированный 

© модулем ........ ji 1 9 
Транзитивная группа то 
Транепогиция ....... L 71 
Т ранспонированная мат- 

DIE Es is vestes п 6 6 
Треугольная матрица II 6 5 
Тривиальное решение 

однородного линей- 

ного уравнения . . . Il 4 7 
Узкая моноидная алгебра Il 7 9 
УМНОЖЕНИЕ © : à se 0 0 » 4 À 
— на оператор ......i1 ὃ 1 
— рациональных целых .. 

MR on Pa Sle & % Se 1 À 8 
= ЗНЕНЕО НОВ в к чес» Mi 23 
— целых чисел по модулюа 1 4 3 
Унимодулярная матрица .1Ш 6 1 
Унитарный модуль . . . Il 1 2 
Уплотнение композицион- 

НГО: ВИДА Lu ee I 6 14 
У равнение гиперплоскости Il 4 6 
и, с . « ann“ 5.5 
i — OONOPOOHOE . . . » «. II 4 7 
— — —, ассоциированное 

с линейным уравнением П 4 7 
Устойчивая подгруппа 1 Ὁ 20 
— —, порожденная мно- 

ИНОМ хаос Е ΒΘ 


019 
Глава $ n° 
Устойчивое множество 

(относительно алгебраи- 

ческой структуры). .. I 4 2 
— — (— — —), nopox- 

денное подмножеством... 1 4 2 
— — (— внешнего закона) I 3 3 
— — (— — —), nopox- 

денное подмножеством 133 
— — (— внутреннего 

BENDER) + « зерен 1: 4 
— — (— — —), порож- 

денное подмножеством I 414 
Факторалгебра ....... 173 
Факторгруппа ....... I 6 3 
— группы с операторами 1 6.41 
Факторзакон внешнего 

закона композиции | . | 4 3 
— внутреннего® закона 

ROMROBUDUE + nn.“ I 4 8 
Факторкольцо. « . + - » > I 8 5 
Фактормодуль ....... II 13 
Факторпространство 

векторного простран- 

CUM Ei chain Il 1 3 
Факторразмерность ли- 

нейного многообразия II IT 3 
— подпространства век- 

торного пространства II 3 3 
Факторструктура алгеб- 

раической структуры...Г 4 3 
Факторы композицион- 

ного PARR ce hs SET ETS 
Форма билинейная..... Ш 1 1 
— — каноническая......П 4 1 
— координатная.......П 4 4 
— линейная ........ LE 2.4 
— полилинейная . EI 3-7 
Формальные линейные ком- 

ИННА « à ss Gus we 18 
Формулы Крамера ..... ШГ 6 5 
— преобразования координат 11 6 9 
Функция аффинная ППА 
Замеля Game à à «..... Th 


216 


Глава 8 n° 


Характеристика кольца 


Цасенхауза лемма 
Целые числа 
- ные 


отрицатель- 

— — положительные 

— — противоположные 

— — рациональные 

— — строго отрица- 
тельные 

— — — положительные 

Центр 

— проективного ото- 
бражения . 

— тяжести 


т 

— — семейства точек, 
наделенных массами 

Центральная гомотетия 
модуля 

Центральный элемент . . 

Циклическая группа 


Четная подстановка 
Числа дуальные . 
— рациональные 
— — положительные 
(отрицательные) 

— -- строго положитель- 
ные (строго ompuya- 
тельные) 

Ч ислитель дроби 
Ч исло измерений 
торного 
— инверсий 
Член суммы 


- « « 5. = = 


век- 
пространства 
подстановки 


I 8 
‚м 
I 2 
I 2 
I 2 
I 2 
I 2 
I 2 
3 
IT III 
II II 
IE Il 
II II 
| ΚΕ 
I 6 
ΓΝ; 
IT 7 
9 
1.9 
19 
| 2 
IT 3 
I 7 
I 1 


8 
14 


bo O1 Or Ot or 


σι oa σι On “ἃ = 


D => 


УКАЗАТЕЛЬ ТЕРМИНОВ 


Глава $ n° 


Шрейера теорема . Гб 14 
Эквивалентные  KOMNOBU- 

ционные ряды .....Г 6 14 
— матрицы ........ 1 6% 
Элемент единичный L 8. 
— — кольца . ........ 133 
— инвариантный отно- 

сительно оператора I 391 
— нейтральный . .. . .. . . I 2 1 
— обратимый . . ....l 2 9 
— обратный .......- 1 2 9 
— первичный  BEKTOP- 

ного подпространства 

(относительно базиса) II 5 2 
— противоположный . . . . | 2 9 
— регулярный . . ....1Ι 2 2 
— свободный модуля....П 1 6 
— симметризуемый .... 1 2 ὃ 
— симметрический..... ПГ 5 1 
— сопряженный в квадратич- 

ном pacuupenuu . . . . II 7 7 
— центральный : 4-8 
Элементы линейно  8a- 

σπειαβεε - 4 à soi à à 11% 
— — независимые . а в 
— матрицы — диагональ- 

НИ ооо. Ш 
— ортогональные . . . II 4 2 
— перестановочные . . . I 1 5 
— симметричные .... 123 
— сопряженные группы.. I 7 9 
Эндоморфизм . . .... 14 4 
— модуля. ..... .. Шао 


ОПРЕДЕЛЕНИЯ И АКСИОМЫ ГЛАВЫ 1 


Внутренние законы композиции (88 1 и 2) 
Ассоциативный закон: | 


Всюду определенный внутренний закон композиции Т элементов мно- 
жества Ё ассоциативен, если 


#ТУТ:==Т (yT 2), 
каковы бы ни были т, у, 2 из ЕЛ & 
П ерестановочные элементы: 


Элементы хи у множества E, наделенного внутренним законом Т, 


перестановочны, если 2 | у иуТ x определены и равны между со- 
бой. 


Ко-ммутативный закон: 


Внутренний закон композиции Т элементов множества E коммутати- 


вен, если для любой пары (X, у) элементов из Е такой, что х Ту 
определено, у | x также определено и равно x Т y. 


Устойчивое подмножество: 


Подмножество A множества E, наделенного внутренним законом ком- 


позиции, устойчиво, если композиция двух элементов из А всякий 
раз, когда она определена, принадлежит A. 


Нейтральный элемент: 


Элемент е множества HL, наделенного внутренним законом | , являет- 
ся нейтральным элементом относительно этого закона, еслие Тхи 
x Те для каждого zEE определены и равны x. При мультиплика- 
тивном обозначении закона композиции нейтральный элемент часто 


называют единичным элементом (или единицей), а при аддитивном — 
нулем (или началом). 


Регулярный элемент: 


Элемент а множества Е, наделенного всюду определенным внутренним 


законом композиции T , регулярен относительно этого закона, если 
каждое из отношений а Т х=аТу, x Та=у Та влечет ı=y. 


Симметричные элементы: 

Элементы xz U x’ множества EZ, наделенного внутренним законом компо- 
зиции Т, обладающим нейтральным элементом €, симметричны, 
если x T α' Ἡ x’ T x определены и равны е. При мультипликативном 
обозначении закона композиции симметричные элементы часто на- 
зывают взаимно обратными, а при аддитивном — противоположными. 


Внешние законы композиции ($ 3) 


Устойчивое подмножество: 
Подмножество А множества Е, наделенного внешним законом компо- 
зиции |, устойчиво, если композиция & | x оператора & и элемен- 
та х6А всякий раз, когда она определена, принадлежит A. 


Алгебраические структуры ($ 4) 


Определение представления: 
Отображение f множества Ё, наделенного алгебраической структурой, 
в множество F, наделенное гомологичной алгебраической структу- 
рой, есть представление, если при одинаковом обозначении соответ» 
ственных законов композиции: | 


1° для каждого внутреннего закона Т всякий раз, когда определе- 
но 2 Гу, определено также f (x) Tf (у) и 


(2 T (y)=f (x) T fly): 


2° для каждого внешнего закона | всякий pas, когда определено’ 
a х, определено также а L f(x) и 


ta L aja L fie). 


Гомоморфизм; эндоморфизим: | 
Представление } E B F в случае, когда законы композиции, определя- 
ющие структуру в Е, всюду определены, называется также гомомор- 
физмом Е в Е; если при этом f(E)=F, то говорят, что это — гомо- 
морфизм E на F. Гомоморфизм Е в Е называется эндоморфизмом Е. 


Отношения между законами композиции (§ 9) 


Дистрибутивность (всюду определенного) внешнего закона композиции di 
(операторов a€Q и элементов из δ) относительно внутреннего закона 
композиции Т (элементов из Е): 

Закон JL дистрибутивен относительно закона | , если всякий раз, 
когда x Т у определено, композиция (α Lx) Т (a L y) определена 
для каждого a€Q и 


al (α 1 у)=(аТ =) L(aT y). 


Двоякая дист рибутивность (всюду определенного Ha Ё) внутреннего зако- 
на | относительно (определенного на Е) внутреннего закона T : 
Закон | двояко дистрибутивен относительно закона | , если всякий 
раз, когда определено уТ2, определены также (x 1 у)Т (212) a 
(У1=)Т (2 | 2) и | 
21 (УТ 2) = (= РУ)Т (x12), 
(УТ 2) |.α--(υ1.α) Τ (212). 


Группы ($ 6) 


Аксиомы группы; 
Группа есть множество, наделенное всюду определенным внутренним 
законом композиции, удовлетворяющим следующим условиям: 
1) он ассоциативен; 
2) он обладает нейтральным элементом; 
3) каждый элемент обладает симметричным ему элементом. 


Коммутативная группа: 
Группу называют коммутативной, если ее закон композиции коммута- 
тивен, 


Подгруппа: 
Множество Н элементов группы С (с мультипликативным обозначением) 
есть ее подгруппа, если отношения x € H и y EH влекут zy 1Ε Η. 


Нормальная подгруппа: 
Подгруппа Н группы С нормальная, если хНх {= Н для всех zx ЕС. 


Группа с операторами: 
Группой с операторами называют группу, наделенную одним или не- 
сколькими внешними законами композиции, дистрибутивными отно- 
сительно (внутреннего) закона группы. 


Кольца и тела (888 и 9) 


* 


Аксиомы кольца: 
Кольцо есть множество A, наделенное двумя всюду определенными 
внутренними законами композиции, удовлетворяющими следующим 
условиям: 
1° первый закон (обозначаемый вообще аддитивно и называемый сло- 
жением) есть закон коммутативной группы; 

2° второй закон (обозначаемый вообще мультипликативыо и назы- 
ваемый умножением) ассоциативен и, кроме того, двояко дистрибу- 
тивен относительно сложения. 

Кольцо называют коммутативным, если его умножение коммутативно. 


Кольцо с операторами: | 
Кольцом с операторами называют кольцо A, наделенное одним или 
несколькими внешними законами, дистрибутивными относительно 
сложения в A и притом такими, что для любого из этих законов 
(a, x) > ах имеет место тождество 


a (xy) = (ax) y= « (ay). 


Подкольцо; 
Множество В элементов кольца с операторами A есть его подкольцо, 
если В есть подгруппа аддитивной группы A, устойчивая относи- 
тельно умножения и внешних законов. 


Кольцо целостности: | | 
Кольцо целостности есть коммутативное кольцо без «делителей нуля» 
(т. 6. такое, что ab—0 влечет а=0 или ὑ--0).: 


Идеалы кольца: 

Подмножество а кольца с операторами A есть его левый (соответственно 
правый) идеал, если а есть подгруппа аддитивной группы A, устой- 
чивая относительно внешних законов, причем заба (соответственно 
а2 Са) для каждого ΖΕ A. Двусторонний идеал есть множество в A, 
являющееся оеновременно левым и правым идеалом. 


„Аксиомы тела: 
Тело есть кольцо, множество всех ненулевых элементов которого обра- 
зует группу относительно мультипликативного закона. 


ОПРЕДЕЛЕНИЯ И АКСИОМЫ ГЛАВЫ П 


Модули. Вектсрные простракства (88 1 и 3) 


Аксиомы модуля: 


Левый (соответственно правый) модуль относительно кольца A, или 
левый (соответственно правый) А-модуль, есть множество E, на- 
деленное: 
11° аддитивно обозначаемым внутренним законом композиции, от- 
носительно которого Ё является коммутативной группой; 

2° внешним законом композиции, обозначаемым (A, x) — ох 
(соответственно (α, x) —> га), имеющим кольцо A своей областью 
операторов и таким, что a (z+y)—azr+ay, («- В) =ах-Р Вх, 
a (Вх) =(аВ)х (соответственно (2-9) α--αα-- ya, α(α--β)--σα-!|-αβ, 
(то) В = х(аВ)), каковы бы ни были x, у из πα, В из А. 

Всюду в дальнейшем. где говорится просто «модуль», имеется в 
виду левый модуль. 

Кольцо A есть левый (соответственно правый) А-модуль OTHOCH- 
тельно внешнего закона (a, £) —> aE (соответственно (a, Е) —> Eq). 


Унитарный модуль: 


А-модуль Е называется унитарным, если: 1° кольцо {обладает еди- 
ничным элементом 8; 2° вх =х для каждого т6Е. | 


Векторное пространство: 


Векторное пространство над телом K есть унитарный модуль, имею- 
щий К своим кольцом операторов. 


Подмодуль, векторное подпространство: 

Множество Н элементов А-модуля Е есть его подмодуль, ecam/H есть 
подгруппа аддитивной группы Ё и αὐ принадлежит H для всех 
a€A u ЕН. Подмодуль векторного пространства E над телом К на- 
зывают векторным подпространством этого векторного пространства. 


Свободное семейство: 
Семейство (2, rer элементов унитарного А-модуля Е называется сво- 
бодным (а его элементы — линейно независимыми), если отношение 


23: т, =0 (где коэффициенты А, — элементы из A, равные нулю для 


vel 
всех кроме конечного числа индексов) влечет A, =0 для всех ι. Се- 


мейство, не являющееся свободным, называется зависимым (а его 
элементы — линейно зависимыми). 


Базис: 


Семейство (a,),-; элементов унитарного А-модуля Е называют бази- 
сом этого модуля, если каждый элемент zEE может быть, и притом 


единственным образом, записан в виде d'A а, (где A —элементы из 
Ler 


A, равные нулю для всех кроме конечного числа индексов). 


Линейные функции. Двойственность ($$ 2 u 4) 


Линейное отображение: 


Линейное отображение А-модуля Е в А-модуль F (или линейная 


функция, определенная на Ё и принимающая значения из F) есть ото- 


бражение f Е BF такое, что 
4° f(x+y)=f(z)+f(y), каковы бы ни были + и y из Е; 
2° | (аз) =a/f(z), каковы бы ни были ae А и зЕЕ. 


Линейная форма: 
Линейная форма на А-модуле ЕтТесть линейное отображение этого MO- 


дуля в кольцо A, рассматриваемое как А-модуль. Для каждой ли” 
нейной формы x’ на E и каждого элемента x из Е значение, приви- 
маемое функцией x’ в x, обозначается (5, 1’); это— элемент коль- 


ца А. 


С ος νοι HA 


Если x’ u у’— линейные формы на левом А-модуле Е и а— элемент 
из А, то отображения 


1 - (2, 2’) +a, у’) из > (2, 2") @ 


являются линейными формами ‘Ha Е, обозначаемыми! соответственно 
о и x’a. Множество E* всех [линейных форм на Е, наделенное 
этими" двумя законами | композиции, является правым А-модулем, 


называемым сопряженным к Æ. 


Ортогональные элементы: 
Элемент 2 модуля Е и элемент x’ сопряженного модуля Е* ортогональ- 


ны, если (5, т’) =0. 


Подмодуль, ортогональный к множеству: 


Если М (соответственно М’)— множество в А-модуле Е (соответственно 


в сопряженном к Е модуле E*), то’множество Tex x’ ЕЕ *` (соответ- 


ственно тех ΖΕ EF), которые ортогональны ко всем элементам из М 


Con) 


Con 


Опр 


Mai 


Cys 


Пр 


(соответственно M’), есть подмодуль модуля E* (соответственно E), 
называемый подмодулем, ортогональным к М (соответственно М’). 


Сопряэкенные базисы: 


Если А-модуль Е имеет конечный базис (ei)ı<i<n TO сопряженный 
> 
модуль E* имеет, и притом единственный, базис (e;),—-;,—, Такой, что 
SS 


7 - 4 Ld 
(е;, ei) = 1 (1<1<п) и (e;,ej)=0 для всякой пары различных 
. . / 
индексов i, ]; (е;) и (ei) называют сопряженными базисами. 


Сопряженное линейное отображение: 

Для каждого линейного отображения и А-модуля Е в А-модуль F 
существует, и притом единственное, отображение # сопряженного 
модуля F* в сопряженный модуль Е* такое, что (и (x), у’) = (=, lu (y’)) 
для всех СЕ u y’E F*. Это отображение lu линейно и называется 
отображением, сопряженным к и. | 


Матрицы ($ 6) 


Определение матрицы: 

Матрица из т строк и п столбцов над кольцом A есть семейство 
Χ--(ξι) элементов из A, в котором индексы À и 7 пробегают конеч- 
ные множества, состоящие соответственно из т и п элементов; для 
каждого индекса i подсемейство семейства X, образованное теми 
его членами, первый индекс которых равен i, называется 1-й строкой 
матрицы X; для каждого индекса 7 подсемейство в X, образованное 


теми членами, вторым индексом которых служит ], называется ]-м 
столбцом матрицы X. 


Матрица линейного отображения: 
Пусть Е—- правый А-модуль, имеющий базис (4}.-1--ῃ U3 п элементов, 
πον 
и Г — правый А-модуль, имеющий базис (b;), <i<m 43 т элементов. 
| т 
Пусть, далее, и— линейное отображение Е BF и u(a,)= ὃ) 6:0; 
| 9—1 
для каждого индекса 7 (1<7<n). Тогда матрица (a;;) из т строк 
и п столбцов называется матрицей отображения и относительно 
базисов (а;) и (b;). 


Сумма двух матриц: 
Сумма двух матриц À = (Ё;;) и Y=(N;;) над кольцом A, имеющих одно 
и то же множество индексов строк и одно и то же множество индек- 
сов столбцов, есть матрица Х--У= (4; |-1&;). 


П роизведение матрицы и скаляра: 


Левое (соответственно правое) произведение матрицы Х=(&;;) над 
кольцом A и элемента & из А есть матрица Х —(aË;;) (соответственно 


Х = (81:9)). 


П ро 


Kea 


П роизведение двух матриц: 

Пусть Х=(&;) и Y=(N;R)—ABe матрицы над кольцом A такие, что 
столбцы матрицы Х и строки матрицы У имеют одно и то же мно- 
жество индексов, и пусть т— число строк матрицы X, а р— число 
столбцов матрицы У. Тогда произведение ХУ этих матриц есть 
матрица (б:.) из т строк и р столбцов, в которой Li >) &луь 


j 
для каждой пары индексов i, &. 


T ранспонированная матрица: 

Матрица, транспонированная к матрице X= (§;;) из т строк и n столб- 
цов над кольцом A, есть матрица ‘X —(n;;) из п строк и т столбцов, 
элементы которой Hj; принадлежат кольцу AP, противоположному À, 
и таковы, что 1;=;; для каждой пары индексов #, J. 


Квадратная матрица: 
Квадратная матрица есть матрица, строки и столбцы которой имеют 
одно и то же множество индексов. 


Матрица перехода: 
Пусть (a;), <i<n¥ (6+) <i<n — 6a3n0H одного и того же правого модуля E, 
n 
состоящие каждый из п элементов, и 6; =, ad; (Lin). Тогда 
fi 
(обратимая) квадратная матрица (M) называется матрицей перехода 
от базиса (а;) к базису (b;). 


Алгебры (8 7) 


Определение алгебры: | 
Алгебра E над коммутативным кольцом А с единицей = есть кольцо, 
наделенное внешним законом, обозначаемым (α, 5) — ах, имеющим A 
своей областью операторов и таким, что 


a(c+y)=az-+tay, (а В) т=ат- Ва, 
а (В=) =(аВ) =, εα--α, а (2) = (02) ν--α (ay), 
каковы бы ни были x, y из Е и à, В из À. 
В случае, когда E обладает единичным элементом е и GeO для всех 
a0 из A, отображение «-—> ме есть изоморфизм А на подкольцо 


центра алгебры Е, отождествляемое с А посредством этого изомор- 
физма. 


ОПРЕДЕЛЕНИЯ И АКСИОМЫ ГЛАВЫ Ш 


Определение полилинейных функций: 
Пусть Κι, ..., Ви, Е —унитарные модули над коммутативным коль- 
nom A. Отображение } произведения Е Χ... Χ Κι в F называют 
полилинейным, если для всех индексов i (1<1< п) имеют место 


тождества 
(ал, +, Qa, Ti Yi, Vinay +, An) = 
= (Gq, ..., 44-1, Ti, Vinay ee, An) + (@1, ..., din Уз» Viste c++, An) 
Тб wary Фо αι Pty ба ча, ee (че, О Mis Min sus Gels 


Полилинейной формой на E1X...x E„ называют полилинейное ото- 
бражение E, xX... X En в А, рассматриваемое как А-модуль. 


Определение тензорного произведения п модулей: | 
Пусть £,, ..., En — унитарные модули над коммутативным кольцом Ap. 


n 
Тензорное произведение G—E, ©... 6) ВО) Е; есть А-модуль, 
i=1 
обладающий следующими свойствами: 


1° существует полилинейное отображение 
(=, 6.5.4 Ln) > 21 © sie O0 № 
EX... X En в С такое, что образ Fy X... X Ey при этом отобра- 
жении порождает G; 
2° для любого полилинейного отображения { произведения 


Ех... X En в произвольный А-модуль NV существует, и притом 


единственное, линейное отображение, g модуля С в М такое, что 
тождественно 


т (ax, .е.у te }== (21 © eee (5 Eu) 
Эти свойства характеризуют модуль С с точностью до изоморфизма. 
()пределение тензорного произведения линейных отображений: 


Пусть Е; (1<1<п) и Е; A<i<n)—2n унитарных А-модулей и u; 
(1 <2< и) — линейное отображение E; в F;. Тензорное произведение 


n 
u =© и; есть линейное отображение Е, ©... 60 En в РЁ, ©... 69 Fa 


такое, что тождественно 
и (21 © .., 69 αγ) = и! (11) © ... Q un (En). 


Определение тензоров: 
Ρ раз контравариантный и 4 раз ковариантный тензор над унитарным 
А-модулем Е есть элемент тензорного произведения Κη ©... © Epig: 


где р модулей Е; совпадают с Е, а остальные g—cC сопряженным 
модулем E*. 


Определение знакопеременных полилинейных функций: 

Полилинейное отображение } модуля ЕР в F называют знакоперемен- 
ным, если f (71, ..., Tp)—=0 для каждого (21, имеющего хотя 
бы две одинаковые координаты. Тогда для любой подстановки 
o CG; имеем 


f (24): ..} Ζπ(ργ) =] (a, cee, тр), 


где &, — сигнатура подстановки о. 


Определение р-векторов: 
р | 
р-я внешняя степень G= Л Е унитарного А-модуля Е есть А-модуль, 
обладающий следующими свойствами: 
1° существует знакопеременное полилинейное отображение 
(2s, sang Cp) As. A 
модуля EP в С такое, что образ EP при этом отображении поро- 
ждает G; | 
2° для любого знакопеременного полилинейного отображения } мо- 
дуля EP в произвольный A-Monyab JV существует, и притом един- 


ственное, линейное отображение g модуля С в М такое, что тож- 
дественно 


че 2р) = (21 А so By), 


Элементы модуля С называют р-векторами над модулем Е. 


Определение внешней степени линейного отоб ражения: 


р 
р-я внешняя степень /\ U линейного отображения и унитарного A-MO- 
p 
дуля Е в унитарный А-модуль F есть линейное отображение ЛЕ 


р 
В А? такое, что тождественно 


р 
Ли (= Л... Arp) = (2) А... Ли (xp). 


СЛОВАРИК ОСНОВНЫХ ОБОЗНАЧЕНИЙ, 
ОТНОСЯЩИХСЯ К ВНУТРЕННЕМУ ЗАКОНУ КОМПОЗИЦИИ 
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